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 تمهيد
وذلك  واليندسية في العموم التطبيقية من المواضيع اليامة جداً التقريبات الطيفية العددية  تُعد   

الدقة تتغير وبشكل سمبي إلا أنّ ىذه ي تتمتع بيا عند تقريب التوابع المستمرة , لمدقة الأسية التّ 
بر التخمص من اعتُ ظاىرة جبس, وقد  الأمر الذي عُرف باسم ,عند تقريب توابع مستمرة قطعياً 

ي نالت اىتماماً بالغاً من العمماء في نياية الأثر السمبي ليذه الظاىرة  واحداً من المواضيع التّ 
 والعشرين. العشرين وبداية القرن الحادي القرن

 
ي تعاني من ظاىرة جبس, وأبرز دراسة لمتقريبات الطيفية العددية التّ بىذه في أطروحتنا  قمنا

ليذه الظاىرة  برمجة كما قدمنا , صفوف الطرائق المستخدمة لمتقميل أو التخمص من ىذه الظاىرة
  تقريب بادي تشيبشف المستخدمين في التقميل من الأثر السمبي ليذه الظاىرة.و  ولطريقة الترشيح 

 
ونظراً لتعدد الطرائق المستخدمة لمتخمص من ظاىرة جبس فقد قمنا بتقديم دراسة لجودة ىذه 

حيثُ بيّنا محاسن ومساوئ كل  الطرائق بُغية تسييل اختيار الطريقة المناسبة عمى المستخدم
المحاسن والمساوئ من خلال تطبيقيا عمى التوابع العددية كما طريقة من الطرق ووضحنا معظم 

نا بعرض جدول قدمنا من خلالو مقارنة بين أساسيات ومتطمبات الطرائق المتبعة لمتخمص أو قم
 .التخفيف من الأثر السمبي لظاىرة جبس

 
قمنا خلال عرضنا لمطرائق المستخدمة في التخمص من الأثر السمبي وعند بالإضافة إلى ذلك 

ي اتبعناىا والدقة التي الخوارزميات التّ دراستنا لجودة ىذه الطرائق بتقديم مقارنات بيانية لتوضيح 
 تتمتع بيا كل منيا. 
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 مخطط الأطروحة                       

, وذلك نخصص أطروحتنا ىذه لدراسة التقريبات الطيفية العددية التي تعاني من ظاىرة جبس
إلى استعادة الدقة التخمص من ظاىرة جبس التّي تعاني منيا التوابع المستمرة قطعياً يؤدي  لأن

 الطيفية ليذه التقريبات.
 ونعرض دراستنا ىذه وفق المخطط الآتي:

نعرض في الفصل الأول لمحة تاريخية موجزة عن اكتشاف ظاىرة جبس , والجيود المبذولة 
 حتى يومنا ىذا لمتخمص من ىذه الظاىرة.

 
اسية التّي تتمحور في تتضمن بعض المفاىيم الأس فصل الثاني فيتضمن دراسة مرجعيّةأمّا ال
 أقسام أساسية: ةثلاث

دراسة لبعض المفاىيم الأساسية في التحميل الرياضي الحقيقي والدالي  القسم الأول يتضمن
والعددي مثل فضاء ىيمبرت, والحدوديات المتعامدة المنظمة, والحدوديات المثمثية وتقريب 

 فورييو.
التقريبات الطيفية العددية المستخدمة في حل لمحديث عن  في حين نخصص القسم الثاني

 المعادلات التفاضمية الجزئية.
فنقدم فيو دراسة رياضية لظاىرة جبس التّي تبرز عند تقريب تابع مستمر قطعي أمّا القسم الثالث 

  بواحد من التقريبات الطيفية العددية.
 

بدّ منو عند التخمص من ذي لاتابع الّ النقوم في الفصل الثالث بشرح مفيوم اكتشاف حواف 
 ظاىرة جبس وتقديم عدد من الخوارزميات اللازمة لمقيام بذلك.

 
لأبرز ذي يعتبر جوىر أطروحتنا, دراسة تحميمية عددية ومن ثم نعرض في الفصل الرابع, الّ 

صفوف الطرائق المستخدمة في التقميل أوالتخمص من الأثر السمبي لظاىرة جبس التّي تعاني 
 بات الطيفية لمتوابع الممساء قطعياً والتي تتمحور حول ثلاثة صفوف:منيا التقري

 : الترشيح الطيفي.الصف الأول
 : طرائق إعادة الإسقاط بنوعييا إعادة الإسقاط المباشر وغير المباشر)العكسي( .الصف الثاني
 :إعادة البناء الكسري )طرائق بادي لإعادة البناء(.الصف الثالث
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بتقديم مقارنة بيانية وعددية بين صفوف الطرائق التي فيو أمّا الفصل الخامس والأخير فقد قمنا 
وضحنا في ىذا البحث من الأطروحة محاسن ومساوئ كل صف من ىذه أدرسناىا , كما 

 الصفوف بُغية التسييل عمى المستخدم اختيار الطريقة التّي تناسبو.
تجدر الإشارة إلى أنّ جميع الخطوط البيانية قد تمّ رسميا اعتماداً عمى برنامج الـ 

Mathematica7.0 . 
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 الفصل الأول

 ةمالمقد  

 

 :[2 ,1]. اكتشاف ظاىرة جبس1-1
عتبرُظاىرةُجبسُواحدةُمنُأبرزُالعيوبُالتّيُتعانيُمنياُالخطوطُالبيانيةُلممجاميعُالجزئيةُتُُ

ُ.متوابعُالتّيُتعانيُمنُانقطاعلُاتُالطيفيةتقريبالالمنتييةُالموافقةُلممتسمسلاتُالمستخدمةُُفيُ
ُوذلكMichelsonُمُمنُقبلُعالمُالفيزياءُالأمريكيُٜٛٛٔلوحظتُىذهُالظاىرةُلأولُمرةُعامُ

منُرسمُالخطوطُُنامكنتُُُ,يياُاسمُالمحملُاليرمونيأطمقُعمُ,عندماُقامُبتصميمُآلةُميكانيكية
ُمعاملاتُفورييو ُتخزين ُلدى ُلمتوابع ُالتوابعُالبيانية ُليذه ُُالموافقة ُالآلة ُنوابضُىذه وذلكُفي

ذلكُقامُبنشرُمقالةُيصفُمنُخلالياُىذهُُبعدُثم(Hook's lawُالاعتمادُعمىُقانونُىووكُ)ب
ُإدخالُ ُعند ُالآلة ُالناتجةُعنُىذه ُلمتوابع ُمنُالخطوطُالبيانية ُالوصفُبعدد ُوأرفقُىذا الآلة

يُكمثالُف,Michelsonُُيُاختارىامعاملاتُفورييوُالموافقةُليذهُالتوابعُإلاُأنُّأحدُالتوابعُالتُّ
طُالانقطاعُفيُحينُاكانُلمخطُالبيانيُالناتجُنتوءاتُعندُنقُإذعانىُمنُظاىرةُغريبةُ,ُمقالتو

ُتكنُموجود ُالنتوءاتُلم ُىذه ُالُُّةأنّ ُالأمر ُلـُذيُسبُّفيُالخطُالبيانيُالأصميُلمتابع بُالحيرة
Michelsonُصديقوُُدفعوُلإرسالُرسالةُإلىمماُتجُعنُخطأُميكانيكيُفيزيائيُواعتقدُأنُّذلكُنا

ُجوزيفُجبس ُالرياضي ُالفيزيائي ُأنُُّالعالم ُبالذكر ُوالجدير ُلاحظو. ُما ُفي ُرأيو ُعن لسؤالو
Michelsonُُفقام ُلمقالتو ُنشره ُمن ُأشير ُعدة ُمرور ُبعد ُإلا ُالظاىرة ُيلاحظُىذه ُذلكُلم ُإثر

ُ ُنُُُ,Natureبإرسالُرسالةُإلىُالمجمةُالبريطانية ُالموافقُلـ ,ُمٜٛٛٔاكتوبرُُٙشرتُفيُالعدد
xxfوضحُفيياُصعوبةُبناءُالتابعُ )(ُُانطلاقاًُمنُمعرفةُمعاملاتُفورييوُالموافقةُلوُوأورد

ُبيُّ ُرياضية ُمناقشة ُفورييوكذلك ُمجاميع ُمتتالية ُأنّ ُفييا ُالتابعُالموافقةُن )(,ليذا NN xfُحيث
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
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
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N

k
xN 1,ُتتقاربُإلىُقيمُمختمفةُباختلافkُُوالمثيرُلمدىشةُأنّوُفيُالعددُالتاليُمن

ُرسالةُىاجمُفيياA.E.H.Loveُُياضيم(ُنشرُالعالمُالرُّٜٛٛٔأكتوبرُُٛالمجمةُ)العددُالموافقُلـُ
Michelsonُُّعيرُأيُانتباهُإلىُذيُعانتُمنوُمناقشتوُدونُأنُيُُياضيُالُّمشيراًُإلىُالضعفُالر
ُيُتعانيُمنياُآلتوُ.فيُتفسيرُالظاىرةُالغريبةُالتMichelsonُُُّواجييايُالصعوبةُالتُّ

ُفيُ بنشرNatureُُمُقامُمحررُمجمةُٜٛٛٔديسمبرُعامُُٜٕوبعدُمضيُعدةُأشيرُوتحديداً
ُثلاثُرسائل:

أشارُفيياُأنُّالتقاربُمنُوجيةُنظرهُيجبُأنُيكونُمنتظماًُفيMichelsonُُُكانتُمنُالأولى
ُطُالانقطاع.اجوارُنق

ياُناتجةُعمىُأنُُّياُتفسيراًُرياضياًُليذهُالظاىرةوقدمُفيGibbsُفقدُكانتُمنُُالثانيةأمّاُالرسالةُ
طُالانقطاعُالمتسمسلاتُفورييوُفيُجوارُنقلمتتاليةُالمجاميعُالجزئيةُعنُالتقاربُغيرُالمنتظمُ

ُكبيرةُجداً!!Nُعىُفيُىذهُالرسالةُأنُّىذهُالتذبذباتُتسعىُإلىُالصفرُعندماُتكونُوادُّ
ُالتقاربُبانتظامُوأشارLoveُُياضيُمنُالرُُّثالثةُواُتبعتُرسالةُجبسُبرسالة ُمفيوم شرحُفييا

ُ ُالجدلُحولُُأنُُّوتجدرُالإشارةُإلىُ,Michelsonإلىُأنُّالمسألةُقدُتكونُكماُأشارُإلييا ىذا
ُإلىُذاتُالمجمةGibbsُُعندماُأرسلُمُوذلكٜٜٛٔإبريلُعامُُٕٚنتوُإلاُفيُيالمسألةُلمُُىذه

ذيُارتكبوُنتيجةُالإىمالُووضحُأنُّالتذبذباتُتسعىُإلىُقيمةُثابتةُعندماُعنُالخطأُُالُُّمعتذراًُ
ُكبيرةُجداً.Nُتكون

وذلكBocherُُمُمنُقبلُالعالمُٜٙٓٔلأولُمرةُعامُُظاىرة جبسعمىُىذهُالظاىرةُاسمُُطمقأ  
ُ:يُحصلُعميياُجبسُوذلكُفيُكتابولتُّقامُبدراسةُوتعميمُالنتائجُاُنحي

"Introduction to the theory of Fourier series"ُ
ُمنُوُ ُالعديد ُأجل ُمن ُالماضي ُالقرن ُعشرينيات ُفي ُدرست ُقد ُجبس ُظاىرة ُأنّ ُإلى نشير

ُ.Cook & Wiltonُالذيُدُرسُمنُقبلُالعالمينُمثلُالتقريبُباستخدامُتوابعُبسلالتقريباتُ
ُ
 ظاىرة جبس:ل السمبي ثرالأ من  مص. الجيود المبذولة لمتخ1-2

ُالجدير ُُأنُُّبالذكرُمن ُالعمماء ُجبسلمحاولات ُلظاىرة ُالسمبي ُالأثر ُتتأخرُُمتخمصُمن لم
ُم.ٜٓٓٔوذلكُعامFejerُُولةُالأولىُلمعالمُالينغاريُفيجربالظيورُفقدُكانتُالمحا
ُالجدُّ ُالمحاولات ُأنّ ُإلا ُفي ُبرزت ُالطرُية ُمن ُصفين ُبظيور ُوذلك ُالعشرين ُالقرن قُائنياية

ُالظاىرة ُىذه ُأثر ُالطرُُلمتخفيفُمن ُىذه ُمن ُائ,عُرفُالصفُالأول ُباسم تقنيات الترشيح ق
(Sarra,Vandevenُيُنشرىاُكلُمنُالعالمينُ)وتعتبرُالمقالاتُالتSpectral filteringُُّي الطيف

ُبعنوانٜٜٔٔعامVandevenُُقُفقدُنشرُائدمُفيُىذاُالصفُمنُالطرُىيُأبرزُماُقُُ ُ:بحثاًُ
 Family of spectral filters for discontinuous problems""  
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ُمُمقالةُبعنوان:ٕٙٓٓفيُعامSarraُُفيُحينُنشرُ
"Digital Total Variation filtering asPostprocessing for Chebyshev pseudospectral 

methodsfor conservation Laws" 

ق ائطر قوُاسمُائذيُتزامنُظيورهُمعُىذاُالصفُفقدُأُطمقُعمىُمجموعُطرُأمّاُالصفُالآخرُالُّ
ُقُتقُسمُإلىُقسمين:ائوالجديرُبالذكرُأنُّىذهُالطرReprojection Methodsُُالإسقاط إعادة 

ُالأول ُالقسم ُكلُمنُالعالمينُيُتمُّوالتُّق الإسقاط المباشر ائطر : ُعمىُيد ُوتطويرىا ُاكتشافيا
(Gottlieb,Shuُُّوذلكُفيُالمقالاتُالت)ُمُٜٜٚٔ,ُٜٜٙٔ,ُٜٜ٘ٔ,ُٜٜٗٔيُنشراىاُفيُالأعوام

 مُبعنوان:ٜٜٚٔوقدُكانتُالمقالةُالأخيرةُالتيُنشرتُعامُ
 On the Gibbs Phenomenon and its resolution" " 

ُماُنشرُفيُىذاُالمجال.ُأبرز
ُالثاني ُاكتُُالتُُّق الإسقاط غير المباشرائطر  :القسم ُطُُشُِي ُو ُالعالمينُوُّفت ُقبل ُمن رت

(Jung,Shizgal) ُُُفيُالأعوام ُالمنشورة ُوقدُٕ٘ٓٓ,ُٕٗٓٓ,ُٖٕٓٓوذلكُفيُأبحاثيما مُىذا
ُمُبعنوان:ٕ٘ٓٓكانُالبحثُالمنشورُفيُعامُ

Inverse polynomial Reconstruction of Two Dimensional Fourier Images " " 

ُ.لقسمىذاُاُفيُبحاثالأمنُأىمُ
قُالمستخدمةُفيُالتقميلُمنُائمنُالطرُُاًُثالثُاًُالعشرينُصفالحاديُوُىذاُوقدُشيدتُبداياتُالقرنُ
قُائوقدُابتدأتُىذهُالطرُُق إعادة البناء الكسريائطر اسمُُقوائطرُأثرُظاىرةُجبسُأطمقُعمىُ

ُ(Fornberg, Driscoll)فيُالبحثُالذيُكتبوُالعالمينُمٕٔٓٓيُنشرتُعامُبخوارزميةُباديُالتُّ
ُ: ذيُحملُعنوانوالُّ

A Pade - based algorithm for overcoming the Gibbs phenomenon " " 

ُالعالمينُوتلا ُيد ُعمى ُكتبت ُالطرق ُمن ُالصف ُىذا ُطورت ُالمقالات ُمن ُعدد ُذلك
(Hesthaven,Kaberُُُوت)ُُيُكانتُبعنوان:مُوالتُّٕٛٓٓعتبرُالمقالةُالتيُنُشرتُفيُعام

Pade - Jacobi approximants" " 

ُأشيرُىذهُالمقالات.
ُ

ُ
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 الفصل الثاني

 وظاهرة جبس ة في التقريبات الطيفية العدديةدراسة مرجعي  

منُتقديمُدراسةُُيُتعانيُمنُظاىرةُجبسالتُُّلتقريباتُالطيفيةُالعدديةاُعنُدُّلناُقبلُالحديثلابُُ
 :أقسامُأساسيةُةتتمحورُفيُثلاثيُيمُالأساسيةُالتُّةُتتضمنُبعضُالمفاىمرجعيُّ

ُالرياضالقسم الأول ُفيُالتحميل ُالأساسية ُلبعضُالمفاىيم ُيتضمنُدراسة ُالحقيقيُوالدُّ: اليُي
ُفضُوالعددي ُ,مثل ُالمنظمة ُالمتعامدة ُ,والحدوديات ُىيمبرت ُوتقريبُوالحداء ُالمثمثية وديات
ُفورييو.

حلُالمعادلاتُالتفاضميةُ:ُنتحدثُُفيوُعنُالتقريباتُالطيفيةُالعدديةُالمستخدمةُفيُالقسم الثاني
ُالجزئية.

ُاًُقطعيُمستمردُتقريبُتابعُيُتبرزُعنلظاىرةُجبسُالتُُّرياضيةُنقدمُفيوُدراسةُ:القسم الثالث
ُاحدُمنُالتقريباتُالطيفيةُالعددية.بوُ
ُ
 . مبادئ أساسية:2-1
ُاستعراضُقنُُ ُقبل ُعنيا ُغنى ُلا ُالتّي ُالأساسية ُبعضُالتعاريف ُبحثنا ُمن ُالجزء ُىذا ُفي دم

ُ.الطرائقُالطيفيةُالعددية
ُ
 :[3].فضاء الجداء الداخمي وفضاء ىيمبرت2-1-1

 (:1-2تعريف)
ُالحقيقية,Hُليكن ُفوقُحقلُالأعداد ُمتجيياً ُالداخميُعمىُفضاءً ُيُعرفُالجداء ُبأنّوHُعندئذٍ
ُتطبيق

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ  HH:.,.ُُُ  
Hwvuيحققُالشروطُالتاليةُأيّاًُيكن  ,,&,:ُ

ٔ.ُ
ٕ.ُ
ٖ. 

  0, uu 

  00,  uuu 
   uvvu ,,  

 

ٗ.ُ     wvwuwvu ,,,    
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 :(2-2)تعريف
Hvuيُقالُعنُالعنصرين ,ُنُفيُأنّيماُمتعامداHُ:ُإذاُتحققتُالعلاقة

  0, vu  
يُحدّدُالجداءُالداخمي .,.ُنظيماًُعمىHُُبالمساواة:ُيُعرّف

Huuuu  ),( (...ٕ-ٔ)ُ
ُ نُالمسافةوتُعرّف ُعنصري Hvuبين ,ُُ ُالموجب ُالعدد ُأنّيا vuعمى ,ُُُتو حققُىي

ُ:أيُمتراجحةُالمثمث
Hvuvuvu  , (...ٕ-ٕ)ُ

 ( )متتالية كوشي(:3-2تعريف )
يُقالُعنُالمتتالية 

0kkuُأنّياُمتتاليةُكوشيُفيHُ:ُإذاُتحقق
NmkuuNN mk  ,;)(0   

 ( )الفضاء التام(:4-2تعريف )
ُنّوُتامُإذاُكانتُكلُكوشيةُفيوُمتقاربةُفيو.يُقالُعنُفضاءُالجداءُالداخميُإ

 (:5-2تعريف )
يُقالُعنُالمتتاليةُ 

0kkuُفيHُأنّياُمتقاربةُإلىHu ُُتحقق:ُإذا
0 

kk uu  
 (:6-2تعريف)
متجيياًُمزوداًُبالجداءُالداخميُفضاءHًُُليكن .,.,ُُإذاُُبفضاء ىيمبرتعندئذٍُندعوُىذاُالفضاء
 ..بالنسبةُلمنظيمُتاما  كانُ
تسمىُُوواسعةُالاستخدامُفيُالتحميلُالعدديُمتراجحةُأساسيةHُوتتحققُفيُفضاءُىيمبرتُكما

ُ(:Cauchy Schwarz)متراجحةُكوشيُشفارتز
         Hvuvuvu  ,, (...ٕ-ٖ)ُ

 
 الفضاء. 2-1-2 1,1PL[4]: 

 :(الخارجي لوبيغ قياس( )7-2تعريف )
يُعرّفُقياسُلوبيغُالخارجيُعمىُالمجموعةُ baX ,ُُُأنّوُالتابععمى

ُُُُُُُُ

 








N

n

n

X

IA
0

inf)(

,02:





  

ُحيثُ:
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X2ُمجموعةُأجزاءX ,n

N

n
IA

0
 ,nIُمجالُمفتوح ,nIطولُالمجالnI  

 القابمة لمقياس(:( )المجموعة 8-2تعريف )
بفرضُ baA ,ُُ ولتكن  AxbaxAc  ;,ُُ ىAُمتممة ُإل بالنسبة ba ,ُ عندئذٍُ,

ُأنّياُقابمةُلمقياسُإذاُتحقق:Aعنُالمجموعةُُيُقال
                               abbaAA c  ,)()(  

 ( )الدالة الدرجية(:9-2تعريف )
عنُالدالةُُيُقال    ,0, : bafُ.ُأنّياُدالةُدرجيةُإذاُكانتُمجموعةُقيمياُمنتييةُوموجبة

ُإذاُكانتُكلُمجموعةُقابمة لمقياسأنّياُُىذهُالدالةُ,ُيُقالُعندالةُدرجيةfُبفرضُ
                                ii sxfbaxA  )(;, ُ

حيثُُقابمةُلمقياس,ُ nsss ,,, 10 ُُمجموعةُقيمُالدالةf.ُ
 ( )الدالة القابمة لمقياس(:11-2تعريف )
ُ ُيُقال ُالدالة عن    ,0, : bauُُإذاأ ُلمقياس ُقابمة ُُنّيا ُنياية ُالدوالُكانت ُمن لمتتالية

ُ.الدرجيةُالقابمةُلمقياس
عنُأيُدالةُحقيقيةُُفإنناُنستطيعُأنُنقولوعندئذٍُ  bau أنّياُقابمةُلمقياسُإذاُكانُكلُُ: ,

منُجزئيياُالموجبُ 0,max uu ُوالسالب 0,max uu ًُُُلمقياس.ُقابلا
( )الفضاء 11-2تعريف ) 1,1PL   P1:) 
يُرمزُبـ 1,1PLُُلفضاءُالتوابع

                                      bau , : ُ
ُوالتُّ ُلمقياس قالقابمة ُتحق ي

b

a

P
dxxu(x) )(ُُ ُحيثُ ,)(xُُُالمجال ُعمى ُوزن تابع

 1,1ُُأيُأنّوُتابعُمستمرُوموجبُتماماًُوقابلُلممكاممةُعمىُالمجال 1,1.ُ
إنُّالفضاءُ 1,1PLُأجلُالجداءُالداخميُالمعرّفُبالعلاقةُىوُفضاءُىيمبرتُوذلكُمن:ُ

                               )(),( 
b

a

dxxv(x)u(x)vu  ُ

ُيُعرفُالنظيمُفيوُبالمساواةُ:كماُأنّوُفضاءُمنتظمُُ

          













  Pdxxu(x)u

P
b

a

P

baLP 1;           )(

/1

),(



 (...ٕ-ٗ)ُ

ُالفضاءُ ُعميوُفإنّ وبناءً 1,1PLُُالمعرّفالجداءُالداخميُُوذلكُمنُأجلُىوُفضاءُىيمبرت
ُبالعلاقة

                              )(),( 
b

a

dxxv(x)u(x)vu  ُ
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ُفضاءُمنتظمُوفقُالنظيم:ُبالإضافةُإلىُأنّوُ

                        
2/1

2

),(
)(2 













 

b

a
baL

dxxu(x)u 


 ُ

( )الفضاء 12-2تعريف ) 1,1
L:) 

يُعرّفُالفضاء 1,1
Lُُالدوال ُفضاء : ),(عمىُأنّو bauُلمقياسُوالمحدودةُُالقابمة

),(مكانُفيتقريباًُفيُكلُ ba.)أيُخارجُمجموعةُقياسياُالصفر(,ُ
ُحقيقيُيتحققُمنُأجموMُبفرض Muأصغرُعدد ٍُُُالصفرُعندئذ ُقياسيا خارجُمجموعة

يُعرّفُالنظيمُعمىُالفضاءُ 1,1
Lُ:ُبالعلاقة

                                    
  Mu

L


 1,1
    (...ٕ-٘) 

مستمراًُعمىُالمجالuُُويُبرىنُعمىُأنّوُإذاُكانُالتابعُ ba فإنُّالنظيمُفيُالفضاء , 1,1
Lُ

ُيصبحُبالشكل:
                                )(max

),(1,1
xuu

baxL 



  

ُفضاء الدوال القابمة لممكاممة تربيعيا  نحصلُعمى2Pُُوفيُالحالةُالخاصةُالتّيُيكونُفييا
ُوىوُالفضاءُالّذيُسنعتمدهُفيُمعظمُبحثناُىذا.

 ترميزات:
ُيُرمزُبـ

),( baCُُلصفُالتوابعُالمستمرةُعمىُالمجال),( ba.ُ
),( baC PُُلصفُالتوابعُالقابمةُلممفاضمةُباستمرارُحتّىُالمرتبةPُعمىُالمجال),( ba.ُ
),( baCُ.ُلصفُالتوابعُالقابمةُلممفاضمةُباستمرارُعدداًُلاُنيائياًُمنُالمرّات
 :[5,6](Rate of Convergence)ُالتقاربمعدل .2-1-3ُ

 :(13-2تعريف)
بفرضُلديناُالمتتاليةُ 

1nnُُالتّيُتتقاربُإلىُعددُماُوليكنx,ُنّياُيُقالُعنُىذهُالمتتاليةُأ
بمعدلُتقاربxُُُتتقاربُإلى








Pn

O
ُ:بحيثُيتحقق0Kُإذاُوجدُعدد1Pُُحيث1ُُُ

              









Pn
n

Kx
1

  
ُ
 :(Types of Convergence). أنواع التقارب 2-1-2-1

 ( )الدليل الجبري لمتقارب(:14-2تعريف)
ُيحققُالعلاقةkُعنُأكبرُعددُُيُقال

          lim 


k
n

n
na  
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ُمعاملاتُمتسمسمةُماُإنّوُالدليلُالجبريُلمتقارب.naُحيثُُ
 ( )التقارب الأسي أو الطيفي(:15-2تعريف)

ُغيرُمحدودُأيُيكونُاليُقالُعنُالمتسمسمةُالتُّ ُتتمتعُبخادليلُالجبريُلتقاربيا صيةُالتقاربُنّيا
ُ.ُ(Exponential or Spectral Convergenceالطيفيُأوُالأسيُ)

تتناقصُبسرعةnaُُمنُالواضحُأنّوُإذاُكانُالدليلُالجبريُغيرُمحدودُفإنُّمعاملاتُالمتسمسمةُ

أكبرُمنُتناقصُالمتتاليةُ
k

n







 ُتعنيوkُُكلُوذلكُمنُأجل1ُ ُبالضبطُما ُ)منتيية(ُوىذا محددة

ُ.التقارب الطيفي لمتسمسمة ماخاصةُ
ُالتُّتُُ ُأصنفُالمتسمسلات ُتتقارب ُمعاملاتيا ُثلاثي ُإلى ُ)طيفياً( ُوذُةسياً ُلمعلاقةُأنواع ُوفقاً لك

ُالآتية:

 












icSubgeometr

geometrictcons

tricSupergeome

n

aLog n

n

                               0

                    tan

                              

lim 
 

 
ُ:[7](Gamma Function) التابع الغماوي. 2-1-4

ُ(:16-2تعريف)
ُتابعُغاماُبالشكل:يُعرفُ

        


 
0

1)(  :     dtetxx tx  

ُبالخواصُالتالية:ُيتمتعُُُعمىُأنُّىذاُالتابعُويُبرىن
ٔ.ُ
ٕ.ُ
ٖ. 

    0;       )()1(  xxxx 

     nnn ;       !)1(     
10;      

)(
)1( )(  x

xSin
xx



 

 

ُومنوُنستنتجُأنّ:
ُ
 

                                 
2

1









  

ٗ.ُ    0,0;     
)(

)()(
 211 1

1

1

11





 





 yx
yx

yx
dttt yxyx

 

 

٘.ُ
ُُُُُُُُُُُ

  
)1()1(

)1(
 














kxk

x

k

x

 

 

 
 



9 
 

 :[8](Bessel Functionsتوابع بسل ). 2-1-5
إلاُأنُّأولُمنُأطمقُُٕٖٜٔوذلكُعامُُالعالمُدانيلُبرنوليُأولُمنُقدمُمفيومُتوابعُبسلُإنُّ

ُ.عمىُىذهُالتوابعُاسمُتوابعُبسلُكانُفريدريكُوليام
ُشكل:المعطاةُبالُمرتبةُالثانيةيُطمقُعمىُالمعادلةُالتفاضميةُمنُال

                                022

2

2
2  yx

dx

dy
x

dx

yd
x   

ُ.(Differential Bessel Equation)ُمعادلة بسل التفاضميةاسمُ
ُويعطىُالحلُالعامُليذهُالمعادلةُبالشكل:

                                  )()( xYBxJAy    
ُحيثُ:

AُوBُ.ُثوابتُاختيارية
)(xJُُتابعُبسلُمنُالنوعُالأولُومنُالمرتبةُ.ُ
)(xYُُتابعُبسلُمنُالنوعُالثانيُومنُالمرتبة.ُ

رُعنوُوفقُمتسمسمةُقوىُلانيائيةُكماُيمكنُأنُيُعبُُّإنُّتابعُبسلُمنُالنوعُالأولُومنُالمرتبةُ
ُبالشكل:

          
 

 
 
 

 
 

 















































1
22

2/
1

11

2/
12/

)1(

1

)1(!

)2/(1
)(

22

0

2











xx
x

kk

x
xJ

k

kk

 

 

ُ:وبالاعتمادُعمىُالعلاقةُ
                                !)()1( kk    

ُيُمكنُكتابةُالمجموعُالأخيرُبالشكل:
                                













0

2

!)(!

)2/(1
)(

k

kk

kk

x
xJ





  

 
 :[9](Convolution). الالتفاف 2-1-6

ُالدوريا ُالتابعان ىوالقابلا2ُبدورgُوfُنبفرضُلدينا ُعم ُلممكاممة ُيُعرُّن ُالالتفاف, ف
gf عمىُالمجال  ,ُبالشكل:ُ

                             









dyyxgyfxgf )()(
2

1
)(  

ُناُنستطيعُإجراءُتغييرُفيُالمتحولُبحيثُنحصلُعمى:وبماُأنُّالتوابعُدوريةُفإنُّ
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                             









dyygyxfxgf )()(
2

1
)(  

ُ:(Main Properties of Convolutions)ُالأساسية خواص الالتفاف
ٔ)ُ
ٕ)ُ
ٖ) 

          fggf  

ُُُُُُُُُُ   hgfhgf  
ُُُ       C         gCfgfCgfC 

 

ٗ)ُُُُُ     hfgfhgf  
 

 
 :[10]التكاملات العددية. 2-1-7

ُالأمرُالُّ ُتحميمياً ُفيُبعضُالأحيانُتكاملاتُيكونُمنُالصعوبةُإيجادىا ذيُيدفعناُقدُتواجينا
ُإلىُمكاممتياُعددياًُباستخدامُواحدةُمنُتقنياتُالتكاملُالعددي.

ُالتكاملاتُالعدديةُىما:سنعتمدُفيُبحثناُىذاُطريقتينُلإجراءُ
 (:Trapezoidal Rule)ُقاعدة شبو المنحرف (ٔ

تابعُقابلُلممكاممةُعمىُالمجالfُُبفرض ba عندئذٍُتعطىُحدوديةُالاستيفاءُالخطيُالموافقةُ,,
ليذاُالتابعُعندُالنقطتينُ    )(,,)(, bfbafaُ:ُبالعلاقة

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)(
)()(

)()()( 1 ax
ab

afbf
afxPxf 












 ُ

ُأنُُّوبناءًُعميوُينتجُلديناُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ )()(
2

)()( 1 afbf
ab

dxxPdxxf

b

a

b

a








 
  ُ

بتقسيمُالمجالُمكنُتعميمُىذهُالطريقةُُويُُ ba مجالُجزئيُطولُكلُمنياnُُإلىُُ,
n

ab
h


ُ

ُالعلاقة:ُتنتجُومنوعمىُكلُمجالُمنُىذهُالمجالاتُُالخطوتينُالسابقتينوبتطبيقُ

   































n

i

n

i

niii

n

i

x

x

b

a

xfxfxf
h

xfxf
h

dxxfdxxf
i

i
1

1

1

01

1

)()()(
2

)()(
2

)()(

1

ُُ

 :(Gaussian Quadrature formula)ُصيغ غاوس التربيعية (ٕ

تابعُقابلُلممكاممةُعمىُالمجالfُُبفرضُ ba ُبالشكل:gُولنعرفُالتابعُالأممس,ُ,

)(

)(
)(

x

xf
xg


 ُ

ُتابعُغيرُسالبُوقابلُلممكاممةُعندئذٍُيتحقق:ُحيثُُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُdxxxgdxxf

b

a

b

a

  )()()(  (...ٕ-ٙ)ُ
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,ُأيُلتكنُلديناُمجموعةُالنقاطgُُنقطةُاستيفاءُلمتابع1nُُلتكنُلديناُ  )(, ii xgx,ُُُحيث
ni 0,ُُّيُتحققالت:ُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)()( ini xPxg  ُ
ُيمكنُالتعبيرُعنوُبالشكل:gُُُعندئذٍُنجدُوبالاعتمادُعمىُاستيفاءُلاغرانجُأنُّ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ



n

i

iin xLxgxPxg
0

)()()()( (...ٕ-ٚ)ُ
ُحدوديةُاستيفاءُلاغرانجxLiُ)(حيثُُ

ُ(ُفإنناُنجدٙ-ٕ(ُفيُالعلاقةُ)ٚ-ٕبتعويضُالعلاقةُ)

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ



 

















n

i

ii

n

i

b

a

ii

b

a

n

b

a

b

a

Axg

dxxxLxg

dxxxP

dxxxgdxxf

0

0

)(

)()()(

)()(

)()()(







ُُُُُُُُ 

ُ

dxxxLAحيثُُُ

b

a

ii  )()( .ُ

ُالعلاقةُسندعو
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ




n

i

ii

b

a

Axgdxxf
0

)()( ُ

ُالنقاطُبصيغة غاوس التربيعية ُعمى ُتعتمد ُالصيغة ُىذه ُأنّ ُالواضح ُومن ,ُ  )(, ii xgx

ُ.والتابعُ
ُ
 :[11,12](Orthogonal Polynomials)لحدوديات المتعامدة المنظمةا.1-8-ٕ
ذيُذيُتقومُعميوُالطرائقُالطيفيةُالأمرُالُّعتبرُالحدودياتُالمتعامدةُالمنظمةُحجرُالأساسُالُّتُُ

ُالحدوديات ُىذه ُدراسة ُمن ُكحلُُيجعل ُالحدودياتُتبرز ُىذه ُأنّ ُوبما ُالأىمية ُغاية ُفي أمراً
ُلمسألةُليوفيلُشتورمُفإنناُسننطمقُفيُدراسةُىذهُالحدودياتُمنُدراسةُىذهُالمسألة.

ُ
ُ
ُ
ُ
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ُ:(Sturm-Liouville problem) شتورم مسألة ليوفيل. 2-1-8-1
ُالتوابعُالمستمرةُالحقيقية:ولتكنُلديناIُُُرضُلديناُالمجالُالمفتوحبف

                                       






Iw

Ib

Ia

:

:

:

 
 

ُوالتّيُتحقق

           
Iinw

Iina

     0

     0




  

والمطموبُإيجادُالحمول u,ُ:ُلمسألةُالقيمُالذاتيةُالآتية
  

  ,                ][ IinuwbuuauL (...ٕ-ٛ) 
ُ:(1-2) ملاحظة

ىنالكُعددُكبيرُمنُالشروطُالحديةُالممكنُإضافتياُلمحصولُعمىُتابعُقيمةُذاتيةُوحيدُكحلُ
ُليذهُالمسألة.

ُمنُالضروريُأنُنميّزُوجودُنوعينُلمسألةُليوفيلُشتورم:
Iina:ُوذلكُإذاُكانُُمسألة نظامية .ٔ      0ُ. 

 .Iمنُأجلُنقطةُواحدةُعمىُالأقلُفي0aُ:ُوذلكُإذاُكانُمسألة شاذة .ٕ

يُتمتُدراستياُبتعمقُإلاُإنُّحلُمسألةُليوفيلُشتورمُأعطىُالعديدُمنُأسرُالتوابعُالذاتيةُالتُّ
ُ.حدودياتأنُّماُييمناُىناُفقطُىوُالحصولُعمىُتوابعُذاتيةُعمىُشكلُ

ُأسرُالتوابعُالذاتية ُاًُتامُاًُتشكلُأساسُعنُحلُمسألةُليوفيلُشتورمالناتجةُُوالجديرُبالذكرُأنّ
لمفضاء 1,12 Lُبعُالذاتيةُوجبةُالموافقةُلكلُأسرةُمنُالتواأسرةُالقيمُالذاتيةُالوحيدةُوالمُبينما

ُتشكلُمتتاليةُغيرُمحدودةُبمعنى:

ُُُُُُُُُُ 32100   
التوابعُالذاتيةُلمسألةُليوفيلُشتورمُمتعامدةُمنُأسرُُأسرةُكلُمترافقُذاتياًُفإنLُُّوبماُأنُّالمؤثر

.2لمنظيموذلكُوفقاًُُلتابعُالوزنبالنسبةُ
L

ُأي:ُ

      mnmnmnLmn n
dxxxuxuuuuu 



2
1

1

1,1
)()()(,, 2 






 (...ٕ-ٜ) 

ُحيث:

 























 






mn

mn

dxxxuuuu

mn

nLnnLnn

;         0

;         1
                  

)()(),(

2/1
1

1

2

1,122




 
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 :(2-2)ملاحظات
ةُأسرُبماُأنُّكلُ.ُٔ )(xunُيُتشكلُحلًاُلمسألةُليوفيلُشتورمُتوابعُالقيمُالذاتيةُالتُُّمنُأسر

ُىيُأساسُلمفضاء 1,12 Lُُفإنُّأيُتابع 1,12  Luُُيمكنُتمثيموُبالشكل
          






0

)(ˆ)(
n

nn xuuxu (...ٕ-ٔٓ) 

ُحيثُ:

  







1

1
21,12

)()()(
1

),(
1

ˆ 2 dxxxuxuuuu n

n
Ln

n

n 
 

 (...ٕ-ٔٔ) 

)()(ُالأخيرُإذاُكانُموافقاًُلـُيُدعىُالتكامل.ُٕ xpxu nn  التحويل الحدودي لمتابع u.ُ
حدُمنُحدودNُُاقتطاعُأولُُينتجُعنuُلمتابعُ,0Nُ,ُحيثNُُالتقريب من الدرجةإنُّ.ُٖ

ُأي:ُالمتسمسمةُالسابقة
         




N

n

nnN xuuxuP
0

)(ˆ)( (...ٕ-ٕٔ) 
 :(1-2)مبرىنة
nNُفضاءُجميعُالحدودياتُمنُالدرجةNُبفرض ُأي:ُ

        };{ Nnpspan nN   
أسرةُمنُالحدودياتُالمتعامدةُمثنىُمثنىُعمىُالمجالSُُولتكنُ 1,1ُبالنسبةُلتابعُالوزنُ
ُالتابعُوبفرض ُلدينا 1,12  LuُُمنُالدرجةُُتقريبوُيُعطىُذيالُّوNُبدلالةُحدودياتSُُوفق
ُ:المجموع

      



N

n

nnN puxuP
0

ˆ)(  

ُعندئذٍُيتحقق:
               SvuvuP LLN  




 ,, 1,11,1
22  

ُ:الإثبات
NmفإنّوُيوجدSُُبماُأنُّ ُُبحيثmpُ

   
 

 
















N

n

mnn

L

m

N

n

nnLN ppuppuvuP
01,10

1,1
,ˆ,ˆ,

2

2




  

ُنجد:(ُٕٔ-ٕو)ُ(ٜ-ٕوبالاعتمادُعمىُالعلاقةُ)

       







1

1

1,1
2

1,1
22 ,)()()(ˆ,


 LmnnLmN vudxxxpxuupuP  

ُوىوُالمطموب.
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 :(3-2) ملاحظة
ُ.Nالفضاءُُعمىuُلمتابعُُبالإسقاط القائمالذيُيحققُالمبرىنةُالسابقةuPNُُالمجموعُُيُدعى

ُ(:ٕ-ٕ)مبرىنة
ُكانت إذا 

0nnuُ(ُ ُلـ ُالحمول ُمن ُحيثٛ-ٕمتتالية )nuُُالدرجة ُمن ُمنnُُُحدودية عندئذٍ
ثلاثُمتتالياتُمنُالأعدادُالحقيقيةُالممكنُإيجاد n, n, n,2حيثnُ,أنُُّتحقق:ُ

 







 

Ix

n
xuxuxxu nnnnnn

2
;             )()()( 21  (...ٕ-ٖٔ) 

منُإيجادُعلاقةُتراجعيةُلحدودُالمتتاليةُالمبرىنةىذهُُكنتُم 
0nnu.ُ

ُخرىُتُعطىُبالشكل:يمكنُالحصولُعمىُعلاقةُتراجعيةُأُو(ُفإنُّٖٔ-ٕوبمفاضمةُالعلاقةُ)
 











Ix

n
xuxuxuxxu nnnnnnnn

2
;             )(  )()()( 211   

ُ.شتورمُالشاذةُيُتشكلُتوابعُذاتيةُلمسألةُليوفيلالحدودياتُالتُّأبرزُُيأتيُسنستعرضفيماُ
ُ(:Jacobi Polynomials)ُحدوديات جاكوبي. 1

بفرض 1,1Iُُكنُلديناُالتوابعُالحقيقيةُالمستمرةُالمعطاةُبالشكل:ولت
     

     1,1               11)(

0)(

1,1           11)(
11








Ixxxxw

xb

Ixxxxa





  

ُ.,1,1,حيثُُ
ُبالتعويضُفيُمسألةُليوفيلُشتورمُالشاذة:

                          uxxuxx


 




11011

11  
ُ:أنُُّنجد

                          uxxuxx


 




11011

11 (...ٕ-ٔٗ) 
حدوديات يعقوبيانُت عرّف  ,

nPُ(ُ ُلـ ُالوحيد ُالحل ُأنّ ُٗٔ-ٕعمى ُأحد ُيحقق ُالّذي شرطيُ(
ُالتنظيم:

                     
 

 













 
 n

n

n

n

n
Pn ;        

1!

1
1,




 (...ٕ-ٔ٘) 

ُأو:
                                 







 


n

n
P

n

n


 11, (...ٕ-ٔٙ) 

ُ:(3-2)مبرىنة
ُعندماُفقطnُمنُالدرجةُُيعقوبيانُ(ُىوُحدوديةٗٔ-ٕمسألةُالقيمُالذاتيةُالشاذةُ)ُإنُّحل

                            nnnn ;          1  
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ُ:خواص حدوديات يعقوبيان. 1.1
  (Rodriguez  formulaصيغةُرودريغز) (ٔ

 
       

     





nxx
dx

d

n
xPxx

nn

n

n

n

n

n ;          11
!2

1
)(11 , 

 

 

ُأي:
        



















 






  nxx
kn

n

n

n
xP

kkn
n

k

n

n ;        112
0

,


 

          
2

1
2

2

1
    ,        1 ,

1

,

0 xxPxP 

 

ٕ) 
       xPxP n

n
n   ,, 1  

  :(Continuous Jacobi Expansion)المستمر نشر يعقوبيان. 2.1
ُيُتابعلأُالمستمرُنشرالُإنُّ 1,12  Luُباستخدامُحدودياتُيعقوبيان  ,

nPُُُالشكل:بيُعطى
                                 






0

,ˆ)(
n

nn Puxu   
ُ.منُالجداءُالداخميُبالنسبةُلتابعُالوزنnûُمعاملاتُالنشرُالمستمرُيمكنُإيجادحيثُُ

                
 










1

1

),(

),(

)1()1)(()(
1

     

,
1

ˆ

dxxxxPxu

Puu

n

n

n

n

n








  

ُحيثُ:

               

 
   

 1
11

!12

2
     

2
),(

2
1,1






















n

nn

nn

P
L

nn

  

 
 (:Ultra Spherical Polynomial)ُالحدوديات فوق الكروية. 2
ُحدودياتُيعقوبيانُعندماُُعمىُفُالحدودياتُفوقُالكرويةتُعرُّ أنّيا ُُبالرمز ويرمزُليا

)(xPn

.ُ
ُ:فوق الكروية حدودياتالخواص . 1.2
  (Rodriguez  formulaصيغةُرودريغز) (ٔ

 
      

















nx

dx

d
nGxPx

n

n

n

n ;          1,)(1 2

1

22

1
2





 

 

ُ:حيثُُ
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                         
   

  





















2

1
2!2

2
2

1
1

,







nn

n

nG
n

n

 

 

ٕ) 
 

    )(12)( 1

1 xPxP
dx

d
nn



    

  :بالعلاقةالصيغةُالصريحةُلمحدودياتُفوقُالكرويةُُتُعطىُ(ٖ
ُ

 
 

 
  kn

n

k

k

n x
knk

kn

xP
2

2/

0

2
!2!

2

1

1

2

1

1
)(



 























 




 

 

حيثُُُ 2/nُ.ُترمزُإلىُالجزءُالصحيحُمنُالكسر 
ُُُُُُُُُُُُُٗ)ُ  







 


n

n
P

n

n




2
1)1(   

 :Gegenbaureحدوديات . 3
ُماُىيُإلاُالحدودياتُفوقُالكرويةُمنُالشكل:Gegenbaureُإنُّحدودياتُ

                                      )()( 2

1

xPxC nn






  
يُتتمتعُبياُالحدودياتُفوقُالكرويةُإضافةُإلىُأنّياُإنُّىذهُالحدودياتُتتمتعُبنفسُالصفاتُالتُّ

ُتتمتعُبالصفاتُالتالية:
 العلاقاتُالثلاثُالآتية:تحققGegenbaureُُإنُّحدودياتُ (ٔ

 
 

 
 )()(

2

1
)(

11-;         )1()(

2!

2
)1(

11 xCxC
dx

d

n
xC

xCxC

n

n
C

nnn

nn

n













 











  

متعامدةُبالنسبةُلتابعُالوزنGegenbaureُإنُّحدودياتُ (ٕ  2

1

21





xُبمعنى 

        
 nnkkn hdxxCxCx 






)()(1

1

1

2

1
2  

ُحيثُ:

                           
























kn

kn

n
Ch

nk

nn

;         0

;         1
      

2

2

1

)1(







 

  

 :(Striling formula)ُصيغةُسترلينغ (ٖ
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  1;        212 12

1

2

1

2

1

 





xeexxex xx
x

x
x

  
ُبحيث:nُوُمستقلُعنAيوجدُثابت (ٗ

)1(2)1( 2

1

1 









nn

x
x

n C
n

AhexC
n

A








  
٘) ُ

   
 

  )(1
1,1

,
)(1

:1

1
1

2

3
22

1
2 xCx

nG

nG
xCx

dx

d
nn
































  

ُ:يدُمنُالحدودياتُالمعروفةُونذكرُمنياإنُّصفُالحدودياتُفوقُالكرويةُيشملُالعد
ُ:(Legendre Polynomials)ليجندر حدودياتأولا : 
0فُحدودياتُليجندرُعمىُأنّياُحدودياتُيعقوبيانُفوقُالكرويةُوذلكُعندماتُعرُّ ُ
ُلـnPُسوفُنرمزُبـغيةُالتبسيطُوبُُ  ,

nPُ(ُُبالشكل:ٗٔ-ٕعندئذٍُتصبحُمسألةُليوفيلُشتورم)ُ
     nPnnPxPx nnn ;              0121 2  

ُبماُأنُّحدودياتُليجندرُىيُحدودياتُيعقوبيانُإذنُفييُتحققُالشرط:
        







 








 
 n

n

n
Por

n

n
P

n
;       11                     1 ,

0

,

0


  

0وعميوُبماُأنُّ ُ:ُفيُحدودياتُليجندرُنجد
   

        



















n
n

n
PP

or

n

n
PP

nn

n

n

;        111)1(

11)1(

0,0

0

0,0

0

  

ُ
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ُالزوجيةُوالفردية(ُحدودياتُليجندر(ُ)ٔ-ٕالشكلُ)
ُفيُالفضاء ُحدودياتُليجندرُمتعامدة ُإنّ 1,12 Lُُ1تابعُالوزنُلبالنسبة)( xُُوذلكُوفق

ُالعلاقة:

           

















mn

mn

n
dxxPxP

nm

nmmn

;         0

;         1

12

2
)()(

1

1





  

لتابعNُُمنُالدرجةُُنشرُليجندرُالمستمرُيُعطى 1,12  Luُبالعلاقة:ُ
             




N

n

nn Puxu
0

ˆ)(  
ُحيثُ:

           







1

1

)()(
2

12
ˆ dxxPxu

n
u nn

  

ُ.يحسبُالتكاملُالأخيرُتحميمياًُوُ
ُ,ُالأمرُالُّ ُصعوباتُفيُإيجادُمعاملاتُنشرُليجندرُتحميمياً ُأحياناً ُإلىُقدُتواجينا ذيُيدفعنا

ُخلالُصيغةُغاوسُالتربيعيةُالتالية:ُمنُُحسابياُعددياًُ

                           







N

i

iniin xPxuAdxxPxu
0

1

1

)()()()(  

ُحيثُ:
iAُ:ُأصفارُحدوديةُليجندرُأي 0)(; 1   xPxx Niُُ:ُحيث Ni ,,0  

  21

2 )(1

2

iNi

i
xPx

A



 

ُبالشكل:عندئذٍُتُعطىُمعاملاتُنشرُليجندرُوُ
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                               





N

i

iniin xPxuA
n

u
0

)()(
2

12
ˆ  

ُذيُتحسبُمعاملاتوُوفقُالمجموعُالأخيرُبنشرُليجندرُالمنقطع.ليجندرُالُُّيُدعىُنشر
 :(Tchebyshev Polynomials) حدوديات تشيبشف ثانيا :

ُيشملُىذاُالصفُنوعينُمنُالحدوديات
ُ:حدوديات تشيبشف من النوع الأول . 1
فُحدودياتُتشيبشفُمنُالنوعُالأولُعمىُأنّياُحدودياتُيعقوبيانُفوقُالكرويةُوذلكُعندماُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُتُعرُّ

2

1
 ُُويرمزُلياُبالرمزnT.ُ

ُبالشكل:ُالتعبيرُعنُىذهُالحدودياتويمكنُ

                         










nPT nnn ;            2

1
,

2

1

       
ُ:حيثُُ

                          
 

1

2

   

2

1

2

1

!

!2

2!


















































n

n

n

n

n

n n

n


  

ُالشاذةُشتورمُإنُّحدودياتُتشيبشفُمنُالنوعُالأولُماُىيُإلاُحمولُلمعادلةُليوفيل

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُ   nTnTxTx nnn ;              01 22  
بتعويضُيُنحصلُعميياالتُّوُ

2

1
 ُ(.ٗٔ-ٕشتورمُالمعطاةُبالعلاقةُ)ُفيُمعادلةُليوفيلُ

ُلحدودياتُتشيبشفُىي:إنُّالعلاقةُالتراجعيةُ

                     







 

2
;         )()(2)( 21

n

Ix
xTxTxxT nnn  

xxTxT حيث  )(,1)( 10  
ُويُبرىنُعمىُأنُّ

                                 nT
n

n ;                 11   
ُبرىنُأنّ:وكذلكُيُُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ     nnT
n

n ;                 11 2  
ُالعلاقةُالآتيةُمنُأكثرُالعلاقاتُالمميزةُلتوابعُتشيبشف:ُتُعتبر

                          
 












,0
;              

n
nCosCosTn  

ُودياتُالجبريةُبحدودياتُمثمثية.دوذلكُلأنّياُتربطُالح
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ُ(الزوجيةُوالفرديةُحدودياتُتشيبشفُمنُالنوعالأول) (ٕ-ٕ)الشكل  
ء ُالفضا ُفي ُمتعامدة ُتشيبشف ُحدوديات إنّ 1,12 Lُُل ُالوزنُبالنسبة )(21تابع xx ُ

ُوذلكُوفقُالعلاقة:

                         


















0;         1

0;         2
        

2
)()(

1

1
1

1
2

n

n
c

cdxxTxT
x

n

nmnmn 


  

لتابعNُُنشرُتشيبشفُالمستمرُمنُالدرجةُيُعطىُ 1,12  Luُ:ُبالعلاقة
                                   




N

n

nnTuxu
0

ˆ)(         
ُحيثُ:

                        


 


1

1
21

1
)()(

2
ˆ dx

x
xTxu

c
u n

n

n


  

ُويحسبُالتكاملُالأخيرُتحميمياً.
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تحميمياًُ,ُالأمرُالذيُيدفعناُإلىُُتشيبشفقدُتواجيناُأحياناًُصعوباتُفيُإيجادُمعاملاتُنشرُ
ُحسابياُعددياًُمنُخلالُصيغةُغاوسُالتربيعيةُالتالية:ُ

                  









N

i

iniin xTxuAdx
x

xTxu
0

1

1
2

)()(
1

1
)()(  

ُحيثُ:

ixُُ:أصفارُحدوديةُتشيبشفُوىيُتُعطىُبالصيغة 














22

12

N

i
Cosxi

ُُو
1


N

Ai

ُ

وذلكُمنُأجلُ Ni ,,0 .ُ
ُبالشكل:ُتشيبشفوعندئذٍُتُعطىُمعاملاتُنشرُ

                     
 


N

i

inii

n

n

x
xTxuA

c
u

0
21

1
)()(

2
ˆ


        

ُالمنقطع. تشيبشفبنشر الذيُتحسبُمعاملاتوُوفقُالمجموعُالأخيرُُتشيبشفيُدعىُنشرُ
 :ُحدوديات تشيبشف من النوع الثاني (ٔ

ُثانيُعمىُأنّياتُعرفُحدودياتُتشيبشفُمنُالنوعُال
                            


  nT

n
U nn ;      

1

1
1  

ُلكون ُالموافقة ُحدودياتُيعقوبيانُفوقُالكروية ُتُعرفُعمىُأنّيا كما
2

1
 ُُوىيُتتمتع

ُمنُالنوعُالأول.ُبخواصُمشابيةُلحدودياتُتشيبشف
ُ
ُ:(LaguerrePolynomials)حدوديات لاغير. 4

بفرضُ  ,0Iُ:ُوليكنُلديناُالتوابعُالمستمرةُالتّيُتُعطىُبالشكل

                          
Ixexxw

Ixxb

Ixexxa

x

x











;            )(

;                    0)(

;          )( 1





  

,,1حيثُ:  .ُ
ُشتورمُنجد:ُبالتعويضُفيُمسألةُليوفيل

                               01   uxux      
تُعرّفُحدودياتُلاغير 

nLُُمنُالدرجةnُُعمىُأنّياُالحلُالوحيدُلمسألةُليوفيلُشتورمُالشاذة
                               01   uxux  

ُالّذيُيُحققُالشرط
                             















 


1
;        

   
0






n

n

n
Ln  
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 :(4-2)مبرىنة
ُ.nحيثnُُُفقطُعندماnُُالسابقةُىوُحدوديةُمنُالدرجةليوفيلُشتورمُحلُمسألةُُإنُّ

 خواص حدوديات لاغير:. 1.4
  (Rodriguez  formulaصيغةُرودريغز) (ٔ

 
   








 

Ix

n
xe

dx

d

n
xLxe nx

n

n

n

x ;               
!

1 

 

 

ُأي:
 

 
 






















 Ix

n
x

nkn

n
xL k

kn

k

n ;            
!

1

0


 

 

  :لاغيرُتحققُالعلاقةُالتراجعيةُالتاليةُإنُّحدوديات (ٕ
ُ          2;          

1
- 

12
21 


  nxL

n

n
xL

n

xn
xL nnn

 
  

 ُحيثُُُ
ُ        1                  1 10 xxLandxL    

 
 :[2,7,11,12]الحدوديات المثمثية وتقريب فورييو. 2-1-9

ُالآن ُوالتُُّسنقوم ُالحدودياتُالمثمثية ُسنرىُلاحقاً,ُ,يُتبرزبدراسة كتوابعُأساسُلمتقريباتُُكما
ُ.مسائلُالدوريةالطيفيةُالمستخدمةُفيُحلُال

 (:17-2)تعريف
ُيُقالُعنُالحدوديةُمنُالشكل:
        




N

n

nn nSinbnCosaa
1

0 )()(   

nnُحيثُُ ba ُ.Nمنُالدرجةحدوديةُمثمثيةُإنّياُُأعدادُعقديةُ,ُ,
ُ:(18-2)تعريف
RDالمعرفُعمىfُُعنُالتابعُيُقال ُُيقبلإنّو2ًُُُإذاُتحققُأنُّدورا

                          Dff                   )()2(  
 
ُ(:Continuous Fourier approximation)ُالمستمر تقريب فورييو. 2-1-9-1

 (:19-2تعريف)
ُفورييوُالموافقةُلتابعُ)نشر(ُمتسمسمةُتُعرّف 2,02Lf ُدوريُبدور2ُُعمىُأنّياُالحدودية

 المثمثية:
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                      





1

0 )()(
2

1

n

nn nSinbnCosaa  (...ٕ-ٔٚ) 

ُبالشكل:nbُوnaُمعاملاتياُُيُتُعطىالتُّ

ُُُُُُُُُُُُُُ
1;                          )()(

1

0;                         )()(
1













ndnSinfb

ndnCosfa

n

n















 (...ٕ-ٔٛ) 

ُبالاستفادةُمنُالعلاقات:ويُمكنُ

                                
i

ee
nSin

ee
nCos

inin

inin

2
)(

2
)(



















  

ُالعقديةُالتالية:ُوفقُالصيغةُالسابقةُمتعبيرُعنُمتسمسمةُفورييول
                                      in

n

n ecf 




)( (...ٕ-ٜٔ) 
ُحيثُ:

                                        

)(
2

1

)(
2

1

2

1
00

nnn

nnn

biac

biac

ac









   

ُوالتّيُيمكنُالتعبيرُعنياُأيضاًُبالشكل:

                                 













dxexfc ni

n )(
2

1
 

 :(21-2تعريف )
 عمىُأنّوُالمجموع:fُ,ُلمتابع0Nُ,ُحيثNُُمن الدرجة فورييو تقريبُيُعرّف

                                        in
N

Nn

n
f

N ecS 


)( (...ٕ-ٕٓ)ُ

ُُأو
                     




N

n

nn
f

N nSinbnCosaaS
1

0 )()(
2

1
)(   

 
 

ُ:(4-2)ملاحظات
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ُٔ ُالمجال( ُعمى ُالمكاممة ُتتم ُالضروريُأن ليسُمن  ,ُُال ُعمىُأيُمفمن ُإجراؤىا مكن
ُوذلكُبالاستفادةُمنُالتوطئةُالآتية:2ُمجالُطولوُ

ُ:(1-2وطئة)ت
ُعندئذPٍُُتابعاًُدورياًُبدورFُإذاُكان

Pa

a
dxxF ُ.aمستقلُعنُ)(

ُتابعاًُزوجياًُفإنّ:fُإذاُكان (ٕ

              
1;                                                        0

0;                         )()(
2

0



 

nb

ndnCosfa

n

n




  

ُتابعاًُفردياًُفإنّ:fُأمّاُإذاُكان

             
1;                           )()(

2

0;                                                          0

0





 ndnSinfb

na

n

n






  

ٖ) ُ ُالدرجةُفورييوتقريب إنّ ُالموافقةNُُمن ُالجزئية ُالمجاميع ُلمتتالية ُالعام ُالحد ُإلا ماىو
ُلمتسمسمةُفورييو.

 (:5-2مبرىنة)
لتابعNُُإنُّتقريبُفورييوُمنُالدرجة  ,2 Lfُ

                                  in
N

Nn

n
f

N ecS 


)( (...ٕ-ٕٓ)ُ

ُعمىُالفضاءُالمنتييُالبعدfُىوُالإسقاطُالقائمُلمتابع
                       };{ˆ

12 NnNeSpanB ni
N 

 ُ
 الإثبات:

f)(لبرىانُأنُّ
NSُُىوُالإسقاطُالقائمُلـfُُ12عمىُالفضاء

ˆ
NBُ:ُيجبُأنُنبرىنُصحةُالعلاقة

                        12,,
ˆ;,,)( 22 

 NLL

f
N BvfvS  

 ُ
12بماُأنُّ

ˆ
 NBُُ12فإنّوُيوجد  Nmُُبحيثmiev ُ

   
 

 
 



















N

n
L

mini
n

L

mi
N

Nn

ni
nL

mif
N eeceeceS

0
,

,

, 2

2

2 ,,,)(









  

ُنجد:ُتعامدُالتوابعُالأسيةوبالاعتمادُعمىُ

       















  ,,

22 ,)(ˆ2,)( L
mi

nL

mif
N vfdxexfueS  

 
 تقارب متسمسمة فورييو:. 2-1-9-2
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ُ:(الاستمرار القطعي)ُ(21-2)تعريف
ُالتابع ُعن ُالمغمقfُنقول ُالمجال المعرفُعمى ba,ُ حيثُُ, ba,,ُُُمستمر إنّو
ُقطعياًُإذاُتحقق:

(ٔ)fُمستمرُعمىُالمجال ba,ُُباستثناءُعددُمنتوُمنُالنقاط
ُالنيايتانُُعندُكلُنقطةُمنُنقطُالانقطاعُتكونأنُُ(ٕ)

                      
0;         )(lim)(

0;         )(lim)(
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 (...2-21) 

ُ.موجودتان
ُوفيماُيميُنعرضُالخطُالبيانيُلتابعُمستمرُقطعياًُبُغيةُتوضيحُىذهُالفكرة.ُُ

 
ُ(تابعُمستمرُقطعياًُ()ٖ-ٕالشكلُ)

ُ:(5-2)اتملاحظ
ُ.بالانقطاع من النوع الأول(ُيُدعىُىذاُالنوعُمنُالانقطاعُٔ
ُبيانيا   يُمثَلُالانقطاعُمنُالنوعُالأول (2

ُقفزات(ُأوgapsُ)ُفراغاتعمىُشكلُ
(Jumps).  

 )القفزةُلتابعُالإشارة(ُ(ٗ-ٕالشكلُ)

ُ:ترميز
قطعياًُعمىُالمجالُسنرمزُلصفُالتوابعُالمستمرةُ ba,ُبـ),( baPCُ

 
 

ُ:(ٕٔ-ٕ)تعريف
إذاُتحققُأنُّأfُنقولُعنُتابع منُالصفlُالتابعُوجميعُمشتقاتوُحتّىُالمرتبةُُنّوُأممسُقطعياًُ

),( baPCُ
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ُ.أممسُقطعياًُُكلُمنيماُلتابعينةُُالبيانيُالخطوطُلناُعرضوالشكلُالآتيُي
ُ

ُ
ُ)توابعُممساءُموضعياً(ُ(٘-ٕلشكلُ)ا

 :(6-2)ملاحظة
ُ.ا  قطعي ا  تحميميالتابعُفيُالتعريفُالسابقُفإنناُنسميlُُإذاُكانتُ

 (:6-2مبرىنة)
ليكن  ,2 Lfبدورُاًُدوريُاًُتابع2ُقطعياًُعمىُاًُوأممسُتقريبُُعنالتعبيرُعندئذٍُيُمكن
f)(ُفورييو

NSُبالعلاقة:ُ

                 )()()(
2

1
)( 








NN
f

N DfdDfS  




 (...ٕ-ٕٕ) 

ُحيثُ:
                                   




N

Nn

ni
N eD  )(  

f)(التعبيرُعنُبالإضافةُإلىُذلكُفإنّوُيمكنُ
NSُ:ُبالشكل

  )()()(
2

1
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2

1
)( 















NNN
f

N DfdDfdDfS  








 

ُ:الإثبات
ُيُعطىُبالشكل:fُُأنُّنشرُفورييوُلـُوجدناُسابقاًُ

             








  ni
n

n

nn ecnSinbnCosaa
1

0 )()(
2

1  

ُحيثُ:
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


















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n
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;                             )(
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0;                         )()(
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














 (...ٕ-ٕٖ) 

f)(كماُوجدناُأنُّتقريبُفورييوُ

NSُ:ُيُعطىُبالشكل

  



N

N

in
n

N

n

nn
f

N ecnSinbnCosaaS 
1

0 )()(
2

1
)(  





N
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in
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N

n
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f
N ecnSinbnCosaS  )()()(

0

' (...ٕ-ٕٗ) 

ُ.2/1حيثُُتشيرُالفتحةُإلىُأنُّالحدُالصفريُمضروبُبـ
ُنجد:ُالأخيرةُ(ُفيُالعلاقةٖٕ-ٕبتعويضُ)

 

 
 



 




















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



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

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
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1
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1

)(
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'

 

 

ُأنُّالمجموعُالسابقُمنتوٍُ فإنُّتكاملُالمجموعُيساويُمجموعُالتكاملاتُوعميوُفإنُّالعلاقةُُبما
ُالسابقةُتصبحُبالشكل:

         
 

 

 

 



 






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
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

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ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُبفرضُُُُُُُُُُُُُُُُوُ




dd 

ُ

f)(تصبح

NSُ:ُبالشكل

         
 

 



 



 












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

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
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)(
2

1
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 (...ٕ-ٕ٘) 

ُ:ُوبماُأنُّ
          




N

Nn

ni
N

n

N enCosD 
1

21)( (...ٕ-ٕٙ) 
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ُ:بالشكل(ُٕ٘-ٕ)ُتصبحُالعلاقة(ُٔ-ٕوبالاعتمادُعمىُالتوطئةُ)

          













 dDfS N
f

N )()(
2

1
)( (...ٕ-ٕٚ) 

ُ(:ٕٚ-ٕالالتفافُفإنناُنستطيعُكتابةُالعلاقةُ)ُوتعريفfُوبالاعتمادُعمىُدوريةُالتابع

         

 
































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




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1
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1
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N
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N

DfdDf

dDf

dDfS

  

ُوىوُالمطموب.
ُ:(7-2)ملاحظة
ُأي:ُ(ٕٙ-ٕالتابعُالواردُفيُالعلاقةُ)ُيُدعى

                        



N

Nn

in
N

n

N enCosD 
1

21)(  

ُ.Nمنُالدرجةُدير خميوبنواة 
ُيميُ ُالنواةُوذلكُمنُأجلوفيما ُالموافقةُليذه ُالبيانية وتوضحُلنا32,16,8Nُُنعرضُالرسوم

ُفيُجوارُالصفر.ُ(ُليذهُالنواةoscillatory behaviorىذهُالأشكالُالسموكُالتذبذبيُ)
ُ

ُ
ُ)نواةُديرخميو(ُ(ٙ-ٕالشكلُ)
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ُ(:3-2وطئة)ت
ُتحقق:(ُٕٙ-ٕإنُّنواةُديرخميوُالمعطاةُبالعلاقةُ)

                                 




















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
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
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DN (...ٕ-ٕٛ) 

ُ:الإثبات
ُ(:ٕٙ-ٕلديناُمنُالعلاقةُ)

  








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



N

i

iniNiNiiN

iNiiN
N

N

in
N

eeeee

eeeeD

2

0

2 )1(           

1)(









  

          ;1 بماُأنُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُّ
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



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ُفإنّ:
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ُفنجد:ieُ/2نضربُالبسطُوالمقامُبـُ
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ُ:(4-2توطئة)
ُ(ُتحقق:ٕٙ-ٕإنُّنواةُديرخميوُالمعطاةُبالعلاقةُ)
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ُأنُُّ:ُوجدناُالإثبات
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ُالطريقةُنجدوبنفسُ
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2

1
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


 dDN  

ُ:(7-2مبرىنة)
2],[إذاُكان  Lfُبدور ُدورياً ُعمىُوفقُمفيومُريمانلممكاممةُُوقابلا2ًُُتابعاً  ,ُ

ُمعاملاتُفورييوُليذاُالتابعُتُعطىُبالشكل:بفرضُوُ
 
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ُتُدعىُىذهُالمتراجحةُبمتراجحةُبسل.
ُ:الإثبات

ZZZُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُبماُأنُُُُُُُُُّ .
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ُمعُالأخذُبالحسبانُالعلاقاتُ:ُإلىُونكاملُمن2ُُنقسمُكلاُالطرفينُعمىُ
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ُوبناءًُعميوُ:
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ُنجد:Nُوعندماُ
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ُوىوُالمطموب.
ُ:(8-2مبرىنة)
2],[ليكن  Lfُبدورُاًُدوريُاًُتابع2ُقطعياًُعمىُاًُوأممسٍُيتحققُأنُُّعندئذ:ُ
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)()(وبماُأنُُّ    ffُُعندماُيكونfُُُعندُاًُمستمر :ُّفإن
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عندىا. ُعندُالنقاطُالتيُيكونُالتابعُمستمراًُ

ُ:الإثبات
ُالسابقة:ُبالاعتمادُعمىُالتوطئة
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ُنعممُأنُّ:
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ُحيثُُ:
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المجالُُأممسُعمىgإنُّ  ,,ُ0باستثناءُ,طالماfُُأممس.ُ
ُتكون0ُعندماُ
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ُومنوُ:
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ُوكذلكُ:
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ُومنو:
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ُفإنُّ ُعميو ُعمىgُُوبناءً ُقطعياً مستمر  ,ُُعمىُمتراجحةوبالاعت ُمعاملاتُُماد ُفإنّ بسل
ُيُتُعطىُبالشكل:التُّوgُُفورييوُلمتابع
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 
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n
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تسعىُإلىُالصفرُعندماُ nُ(ُنجدُأنُّٖ٘-ٕبالعودةُإلىُالمساواةُ),ُوُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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ُوىوُالمطموب.
منُالفضاءُفورييوُتابعُماُنشرقربُبياُالتّيُيُُتوضحُالدقةُيُالنظريةُالتُّالآنُفإنناُسنقدمُأمّاُ

 2,02Lُُ؟؟
 :(9-2)ةمبرىن
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ن ليك 2,02Lf ُُ ُالتابع ُليذا ُفورييو ُنشر ُمعاملات ُأنّ ُأيوبفرض ُتربيعياً ُلمجمع قابمة






2

nCٍُُنشرُفورييوُمنُالدرجةيتقاربُُعندئذNُ2الفضاءُوفقُنظيمLُأي:ُ
                      

 
 NasSf

L

f

N            0
2,02 

 (...ٕ-ٖٙ) 
ُالتابعُتحققوُ ُكانتُمعاملاتُنشرُفورييوُليذا ذا ُقابمةُلمجمعُأيُا  أنّيا





nCُُُنشر فإنّ

ُأي:2LُسيتقاربُبانتظامُوفقُنظيمNُالدرجةفورييوُمنُ
                   

 
 NasSf U

L

f

N            0
2,02 

 (...ٕ-ٖٚ) 
ُالمرتكبُأثناءُتقريبُالاقتطاعُخطألتابعُماُيؤديُإلىُأنNُُّإنُّتقاربُنشرُفورييوُمنُالدرجة

ُالتابعُماىوُإلاُالباقيُالنونيُلمتسمسمةُفورييوُأي:ُىذا
                         

  



2/

22

2,0
2

2

Nn

n
L

f

N CSf 


 (...ٕ-ٖٛ) 
ُو

                             
  






2/
2,0

Nn

n
L

f

N CSf


 (...ٕ-ٖٜ) 

يعتمدُفقطُعمىُ Nمنُالدرجةُبنشرُفورييوfنُاستبدالُالتابعوعميوُفإنُّخطأُالاقتطاعُالناتجُع
ُ:ذيُبدورهُيتوقفُعمىوالُُّاضمحلال معاملات النشر معدل

فيُالمجالfالتابعُ(نظاميةدرجةُمموسةُ) (ٔ 2,0 

 ومشتقاتو.fُةُالتابعدوري (ٕ

ُ

ُ

ُ

 

ُ:[9,10,11](Spectral numerical approximationالعددية )التقريبات الطيفية . 2-ٕ
ُالتفاضميةُُعتبرتُُ ُالمعادلات ُحل ُفي ُالاستخدام ُالواسعة ُالطرائق ُمن ُواحدة ُالطيفية التقريبات

قُالفروقُالمقسومةُمنُأجلُائأعمىُمنُطرُ(ُوتبرزُأىميتياُفيُأنّياُذاتُدقةPDFsُ)ُالجزئية
ُ.وغيرُالممساءُالتوابعُالممساء

ُالمعطاةُبالشكل:ُالابتدائيةُالشروطُالحديةُمسألةكنُلديناُلت

  ُُُُُُُُdDxxSxLU  ;         )()(ُ(...ٕ-ٗٓ)ُ

ُُُُُُُُُُDyyUB  ;           0)( 
(...ٕ-ٗٔ)ُ
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BLحيثُُ ُ.مؤثراتُتفاضميةُخطية,
ُ)ُإنُّ ُلـ ُالعددي)التقريبي( ُو)ٓٗ-ٕالحل ُىُ(ٔٗ-ٕ( ُ)uُالتابعو ُيحقق ُويجعلُٔٗ-ٕالذي )

ُالباقي

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُSuLR  ُ
ُُأصغرُماُيمكن.

HُمنُفضاءُىيمبرتNFتتمُفيُفضاءُجزئيُمنتوُالبعدuُُإنُّعمميةُالبحثُعنُالتابع
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ




N

n

nnN xuxuFu
0

)(ˆ)(  ُ
حيثُُمجموعةُالتوابع Nnn ,,0;  تشكلُأساسُلـNFُأوُُبتوابع النشرونسميُىذهُالتوابع

ُالتقريباتُتوابع الأثر ُمن ُالنوع ُىذا ُويعتمد ُُوكما ُتُسمى ُالتوابع ُمن  بتوابععمىُصفُآخر
 الاختبار

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ Nnn ,,0;   ُ
يوالتُّ ُالباق ُصغر ُمدى ُبإيجاد ُتقوم ُالRُي ُالسممي ُالجداء ُبواسطة ُموذلك ُعمى فضاءُعرف

ُىيمبرتُأي:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ    0,              ,,0  RNn n ُ

ُالطرُ ُالأثرُائإنّ ُتوابع ُباختلاف ُتختمف ُالتفاضمية ُالمعادلات ُلحل ُالمستخدمة ُالعددية ق
ُالمستخدمةُوىيُبناءُعمىُىذاُعمىُثلاثةُأنواع:

 .:ُوتكونُتوابعُالأثرُفيُىذهُالطرقُتوابعُتكراريةق الفروق المقسومةائطر  .ٔ

 توابعُممساءُموضعية.:ُيعتمدُىذاُالصفُمنُالطرقُعمىُق العناصر المنتييةائطر  .ٕ

يتمُ:ُوتستخدمُىذهُالطرقُالتوابعُالممساءُالشاممةُكتوابعُأثرُلياُكماُوُق الطيفية العدديةائالطر  .ٖ
 :اعتماداًُعمىُتوابعُالاختبارُىذاُالصفُمنُالطرقُإلىُثلاثُصفوفُجزئيةُتقسيم

ُ

ُ(:ُتوابعُالأثر=ُتوابعُالاختبارُأيGalerkin)ُالكرينق غائ. طر 1.3
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُNnnn ,,1;         ُُ

ُيحققُالشرطُالحديُأي:nُُوكلُتابعُمنُالتوابع
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُDyNnyB n   &,,1;         0)( ُُ

ُالصفُلتعيينُمعاملاتُالنشرُأنُّيكونُالباقيُعموديُعمىُالفضاءُالمولدُبتوابعُ يشترطُىذا
ُوبناءًُعميو:ُرطُغالكرينُالأثرُويُدعىُىذاُالشرطُبش
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ُلممصفوفةnkLُُلنرمزُبـ   Nn

kkn L


1
, ُ:ُوعميو

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ SLu nnk

N

k

k ,ˆ
0


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 ُ
ُعمىُالمعاملاتإنُّحلُجممةُالمعادلاتُالأخيرةُيؤديُإلىُحصولناُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُNkuk ,,0;         ˆ  ُ
 

ُ(:ُتوابعُالأثر=ُتوابعُالاختبارُأيTau)ُق تاوائطر . 2.3
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُNnnn ,,1;          ُ

ُتُجبرُعمىُتحقيقوُوذلكُبإضافةُُحققُالشرطُالحديلاُتnُُالتوابعُمنُاًُأيُولكن بدايةًُإلاُأنّيا
ُأيُُمجموعةُمنُالمعادلات

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُUyNnB n  &,,1;         0(y)  ُ
بفرض  UMtgt  ,,0;      ُأساسُمتعامدُمنظمُبحيثNM ُ ُبنشر, yB)(ولنقم n

ُوفقُىذاُالأساسُأي:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ




M

t

ttnn ygbB
0

)((y) ُ
ُ(ُيصبحُبالشكل:ٛٗ-ٕوعميوُفإنُّالشرطُالحديُ)

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ0)(ˆ0(y)
0 0

 
 

N

k

M

t

ttnkn ygbuB ُ
ُشرطُبالشكل:1Mُوبذلكُنحصلُعمىُ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُMtbu

N

k

tnk 


0;                0ˆ
0

 ُ
 

توابعُدلتاُعندُنقطُمحددةُتُسمىُىذهُُ(:ُتوابعُالاختبار=Collecation)ق التجميع ائطر .3.3ُ
النقطُبنقاطُالتجميعُ Nnxn ,,0;     ُأي: 

  Nnxx nn ,,1;           ُ
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      

 
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N
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nn
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nn

xSxLu

xSxLu

xR

RxxRNn
















0

ˆ                                                   

                                                   

0                                                      

0,0,          ,,0

ُ

ُفيُطرقُتاوُوبذلكُ ُنتعاملُمعوُكما ُالطريقةُفإننا ُبالنسبةُلمشرطُالحديُفيُىذه ُنحصلأمّا
ُالآتية:ُالمعادلاتُجملعمىُ

   

  MtxSbu

MNnxSxLu

ntk

N

k

k

nnk

N

k

k













0;                        ˆ

10;                ˆ

0

0



 ُ

ُلمطرُ ُالسابقة ُالمناقشة ُالتاليُائإنّ ُالسؤال ُعن ُالإجابة ُإلى ُبحاجة ُتجعمنا ُالطيفية ُالعددية ق
ُالآنفةُالذكر؟ُالطيفيةُيُسنستخدمياُفيُالطرائقوىوكيفُنختارُتوابعُالأثر)النشر(ُالتُّ

ُ:يُقدُتصادفنائلُالتُّوذلكُتبعاًُلطبيعةُالمساُحالتينللإجابةُعنُىذاُالسؤالُنميزُىناُ
 ياتُمثمثية.كحدودnُ:ُتُختارمسائل دورية (ٔ

 كحدودياتُمتعامدةُمنظمة.n:ُتُختارمسائل غير دورية (ٕ

 :(11-2)ملاحظة
ُا ُفإننافي ُمثمثية ُحدودية ُالأثر ُتابع ُفييا ُيكون ُالتي ُالطرُُلحالة ُالموافقةُائسنسمي ُالطيفية ق

 .الطيفية فورييو قائطر ب

ُ ُفإننا ُمنظمة ُكحدودياتُمتعامدة ُالأثر ُتوابع ُنختار ُعندما ُبينما ُالطيفيةُائنسميُالطرُعندئذٍ ق
يُبدورىاُوالتُُّالطيفيةGegenbaureُىذاُالصفُطرقُُطرقوأشيرُُق الحدوديات الطيفيةائبطر 

ُ ُالطيفية ُالطرق ُمن ُطرُتحتويُعمىُصفين ُوىي ُتشيبشيفُائالبارزة ُوطرق ُالطيفية ُليجندر ق
ُالطيفية.
 (:1-2مسألة )

ُبفرضُلديناُمسألةُالقيمُالابتدائيةُالتالية:
0],2,0[;         ),(
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




txtxuL

t

txu
ُ

0],2,0[;                 )()0,(  txxgxu ُ
ُ

ُتقريبُفورييوُغالكرينُالطيفي.ُحلُىذهُالمسألةُباستخدامُوالمطموب:
ُ:الحل

ُالفضاءُنبحثُعنُحمولُىذهُالمعادلةُفي
ُُُُ 

2/
ˆ

Nn

inx

N eSpanB


ُُ
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ُأيُأنناُنبحثُعنُحمولُمنُالشكل:
ُُُُ




2/

2/

)(),(
N

N

xni

nN etatxuُُ
ُبتطبيقtanُُ)(لتعيينُالمجاىيل ُشرط فورييو غالكريننقوم  NB̂مسقط الباقي عمى الفضاء:

ُ.يساوي الصفر
ُنُالباقي:أيُأنناُنعي

ُُُُُُُُ),(
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),( txuL
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txu
txR N

N

N 



ُُ

NBُ̂عاموديُعمىُالفضاءبحيثُُيكونُ
ُوبغيةُذلكُنقومُبتمثيلُالباقيُوفقُمتسمسمةُفورييوُأي:

ُُُُُُُُُ
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 xni

n etRtxR )(ˆ),(ُُ

ُحيثُ:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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N
ndxetxRtR xni

Nn  



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ُ.tanُ)(مجيولُ,1Nُمعادلةُتفاضميةُالعاديةُبـ1Nُإنُّالتكاملُالأخيرُماُىوُإلاُجممةُ
ُكماُأنُّالشروطُالابتدائيةُالموافقةُلمجممةُالأخيرةُتُعطىُبالشكل:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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ُ ُجممة ُحل ُمن ُنتمكن ُلا ُلحمياُأحياناً ُالعددية ُالطرائق ُإلى ُفنمجأ ُتحميمياً ُالسابقة المعادلات
ُالصيغُالتربيعية.ُُيديةُأونجُكوتاُالتقموتحديداًُطرائقُرا

 (:1-2تطبيق)
ُبفرضُلديناُمسألةُالشروطُالابتدائيةُالزائديةُالخطيةُذاتُالمعاملاتُالثابتةُالتالية:
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ُأوجدُتقريبُفورييوُغالكرينُالطيفيُليذهُالمسألة.ُ:المطموبوُ
ُ:الحل

ُلإيجادُالحلُالعدديُنطبقُشرطُفورييوُغالكرينُوبناءًُعميوُنجد:ُ
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ُوبمفاضمةُالمجموعُالجزئيُتصبحُالعلاقةُالأخيرةُبالشكل:
ُُُُُ
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N
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ُوبناءًُعميوُنجد:
ُُُُُُُُُ

2
0)(

)( N
ntani

dt

tad
n

n  ُ
ُليا:ُةوالشروطُالابتدائيةُالموافق
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ُوبحلُىذهُالجممةُنجدُأنُّالحلُالتقريبيُيُعطىُبالشكل:
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xJ)(حيثُ:ُ nُُحدوديةُبسلُمنُالنوعُالثانيُومنُالرتبةn.ُ
ُوبماُأنُّتوابعُبسلُتحقق:

ُُُُُُُ0)(  
nn

p xJn ُ
ُفإنُّالحلُالتقريبي:pُوذلكُأياًُتكن
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ُحيثُ:ُ
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 (:2-2مسألة )
ُبفرضُلديناُمسألةُالقيمُالابتدائيةُالتالية:
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


txtxuL
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0],2,0[;                 )()0,(  txxgxu ُ
ُ

ُوال ,مطموب: ُ ُالدوري ُالحل أوجد 2,0),( 2Ltxu ُ ُليذه ُطريقة, ُباستخدام فورييوُُالمسألة
 لمتجميعُالطيفي.

 الحل:
ُ:فةُبالشكلعةُالنقاطُ)نقاطُالتجميع(ُالمعرُّلتكنُلديناُمجموُ
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 1,,0,
2

 Njj
N

x j 


 ُ
ُعددُصحيحُزوجي.Nحيث

ُفيُطريقةُفورييوُلمتجميعُالطيفيُنقومُبالبحثُعنُالحمولُفيُالفضاء
    12/0,)(2/0,)(

~
 NnxnSinNnxnCosSpanBN

ُُ
ُمنُالشكل:


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
2/

2/
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xni

nN etatxu ُ
ُبالعلاقة:ُاوالتيُيمكنُالتعبيرُعني





1
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)(),(),(
N

jjNN xgtxutxu ُ
xg)(حيثُ: jُُاستيفاءُلاغرانجُمنُأجلُعددُزوجيُمنُالنقاط.حدودية

),(ولتعيينُالمعاملات txu jNُُُنطبق الذيُينصُعمىُأنّ:ُُشرط فورييو لمتجميع الطيفيفإننا
ُ.ينعدم من أجل جميع نقاط التجميع يالباق

ُأيُأنناُنعينُالباقي:
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),( txuL
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txu
txR N
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N 



 ُ

ُ.jxبحيثُينعدمُمنُأجلُجميعُنقاطُالتجميعُ
ُمنُأجلُذلكُلنضع:

 1,,00),(  NjtxR jN  ُ
ُعمىُجممةُالمعادلات:ُُأيُأنناُنحصل
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jN 
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ُ)معادلة الحرارة الخطية( (3-2مسألة)
ُالابتدائيةُالخطيةُذاتُالمعاملاتُالثابتةُالتالية:ُالحديةُبفرضُلديناُمسألةُالشروط
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ُ.الطيفيُالمطموبُأوجدُحلُالمسألةُوفقُطريقةُتشيبشفُلمتجميعوُ
 الحل:

ُنبحثُعنُحمولُىذهُالمعادلةُفيُالفضاء
ُُُُ NnxCosnCosxTSpanT nN   0;)()(

~ 1ُُ
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ُأيُأنناُنبحثُعنُحمولُمنُالشكل:
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nnN xTtatxu
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ُلنختارُنقاطُالتجميعُعمىُأنّياُالنقاطُمنُالشكل:
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ُُ
ُنتجُلديناُجممةُالمعادلاتُالتفاضمية:بتطبيقُشرطُالتجميعُالطيفيُت
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ُذاتُالشروطُالحدية
ُُُُُُُُُُُُ0),1(),1(  tutu NNُُ

ُالشرطُالابتدائي:
               

)()0,( jj xSinxu  ُ
فإنناُسنختارُتوابعُديراكُدلتاُالمزاحةُعمىُأنّياُتوابعُُمنُالمعادلاتُالتفاضميةُجممةلحلُىذهُال

ُاختبارُفنحصلُبذلكُعمىُجممةُالمعادلات:
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ُوبملاحظةُأنّ:
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ُُُُالحلُالتقريبيُلممسألةُالسابقةُوالذيُيُعطىُبالشكل:فإنناُنحصلُعمى
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xJ)(حيثُ:ُ nُُحدوديةُبسلُمنُالنوعُالثانيُومنُالرتبةn.ُ
 
 
 
 
 :[2,9,10](Gibbs Phenomenon)ظاىرة جبس. 2-3
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ممسائلُالتّيُتعانيُلتعانيُمنياُالتقريباتُالطيفيةُُظاىرةُجبسُواحدةُمنُأبرزُالعيوبُالتّيعدُتُُ
ونظراًُلأىميةُالحصولُُ,التقريباتُدقتياُالأسيةقدُىذهُتفُُْمنُالنوعُالأول,ُوذلكُلأنياُُمنُانقطاع

منُأجلُغيةُتوصيفياُبُُُمنُدراسةُىذهُالظاىرةُكانُلابدُُّدقةيذاُالنوعُمنُالتمتعُبتعمىُتقريباتُ
ُالتخمصُمنيا.

 ( )ظاىرة جبس(:22-2تعريف)
ُفُىذهُالظاىرةتُعرُّ

ُالخطوطُبيانيا : البيانيةُلممجاميعُالجزئيةُالمنتييةُعمىُأنّياُواحدةُمنُالعيوبُالتّيُتعانيُمنيا
ُ.قطعياًُُُالمستمرةُتوابعتقريبُالُالموافقةُلممتسمسلاتُالمستخدمةُُفي

ُتحميميا : ُالمجاعمى ُلمتتالية ُالمنتظم ُغير ُالتقارب ُلممتسمسلاتُأنّيا ُالموافقة ُالجزئية ميع
 قطعياً.ُُتوابعُالمستمرةلاُفيُتقريبُالمستخدمةُ

 
 (Sign functionتابع الإشارة ). 2-3-1

ُبداية ُيُعلُشرحاًُُسنقدم ُجبسُالتّي ُتقريبُفورييوظاىرة ُالأُلتابعُالطيفيُانيُمنيا ممسُالإشارة
 .اًُقطعي

ُ:المعرّفُبالعلاقةُالإشارةُتابعليكنُلديناُ
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وأممسُقطعياًُعمى2ُدوريُبدورfُمنُالواضحُأنُّ  ,ُبالحسابُريمانياً,ُُوقابلُلممكاممة
ُنجدُأنُّمتسمسمةُفورييوُليذاُالتابعُتُعطىُبالشكل:
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ُ:الموافقةُليذهُالمتسمسمةُمتتاليةُالمجاميعُالجزئيةُفإنُُّومنو
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ُ ُييمنا ُجبسُما ُعمىُتعريفُظاىرة ُسموكاعتماداً ُدراسة ُمعnSُىو fسموكُالتابعُومقارنتو

ُُسنوجدطُالانقطاعُومنُأجلُذلكُابالقربُمنُنق ةُلحدودُمتتاليالـقيمُالصغرىُوالعظمىُمحمياً
ُ.fـلعُالقيمُالصغرىُوالعظمىُمحمياًُمُيُسنحصلُعميياُنقارنُالنتائجُالتُُّالمجاميعُالجزئيةُُثم

ُالآن:
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ُنعدمياُثم0Sُسنقومُباشتقاققيمُالصغرىُوالعظمىُمحمياًُلإيجادُالـ
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عمىُالترتيبُُىيmaxُ,minُُالـ0Sُيُيبمغُعندىاوعميوُفإنُّالنقاطُالتُّ
2


xو

2


xُُُلكنو

ُـالـُيتجاوز0Sُلـmaxُُعمىُالترتيبُوىذاُيعنيُأنُّالـ1xُو1xُُىيfُُلـmaxُ,minُالـُ
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لـminُُالـُومنوُُفإنُّ
1Sُُالـُتتجاوزminُلـfُ15%بنسبة.ُ

اطُالانقطاعُوىيُفيُجوارُنقxSnُ)(ُيميُبتعميمُالدراسةُالسابقةُوذلكُبدراسةُسموكسنقومُفيماُ
ُ.0xُفيُىذهُالحالة

ُيُحدىاُالعام:إنُّمتتاليةُالمجاميعُالجزئيةُالتُّ
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يُتشكلُنقطةُالت0xُُّباستثناءfُوذلكُمنُأجلُجميعُنقاطُمجموعةُتعريفfُتتقاربُنحو
ُ.لنوعُالأولمنُاfُُانقطاعُلـ

يُالعلاقةُالتُّفإنناُسنشتقmaxُ,minُُُالـُيُتبمغُعندىاُمتتاليةُالمجاميعُالجزئيةالتxُُُّتعيينُقيمول
ُتعطيُالحدُالعامُليذهُالمتتاليةُثمُنعدميا.
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ُلديناُالتابعُليكن

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ ,0;             
)(

)(  x
x

xSin
xF ُ

ُوبفرض
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 

 
 













nk

n

k
,0;      

12

12 
 ُ

تجزئةُلممجال ,0ٍُُأنُُّنجدُعُريمانوبالاعتمادُعمىُمجاميعندئذ:ُ

 

ُُُُُُ 

 

 

 

 
 

 
  



































































12

12

12

12

12

3

12

3

12

12

1

n

n

n

n
Sin

n

n
Sin

n

n
Sin

n
SR 












ُ

ُ

ُعُكتابتوُبالشكل:يذيُنستطوالُّ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
 
 

 
 












































n

k

R

n

k

n

k
Sin

n
S

0

12

12

12

12

)1( 




 ُ

ُيتقاربُنحو

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ


0

)(
dx

x

xSin
 ُ

العودةُإلىُمجموعُريمانُب
RS:ُنجد

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

 
 

 

 

















































 



122

12

12

12

)1(

)1(2

0

n
SS

k

n

k
Sin

n

n
S

nR

n

k

R








 ُ

ُوعميوُفإنُّ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

   








 







0

18.1
)(2

lim
2

12
lim dx

x

xSin
S

n
S R

n
n

n
 ُ

ُحيثُُوبالاستفادةُمنُنشرُتايمور:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 





0

642

18.1
176403009

2
)(2

dx
x

xSinُُ



45 
 

ُفورييو ُلمتسمسمة ُالجزئية ُالمجاميع ُمتتالية ُأنّ ُيعني ُالتابعُوىذا ُنقطةُُليذا ُبالقربُمن تسمك
ُبنسبة ُالأعمىُلمتابع ُالحد ُعن ُترتفع ُمع18.0ُالانقطاعُسموكُموجة ُالارتفاعُلاُيزول ُوىذا ,

ُازديادُدرجةُالتقريبُإنماُيسعىُإلىُقيمةُثابتة.
نياُىذهُيُتعانيُمتبينُلناُسموكُمتتاليةُالمجاميعُالجزئيةُوالتجاوزاتُالتُّالأشكالُالبيانيةُالتاليةُ

ُالخطوط

ُ 

  

ُ)التمثيلُالبيانيُلظاىرةُجبس(ُ(ٚ-ٕالشكل)
ُإلىُجميعُمتسمسلاتُ ُتتعداىا نما ُالتابعُوا  ُالظاىرةُلاُتقتصرُعمىُىذا ُىذه ُالنشرُالطيفيإنّ

ُ.ممساءُقطعياًُالتيُتقربُتوابعُ
ُ
ُ
ُ
ُ
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 التفسير الرياضي لظاىرة جبس:. 2-3-2

ُبحثنا ُمن ُالجزء ُفيُىذا ُجبسُُرياضيةُدراسةُسنقدم ُلظاىرة ُيُعانيُمنياالتُّمتعمقة تقريبُُي
2]2,0[ُتابعلُفورييو Lf ُاًُقطعيُمستمر.ُ

ُ ُأنّو ُلدينا ُكانمنُالمعموم 2]2,0[ُإذا Lf ُُ ُُمستمرتابعاً ُانقطاعُلـ0ُوقطعياً منfُُنقطة
ُفإنُّ ُعندئذٍ ُالجزئية)ُتقريبُفورييوُالنوعُالأول ُالمجاميع ُلمتتالية ُالعام لمتسمسمةُُالموافقةُالحد

ُعطىُبالشكل:ذيُيُقربُىذاُالتابعُيُُالُُّ(فورييو
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fُيُيكونُالتابعُوذلكُمنُأجلُالنقاطُالتfُُّنحوُتتقارب نقطيا  سابقاًُأنُّىذهُالمجاميعُُوجدنا
ُبينماُتتقاربُنحوُالمتوسطُمستمراًُعندىاُ

2

)()(    ffُُطُالانقطاعاأجلُنقُمن.ُ
ُ:أنُُّالآنُلنبرىن

2]2,0[تقريب فورييو المستمر الموافق لتابع مستمر قطعيا  , Lf , يعاني من ظاىرة جبس. 
 غير منتظم 0 نقطة الانقطاع في جوار fنشر فورييو لمتابع تقارببغيةُذلكُسنبرىنُأنُّ

ُ.حسبُتعريفُىذهُالظاىرةيعانيُمنُظاىرةُجبسfُُوبذلك نكون قد أثبتنا أنّ 
fبُغيةُذلكُسندرسُسموكُ
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ُ,ُوبناءًُعميوُفإنّ:1ُحيثُُ
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عاةُماُذُكرُسابقاًُفإنُّاإجراءُتغييرُفيُالمتحولُوبمرُب
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ُالعلاقةُالسابقةُبالشكل:تصبحNُبجعل
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ُ:وبماُأنُّ
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ُفإنّوُينتج:
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(...ٕ-٘ٓ)ُ
ُتحققُالعلاقة:0ُتقعُفيُجوارُنقطةُالانقطاعُُوعميوُفإنُّكلُنقطةُ

 
   

 


 Si
ff

S
f

N 





2

00 ُ

ُحيثُ:
   

const
ff










 00 ُ

فإنNُُّعندما0ُُتتقاربُنحوُالنقطةُإذاُكانتُالنقطةNُُمنُأجلُكلُُوىذاُيعنيُأنّو
إذاُتحققُُأنّوويمكنُالتعبيرُعنُذلكُرياضياًُبقولناfُُلاُيتقاربُنحوُالتابعfُنشرُفورييوُلمتابع

ُأنّ:Nُمنُأجلُكل
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 NO /10  ُ
ُيحققُفإنُّالتقريب

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 
    

)1(
2

 00 O
ff

S
f

N 



 

 (...ٕ-٘ٔ)ُ
ُمنُأجلُأيُنقطةُيكونُنشرُفورييوُأنّوُعمىُالرغمُمنُأنُُّأي تمراًُمسُالتابعُُيتقاربُنقطياً

أيُأنُّتقاربُنشرُفورييوُنتيجةُوجودُنقاطُانقطاعُُلاُيكونُمنتظماًُعندىاُإلاُأنُّىذاُالتقاربُ
يعانيُُوبناءًُعميوُفإنُّىذاُالنشرُلتابعُيعانيُمنُانقطاعُلاُيكونُمنتظماًُفيُجوارُتمكُالنقطة

ُ.ثنامنُظاىرةُجبسُاعتماداُّعمىُالتعريفُالذيُأوردناهُفيُبدايةُىذاُالجزءُمنُبح
ُويمكنُلمشكلُالتاليُأنُيوضحُلناُالتقاربُغيرُالمنتظمُلتقريبُفورييوُالمستمرُلتابعُالإشارةُ

ُُ
 الخطأُالنقطيُالموافقُلتقريباتُفورييوُُُُُُُُُ الخطوطُالبيانيةُلتقريباتُفورييو

ُ(ٛ-ٕالشكلُ)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
وُالقيمةُالعظمىُُاتجاوزُفيُارتفاعياتُتويكونُىذاُالتقاربُغيرُالمنتظمُبيانياًُعمىُشكلُنتوء

وذلكُُزولإلا أنّيا لا تدرجة التقريب  يادازد تضيق مع التجاوزاتالقيمةُالصغرىُلمتابعُ,ُوىذهُ
نُّالقيمةُالعظمىُليذاُالنتوءُمنُأجلُأيُنشرُُ.Nيتعمقُبدرجةُالتقريبُُلأنّياُمقدارُثابتُلا وا 

ُعند ُتحصل ُتابع ُلأي ُفورييو ُُعندىا ُيبمغ ُالتّي ُالقيمة ُلأنّيا ُالجيب(Siوذلك ُ)تكامل
بالشكل:ُعددياًُُوتعطىُىذهُالقيمةُقيمتوُالعظمى

 

 

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ )()(08949.1)()( 000
   fffS

f
N (...ٕ-ٕ٘)ُ

ُحيثُ:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ  58949.0

1



Siُ(...ٕ-ٖ٘)ُ
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يعرضُالشكلُالمجاورُالخطُالبيانيُ
لدالةُتكاملُالجيبُ zSiُُُّويوضحُأن

 ىذهُالدالةُتبمغُقيمتياُالعظمىُعند

ُ

ُ
)الخطُالبيانيُلتكاملُالجيبُ(ٜ-ٕالشكلُ)ُ zSi)ُ

ُالنتوءُجانباًُالمرسومُيوضحُالشكلُ
نشرُيُيعانيُمنوُالذُ)التجاوز(

مستمرُقطعياًُوالذيُفورييوُلتابعُ
ُعميوُاسمُظاىرةُجبس.أُطمقُ

ُُ
عنُظاىرةُلناتجُُ(ُرسمُتوضيحيُلمنتوءُآٔ-ٕالشكلُ)ُ

ُجبس
ُالتيُتوضحُىذاُالجانبُمنُظاىرةُجبس.ُالأمثمةسنوردُعددُمنُفيماُيأتيُ

 :[Fornberg (1996)](1-2مثال)
ُبفرضُلديناُالتابع:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ





















0;                  
2

1

0-;                 
2

1

)(f ُ

ُعطىُبالشكل:تُُىذاُالتابعُُالتيُتقربُفورييوُمتسمسمةُإنُّ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ



 


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0 12

)12(sin2
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k
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k

k
S




 ُ

فإنناُنقومُباشتقاقُُالقيمةُالعظمىُلمتتاليةُالمجاميعُالجزئيةُليذهُالمتسمسمةُوُلإيجادفإنُُّوعميو
ُمتتاليةُالمجاميعُالجزئيةُكماُبالشكل:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ   








sin

12sin
)12(

2
)(

0








N
kCosS

N

k

f

N ُ

يُىيُفيُىذهُالحالةُوالتُُّىذاُالمشتقُينعدمثمُّنوجدُالنقاطُالتيُمنُأجمياُ
 12 


N


ُ

ُيُنحصلُعميياُفيُمتتاليةُالمجاميعُالجزئيةُأي:وبعدُذلكُنعوضُالقيمُالتُّ
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08949.1)0()0(08949.1)0()(   fffS
f

N
 ُ

ُ:(11-2) ملاحظة
نقطاعُباستخدامُإنُّظاىرةُجبسُالتّيُتمتُدراستياُآنفاًُتبرزُعندُحلُأيُمسألةُتعانيُمنُا(ُٔ

ولاُتقتصرُعمىُتقريباتُفورييوُالطيفيةُذلكُلأنُّالاختلافُبينُىذهُالتقريباتُُتقريبُطيفي
ُفيُتوابعُالأثر.ُفقطُمنكي
ُ:ظاىرة جبس وجودُثلاثةُجوانبُىامةُلماُيُسمىبرزُلديناُإنُّالمناقشةُالرياضيةُالسابقةُتُُ(ُٕ
ُعنُنقاطُالانقطاعُوذلكُنتيجةُالطبيعةُالشموليةُلمعاملاتُالنشر1ُ) ُالتقاربُالبطيءُبعيداً )

نُ ُوا  ُعميو ُالتابع ُتقريب ُالمراد ُالمجال ُكامل ُعمى ُالجمع ُأو ُبالمكاممة ُتعيينيا ُيتم ُإذ الطيفي
وليستُنقطةُانقطاعfُُنقطةُمثبتةُمنُمجالُتعريفُالتابع0xُأيُبفرضتضمنُنقاطُانقطاع,ُ

ُعندئذٍُيكون:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ









N
Oxfxf

1
~)()( 0 ُ

 (ُوجودُتجاوزاتُلمقيمةُالعظمىُوالصغرىُلمتابعُلاتزولُميماُزدناُدرجةُالتقريب2)

ُأي:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)()(max

11
xSxf

f
N

x



 ُ

ُ.Nلاتسعىُإلىُالصفرُميماُزدنا
ُ(ُالتقاربُغيرُالمنتظمُفيُجوارُنقطةُالانقطاع.3)
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 الفصل الثالث

 تابع افةاكتشاف ح  
Edge Detection Function 

 

أمراًُبالغُالأىميةُفيُالعديدُُعتبريُُُاكتشافُحوافُتابعُماُأوُماُيُعرفُباكتشافُانقطاعُتابعُإنُّ
منُالمجالات,ُإذُأنُّمعالجةُُصورةُعمىُسبيلُالمثالُيتطمبُاكتشافُوتعيينُحدودُالوحداتُ

ُالصورةالتُّ ُتكمنُأىميةُتحديدُمواقعُانقطاعُتابعُفيُبحثناُفيُأنُّوُ,ُُ [12]يُتتكونُمنياُىذه
العديدُمنُالإجرائياتُالمستخدمةُلمتقميلُأوُالتخمصُمنُالأثرُالسمبيُلظاىرةُجبسُإنُلمُتُدمجُ

فإنُّىذهُالطريقةُتعتبرُفاشمةُالأمرُنقاطُانقطاعُالتابعُالمرادُبناؤهُمعُخوارزميةُماُلتحديدُمواقعُ
ُات.منُىذهُالخوارزميُعددمناقشةُلتخصيصُىذاُالفصلُمنُبحثناُمنُأجلُالذيُدفعناُ

 :[13])اكتشاف حواف تابع( (1-3تعريف )
مواقعُنقاطُانقطاعُتابعُوسعةُُييناكتشافُأوُتعيُطمقُمصطمحُاكتشافُحوافُتابعُعمىُعمميةُ

(Amplitudeُُكلًاُمن)ُ.ُىذهُالانقطاعاتُوذلكُانطلاقاًُمنُالمعاملاتُالطيفيةُليذاُالتابع
 
 :[14](تحويل ىيمبرتالطريقة التقميدية ) باستخدام تابع . تحديد مواقع نقاط انقطاع3-1

ُ ُباسم ُيُعرف ُما ُبتقديم ُالبداية ُفي ُمواقعُالطريقة التقميديةسنقوم ُماُانقُلاكتشاف ُتابع طاع
ُــو.يفيُوتحديداًُمعاملاتُفورييمعاملاتُالنشرُالطمعتمدينُحصراًُعمىُ

 ( تابع الإزاحة لتابع ما:2-3تعريف )
ُعمىُأنّوُالتابعfُُفُتابعُالإزاحةُالموافقُلمتابععندئذٍُيُعرTُُّتابعُُدوريُبدورfُبفرض

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)()(  tftg ...(ٖ-ٔ)ُ
ُمقدارُثابت.حيثُُ

ُ ُالإزاحة ُتابع ُأنّ ُالواضح ُبدورمن Tُُدوري ُفإنّ ُوعميو ُتُعطىُمعاملات ُلو ُالموافقة فورييو
ُبالعلاقة:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُdtetf
T

d tni

Tx

x

n

 



  )(
1 ُ

f,T/2دورُالتابعTُُحيثُُ ,xُ.ُقيمةُاختيارية
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ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُn

niuni

Tx

x
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n Cedteuf
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d 














 
)()(

1 ُ

ُعبُّ ُقد ُنكون ةوبذلك ُالإزاح ُلتابع ُفورييو ُمعاملات ُعن ُلمتابعgُُرنا ُفورييو ُمعاملات بدلالة
ُ.fالأصمي

ُ
ُ:[15](Decomposing a Function)ُتابع تفريق.3-1-1

ينُأحدىماُقسيمُأيُتابعُأممسُقطعياًُإلىُجزأيُنستطيعُمنُخلالياُتمنُالطرائقُالتُُّيوجدُالعديد
ُق.ائتابعُمستمرُوالآخرُتابعُمستمرُقطعياًُوفيماُيميُسنقدمُواحدةُمنُىذهُالطرُ

ُأممسُقطعيfُُّبفرض ُالنقاطُالموافقةmُيعانيُمنُاًُتابع لـُُانقطاعُمنُالنوعُالأولُوذلكُعند
mtt ,,1 ُُُبالشكلُتابععندئذٍُنستطيعُبناء:ُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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jj ttkhtft
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)()()( ...(ٖ-ٕ)ُ

ُحيثُ:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

 1,0;                       2/1)(
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 ...(ٖ-ٖ)ُ

ُ.1Tبدورُقدُتمُّتمديدهُدورياًُعمىkُوالتابعُ
ُمستمر)لاُيعانيُمنُأيُانقطاع(ُوأممسُقطعياً.تابعُُأنُُّمنُالواضح

ُ(ُلتصبحُبالشكل:ٕ-ٖيمكنُإعادةُكتابةُالعلاقةُ)
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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
m

j

jj ttkhttf
1

)()()(  ...(ٖ-ٗ)ُ

ُالمجموعtُُ)(حيثُ: ُو ُقطعياً ُوأممس ُمستمر تابع



m

j

jj ttkh
1

ُانقطاعُُ)( ُمن ُيعاني تابع

ُومستمرُقطعياً.
أنُتكونُقابمةُلمجمعُُيُلابدُّوالتnbُُّبالرمزtُ)(ُالموافقةُلمتابعُالعقديةُيُرمزُلمعاملاتُفورييو

ُبالإطلاقُوذلكُنظراًُلكونُالتابعُمستمرُوأممسُقطعياً.
معاملاتُفورييوُالموافقةُلممجموعُبالاستفادةُمنُخطيةُمعاملاتُفورييوُنجدُأنُّ




m

j

jj ttkh
1

)(ُ

ُتُعطىُبالعلاقة:naُيُيُرمزُلياُبـوالتُّ
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ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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وذلكُلأنُّالتابعُُنُّىذهُالمعاملاتُغيرُقابمةُلمجمعإ



m

j

jj ttkh
1

ُ.غيرُمستمرُ)(

ُنجدُأنُّمعاملاتُفورييوُاًُتابعُأممسُقطعيfُبفرضُ ُبـُيوالتُُّالموافقةُلو,ُعندئذٍ nCُيُرمزُليا
ُيمكنُالتعبيرُعنياُبالشكل:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ nnn baC  (...ٖ-ٙ)ُ
ُ.ىذهُالمعاملاتوذلكُلخطيةُ

ُ
ُ(:ClassicalApproach.الطريقة التقميدية )3-1-2

ُ ُتحويلُلمعاملاتُفورييو ُعمىُإيجاد ُالطريقة ُىذه المجموعُالجزئيُلمتسمسمةُُبحيثُيزدادتقوم
ُ.ط الانقطاعافقط عند نقفورييوُ

 :[15](Hilbert Transform)تحويل ىيمبرت()(4-3تعريف)
ممتتاليةلُتحويلُىيمبرتُالموافقُفعرُّيُُ nCُبالعلاقة: 

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ







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
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0;                                     0
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nbiaiCi
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nnn

nnn

n ...(ٖ-ٚ)ُ

 
ُ:باستخدام تحويل ىيمبرت المنشارأسنان تحديد مواقع الانقطاع لتابع .1

ُفُوفقُالعلاقة:المعرُُّأسنانُالمنشارُتابعليكنُلديناُ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 1,0;             2/1)(  tttk ...(ٖ-ٛ)ُ

ُعمىُ ُالتابعُدورياً ُالتابعُيعانيُمنُانقطاعُمنُأجلُكلُُلنمددُىذا ُىذا ُنجدُأنّ وعميوُفإننا
ُعددُصحيحُ.

فاًُعمىُالمجاليوضحُالشكلُالتاليُالرسمُالبيانيُليذاُالتابعُبعدُأنُتمُّتمديدهُليصبحُمعرُّ 2,0ُ
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ُ
ُتابعُأسنانُالمنشار(الخطُالبيانيُل)ُ(ٔ-ٖالشكلُ)

ُ:تُعطىُالموافقةُليذاُالتابعُمعاملات فورييو إنُّ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

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
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ُ

ُعطىُبالشكل:الموافقةُليذاُالتابعُتُُُمتسمسمة فورييووعميوُفإنُّ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 



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ُفورييو ُمتسمسمة ُفإنّ ُىيمبرتُوعميو ُوفقُتحويل عطىُتُُُالمزاحالمنشار  أسنان لتابعُالمحولّة
ُبالشكل:

 

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







 
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ُ...(ٖ-ٜ)ُ

ُمقدارُالانسحاب.ُحيثُ:ُ
mtإنُّالمتسمسمةُالموافقةُلـُ ُُُحيثm ُعددُصحيحُىيُالمتسمسمةُالمتجانسة

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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


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1
)(

n n
mg


 ُ

ُومنُالمعمومُأنُّىذهُالمتسمسمةُمتباعدة.
mt/2أمّاُالمتسمسمةُالموافقةُلـُ ُُُحيثmُ:ُعددُصحيحُىيُالمتسمسمةُالمتناوبة
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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
 ُ

وىذهُالمتسمسمةُمتقاربةُشرطياًُنحوُ


2ln.ُ

لنفرضُأنُّ  tُ(ُُتؤولُإلىُ:ٜ-ٖوعميوُفإنُالعلاقة)ُ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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 ُ

ُ:ىوُلممتسمسمةُالسابقةُالموافقNُوعميوُفإنُّالمجموعُالجزئيُمنُالدرجة
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ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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 (...ٖ-ٔٓ)ُ

ُإنُّالمجموعُالأخيرُيمكنُإعادةُكتابتوُبالشكل:
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ُحيثُ:
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ُبماُأنُّنواةُديرخميوُمحدودةُوفقُالعلاقة:
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ُفإنناُنجد:
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ُالأمرُالذيُيجعمناُنميزُحالتين:ُمحدودُوكلًاُمنُحديوُيعتمدُعمىNgُُ)(أيُأنُّ
ُأيُعدداًُصحيحاًُُيكونُُلاُأن: الحالة الاولىُُُُ mm ;ُُأيmt ٍُُعندئذ

ُ(ُإلى:ٕٔ-ٖتؤولُالعلاقةُ)
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ُأيُُأنُيكونُُثانية:الحالة ال     عدداًُصحيحاً mm ;ُُأيmt ُُيؤول عندئذٍ
ُ(ُإلىُالمجموعُٜ-ٖالواردُفيُالعلاقةُ)Nُالمجموعُالجزئيُمنُالدرجة
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ُمنُالواضحُأنّ:
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ُأنّ:ُينتجln(Nُ(بتقسيمُالأطرافُالثلاثةُالواردةُفيُالتراجحُالأخيرُعمى
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ُوبذُلكُنكونُقدُأثبتناُأنُُّ
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ُعمىُمعاملاتُفورييوُقدُأوجدُمتتاليةُمنُالتوابع:ُطُبقذيُأيُأنُتحويلُىيمبرتُالُّ
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ُالتُّميزُّ ُالنقاط ُعنُيت ُيعاني ُتابع ُتدىا ُعن ُانقطاع ُمن ُالنقالمنشار ُالتُّامك ُعندىاُط ُيكون ي
ُمستمراً.

);(يُسمىُالتابعُ Nedge ُمنُالدرجةالموافقُلتقريبُفورييوُُبالتابعُالمحددُلنقاطُالانقطاعN

ُ.Nالتابع المحدد لنقاط الانقطاع من الدرجة أوُاختصاراًُ
ُ
ُمواقع الانقطاع لتابع أممس قطعيا  باستخدام تحويل ىيمبرت: تحديد .2

معاملاتُُتحويلُىيمبرتُعمىُيُحصمناُعميياُفيُالفقرةُالسابقةُمنُخلالُتطبيقإنُّالنتائجُالتُّ
ُأيُتابعُأممسُقطعياً.منُالممكنُتطبيقياُعمىُفورييوُلتابعُالمنشارُ

تعريفُمعاملاتُفورييوُالموافقةُليذاُالتابعُعندئذٍُنستطيعnCُُتابعُأممسُقطعيُولتكنfُبفرض
ُ:التابع
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ُانطلاقاًُمنُمعاملاتُفورييوُبعدُأنُتمُّتحويمياُوفقُتحويلُىيمبرت.ُهتمُّبناؤُذيُوالُّ
ُ ُيمي ُفيما ُتضمنالتُّنستعرضُالنظرية ُالتُُّي ُالتوابع ُمتتالية ُأنّ ُيُعلنا ُوفقُي ُالعام رّفُحدىا
ُمنُانقطاعُعنُتمكُالتُّزُالنقاطُالتُّميُّ(ُتُُٖٔ-ٖالعلاقةُ) يُيكونُعندىاُيُيعانيُالتابعُعندىا
ُمستمراً.
 (:3-4نظرية)
ُقطعيfُُّبفرضُ ُأممس ُالتابعnCُولتكنُُاًُتابع ُليذا ُالموافقة ُفورييو ُتتحققُُمعاملات عندئذٍ
ُالعلاقة:ُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُ















 )()(             0

)()(             
),(lim 1

tftfif

tftfifh
Ntedge

N
 ...(ٖ-ٔٗ)ُ

ُحيثُ:

0;         )(lim)(

0;         )(lim)(

)()(

0

0

























tftf

tftf

tftfh

 ...(ٖ-ٔ٘)ُ

1000Nُالخطوطُالبيانيةُلكلُمجموعُفورييوُالجزئيُمنُالدرجةُالشكلُالبيانيُالتاليُيوضح

ُ.edge);1000(المحددُالمنشارُوالتابعلتابعُ

ُ
ُ(edgeُ);1000(المحددُ(ُالتابعb,ُ)1000N(ُتقريبُفورييوُمنُالدرجةaُ))ُ(ٕ-ٖالشكل)

ُلاحظةُأمرين:(ُمbُُ(ُ)ٕ-ٖ)ُيمكنُمنُخلالُالشكل
 .08.1قيمةُالتابعُعندُنقطتيُالانقطاعُتتجاوزُالواحدُوىيُتحديداًُ (ٔ
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,ُفإنُّالنقاطُالبعيدةُعنُنقطُالانقطاعُلاُ,ُكبيرةُبشكلُكاف1000Nعمىُالرغمُمنُاختيارُ (ٕ
عندُبناءُمتتاليةُالتوابعُُشكلُكافُوذلكُلأنوتتقاربُنحوُالصفرُب 

N
Ntedge تمُّالتقسيمُُ);(

 والذيُيعانيُمنُبطءُشديدُفيُالتقارب.Nlogُعمىُ
بناءُمتتاليةُجديدةُمنُالتوابعُُُيمكنُ,ُوتحديداًُلمتخمصُمنُالعيبُالأول,ولتحسينُىذهُالطريقة

ُمنُالتقسيمُعمىُٔثابتُأولر,ُحيثNlogُُُوذلكُمنُخلالُالتقسيمُعمى ُبدلًا ,Nlogُ
ُأي:

)),((
)(ln

)(ln
                   

)(ln
),(

1

1

22
1

Ntedge
N

N

eCieCi
N

Ntedge
Nn

N

n

tn
n

tn
n





 

















  



 



 ُ

1);1000(ذيُيطرأُعندُاستخدامُالتابعالتاليُالتحسنُالُُّوضحُالشكلُالبيانييُُ tedgeُُفعمىُالرغم
منُأنُّالتقاربُيبقىُبطيئاًُإلاُأنُّقيمةُالتابعُعندُنقطُالانقطاعُستصبحُمساويةُلمواحدُوبذلكُ

ُنكونُقدُتخمصناُمنُإحدىُالمشكمتينُالسابقتين.

ُ
1);1000()التابعُُ(ٖ-ٖالشكل) tedgeُ)ُ

ُبالنسبةُلمشكمةُالتقاربُالبطيءُفلاُبدُّ ُبناءُُأمّا لمتخمصُمنياُمنُإيجادُتحويلُجديدُومنُثمّ
ُتساعدناُعمىُتحديدُمواقعُنقطُالانقطاع.ُيالتُّمتتاليةُمنُالتوابعُ

ُلنعرفُالتحويل:بُغيةُذلكُ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُnn CniS  ُ

ُالتحويلُعمىُمعاملاتُفورييوُلتابعُأممسُقطعيُنستطيع بناءُمتتاليةُمنُالتوابعُُبتطبيقُىذا
ُيُعطىُحدىاُالعامُبالمساوة:

                                                             
ln/13/12/11(lim(577215.0:[7]يُعرفُثابتُأولرُبالشكل1 


 nn

n
 
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 
 


N

N

N

N

itn
n

itn
n eCin

N
eS

N
Ntedge   22

2 ),( ...(ٖ-ٔٙ)ُ
سنستعرضُعدداًُمنُُيطرأُعمىُالتقاربُبعيداًُعنُنقاطُالانقطاعالتحسنُالذيُُمنُأجلُتوضيح
بالإضافةُُأسنانُالمنشارتابعُالموافقُلNُمجموعُفورييوُالجزئيُمنُالدرجةُلالخطوطُالبيانيةُ

2),(لمتابعإلىُالخطوطُالبيانيةُ Ntedgeُجموعالموافقُليذاُالم.ُ

ُ
2),100(الخطُالبيانيُلمتابعُالمحدد tedgeُُُُُُُُ100تقريبُفورييوُلتابعُالمنشارُمنُأجلNُ

ُ
2),1000(الخطُالبيانيُلمتابعُالمحدد tedgeُُُُُ1000تقريبُفورييوُلتابعُالمنشارُمنُأجلNُ

ُ(ٗ-ٖالشكل)
 
ُ:نقطاع باستخدام نو  التمركزالا  مواقع .اكتشاف3-2

استعرضناُفيُالقسمُالأولُمنُىذاُالفصلُالطريقةُالتقميديةُلتحديدُمواقعُنقاطُانقطاعُتابعُماُ
الطيفيُليذاُالتابعُأمّاُالآنُفإنناُسنستعرضُالطريقةُوذلكُانطلاقاًُمنُمعاملاتُتقريبُفورييوُ

ُ.[13,16,17]الأكثرُشيوعاًُوُالأكثرُفعاليةُوالتيُتُعرفُباسمُنوىُالتمركز
تابعُأممسُقطعياًُمعرفُعمىُالمجالfُُبفرضُ  ,ُُيفُالتابعُعندئذٍُوبالاعتمادُعمىُتعر

ُنقطاعُمنُالنوعُالأولُأي:ُُُُُُُُالاطُُامنُنقُمنتييا   اًُمكُعددتيمfُ,ُفإنُّالمستمرُقطعياًُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
0;         )(lim)(

0;         )(lim)(

0

0













hhxfxf

hhxfxf

j
h

j

j
h

j ...(ٖ-ٔٚ)ُ
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)()(حيثُُ   jj xfxfُ.ُوكلُمنيماُذوُقيمةُمحددة
ُ(Local jump function)تابع القفزة الموضعي :ُ(3-3تعريف )
ُمعرفُعمىُالمجالfُُبفرض ُأممسُقطعياً تابع  ,ُُُالموضعي ُالقفزة ُيُعطىُتابع عندئذٍ

ُبالعلاقة:
    ,;)()()(   xxfxfxf ...(ٖ-ٔٛ)ُ

 (Total variation of function(:التغير الكمي لتابع )4-3تعريف )
ُبفرضُلديناُالتابعُالحقيقي
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ  baf ,: ُ

وبفرضُ bxxxaw n  10ُمجالتجزئةُلـم ba ,.ُ
ُفُالمقدارين:ولنعرُّ

ُُُُُُُُُُُُُ  



n

i

ii xfxffwV
1

1)()(,ُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
 fwVSupbafV

w

,),;( ُ

ُ

);,(المقدارعندئذٍُندعوُ bafVُُبالتغيرُالكميُلمتابعfُُعمىُالمجال],[ ba.ُ
ُ(Bounded Variation function)ُر المحدودالتابع ذو التغيّ :(5-3تعريف )

],[المعرّفُعمىُالمجالfُيُقالُعنُالتابعُالحقيقي baُالمجالُإذاُُىذاُأنّوُذوُتغيرُمحدودُعمى
ُكان

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ),;( bafVُُ
 :(1-3)مثال

],[ردُعمىُالمجالُإنُّأيُتابعُمطُّ baُىوُتابعُذوُتغيرُمحدودُلأنّوُفيُىذهُالحالةُيتحقق: 
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)()(),;( bfafbafV  ُ

ُ.سنستعرضُفيماُيميُثلاثُنظرياتُنقدمُمنُخلالياُأبرزُمميزاتُالتوابعُذاتُالتغيرُالمحدود
 (:1-3نظرية )

],[تابعُذوُتغيرُمحدودُعمىُالمجالfُإنُّالتابعُ baُُكتابتوُعمىُشكلُفرقُإذاُوفقطُإذاُأمكن
ghردينتابعينُمطُّ ghfأي:ُُ, .ُ

 (:2-3نظرية )
],[تابعُذوُتغيرُمحدودُعمىُالمجالfُإنُّالتابعُ baًُُُلممفاضمة.ُإذاُوفقطُإذاُكانُقابلا

 (:3-3نظرية )
],[ذوُتغيرُمحدودُعمىُالمجالتابعfُإذاُكان baُ:ُفيوُيحقق

)(ُموجودةُ.ٔ xfُُموجودة)( xfُ bax ,ُ
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)(ُموجودةُ.ٕ bf ُموجودة)( af  

 نقاطُالانقطاع.يمتمكُعمىُالأكثرُعددُقابلُلمعدُمنُُ.ٖ

ُترميز:
ُُرمزيُُ بـ baBV ُالمجالُ, ُعمى ُالمحدود ُالتغير ُذات ُالتوابع لصف ba,  والمزودة بنصف

 النظيم

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
  dxff

b

a
baBV  

,
 ُ

ُ(Piecewise smoothness function)ُتابع التمميس القطعي:ُ(6-3تعريف )
ُمعرfُُّبفرض ُأممسُقطعياً فُعمىُالمجالُتابع  ,ُُُالتمميسُالقطعي ُيُعطىُتابع عندئذٍ

ُبالعلاقة:
 

    ,,0
)()()(

)( 


 xBV
t

xftxftxf
tFx ...(ٖ-ٜٔ)ُ

,التمركز الممساء نو طُالانقطاعُلتابعُأممسُقطعيُيُمكنُأنُتكتشفُباستخدامُاإنُّمواقعُنق
)()( tKtK ُُّيُتسمىُخاصةُالتمركز:يُتتمتعُبالخاصةُالتاليةُوالتُّ,ُالت

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ  )()(
0

xfxfK 
 ...(ٖ-ٕٓ)ُ

ُ)عددُمعاملاتُفورييو(.Nُوسيطُصغيرُيتناسبُعكسياًُمعُُحيثُُ
ُالقولُأنُّدعامةُالتابعومنُالعلاقةُ ٕالأخيرةُيُمكننا

)(xfK ُُُبالقربُمنتسعىُإلىُالتمركز
ُ,ُوبذلكُيتمُتحديدُمواقعُنقطُالانقطاعُوسعةُكلُمنيا.fطُانقطاعُ)حواف(ُالتابعُانق

 :لضمان تمركزه حول نقط الانقطاعيجب أن يتمتع بالخواص التالية  tK)(إنُّتابعُالنواة
ٔ) )(tKأيُتابعُفردي ُ

 )()( tKtK  
 ...(ٖ-ٕٔ)ُ

2) 
)(tK(ُمنتظمNormalized)ُ:أي

ُ
ُ

 )(1)(
0

 OdttK
t




ُ...(ٖ-ٕٕ)ُ
(:Main admissibility requierementخاصيةُالقبولُالأساسيةُ)ُ(ٖ

 
ُ

 
BV

t

ConstdtttKt  .)()(  ...(ٖ-ٕٖ)ُ

ُ: (1-3)ملاحظة
ُحولُالمبدأُعندئذٍُيتحقق:إذاُكانتُالنواةُمتمركزةُ

                                                             
}{:  عمىُأنّياfُتُعرفُدعامةُالتابع2ُُُ 0)(; xfx 
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ُُُُُُُ .)( ConstdttKt
t

ُ...(ٖ-ٕٗ)ُ

 ذيُيعنيُأنُّخاصةُالقبولُمحققةُ.الأمرُالُّ
 

 (:1-3نظرية )
ُنواةُ ُو)ٕٕ-ٖ(ُ,)ٕٔ-ٖتحققُالعلاقاتُ)tKُ)(بفرضُلدينا ُتتحققُخاصةُٖٕ-ٖ( ُُُُُ(ُعندئذٍ

(ُمنُأجلُأيُتابعُأممسُقطعياً,ُويمكنُتقديرُالحدُالأعمىُٕٓ-ٖالمعطاةُبالعلاقةُ)التمركزُ
 لمخطأُالمرتكبُمنُخلالُالعلاقة

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ   .)()( ConstxfxfK ُُُُُُ...(ٖ-ٕ٘)ُ
ُالإثبات:
ُفإنناُنجدُ:ُتابعُفرديtKُ)(بماُأنُّ

 

 
  dttKxfdt

t

xftxftxf
tKt

dttxftxftKxfK

tt

t
















00

0

)()(
)()()(

)(                

)()()()(





ُ

...(ٖ-ٕٙ)ُ

ُ(ُينتج:ٕٕ-ٖبتطبيقُالخاصةُ)
  )()()()()(

0

 OdttFtKtxfxfK x

t

 


 ...(ٖ-ٕٚ)ُ
(ُفإنُالعلاقةُالأخيرةُٖٕ-ٖذوُتغيرُمحدودُفرضاًُوالنواةُتحققُالعلاقةُ)tFxُ)(وبماُأنُّالتابع
ُتصبحُبالشكل:

  )()(.)()()(  OOtFConstxfxfK
BVx  ...(ٖ-ٕٛ)ُ

ُوىوُالمطموب.
ُحالة خاصة:

ُتحققُالعلاقة ُفيُالمبرىنةُالسابقة ُالواردة ُكانتُالنواة ُمنُالعلاقةُ)ٕٗ-ٖ)ُإذا ُبدلًا )ٖ-ُٕٖ)
 (ُتصبحُبالشكل:ٕٚ-ٖفإنُّالعلاقةُالأخيرةُ)ُكلُتابعُذوُتغيرُمحدودُىوُتابعُمحدودُوبماُأنُّ

  )()()()()(  OOdttKtConstxfxfK   ...(ٖ-ٕٜ)ُ
 
 أمثمة عمى نو  التمركز:. 3-2-1
 (:The conjugate Dirichlet kernel. نواة ديرخميو المرافقة )3-2-1-1

ُتُعرفُنواةُديرخميوُالمرافقةُبالعلاقة:
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tK)(.ُإنُّالتابعٔ Nُُفرديُُوذلكُلأنُّتابعُالـ tksinُومجموعُعددُمنتوُمنُالتوابعُُتابعُفردي
ُ.ُالفرديةُىوُتابعُفردي

(ُمحققُمنُأجلُٕٕ-ٖ.ُإنُّشرطُالتنظيمُالمعطىُبالعلاقةُ)ٕ
Nlog
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kN
dttK
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N
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,       )(1
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

 

ُوجدناُسابقاًُأنُّنواةُديرخميةُتمثلُبالشكل:.ُٖ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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N






ُُ

ُوبناءًُعميوُنجدُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
N

ConstdttKt
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N
log

1
,         .)(

0


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


 ُ

ُ(ُمحقق.ٕٗ-ٖومنوُفإنُّالشرطُالمعطىُبالعلاقةُ)
ُ(ُوبناءًُعميوُفإنّوُينتجُلدينا:ٔ-ٗوبذلكُيكونُقدُتحققتُشروطُالنظريةُ)

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ  

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1 ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ ...(ٖ-ٖٔ)ُ

ُالخطأُالمرتكبُمنُرتبةُلوغاريتمية.مماُسبقُوبالاعتمادُعمىُالمبرىنةُنجدُأنُّ
ُ
ُالنو  المتذبذبة )معاملات التمركز العامة(.3-2-1-2

ُكانُلابدُّ ُالمرافقة ُديرخمية ُلنواة ُالتقاربُالبطيء ُمعدل ُالصُلزيادة ُلنوىُمنُدراسة ُالعامة يغة
ُيُتُعطىُبالعلاقة:والتُّالتمركزُالفرديةُ
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ت ُالمعاملا ُعمى ُتعتمد ُالنوى ُىذه إنّ








N

k
ُُُالتمركز ُمعاملات ُاسم ُعمييا ُيُطمق والتّي

(Conccentration factors.ُوسنقومُفيماُيأتيُبتعيينُىذهُالمعاملات)ُ
tK)(.ُمنُالواضحُأنُّالنواةُٔ N

ُُ.ُتابعُفردي
ُ.ُبالاعتمادُعمىُتعريفُمجموعُريمانُوالنوىُالمتذبذبةُنستطيعُأنُنكتب:ٕ
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ُأي:منظمةُلكونُمعاملاتُالتمركزُوذلكُ(ُٕٕ-ٖالعلاقةُ)النواةُالمتذبذبةُتحققُأيُأنُّ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ1
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 dx


 ...(ٖ-ٖٗ)ُ

ُُ.ُلنتحققُالآنُمنُكونُالنوىُالمتذبذبةُتحققُخاصةُالقبولُالأساسيةٖ
لنفرضُبدايةُأنُّ

N

k
k ُُ,:ُوباستخدامُالمساواة

 

   
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 (ٖ-ٖ٘)ُ

ُبناءًُعميوُنكونُقدُحممناُالنواةُبالشكل:وُ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 
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ُحيثُ:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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كلُحدُمنُحدودُعمىُأنُُّ[13,16]يُبرىنُ
NRُ(ُُومنوُتكونُالعلاقةُٕٗ-ٖيحققُالعلاقة)ُ

ُ(ُمحققةُأي:ٖٕ-ٖ)

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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ُأنُّ tK)(بما N

ُُُالدرجة ُمن ُمثمثية ُتابعNُُحدودية ُنقاطُالانقطاع ُاكتشافُمواقع ُيمكن فإنو
ُأممسُقطعيُمباشرةًُمنُخلالُمسقطوُالطيفيُباستخدامُالعلاقة:

ُُُُُُُُُُُُikx

k

N

Nk

NNN ef
N

k
kifSKfK ˆ)(sgn)( 















  ...(ٖ-ٖٚ)ُ

ُحيثُ:
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


N

Nk

ikx

kN effS ˆ)( 
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 (:1-3نتيجة)
ُ(ٕٖ-ٖالمعطاةُبالعلاقةُ)بفرضُلديناُنواةُالتمركزُالفرديةُ
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ُ(ٖٗ-ٖتابعُمنظمُأيُيحققُالعلاقةُ)ُ)(وبفرضُ
1
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0

 dx


 ُ

ُ(ٕٓ-ٖعندئذٍُتتحققُخاصةُالتمركزُالمعطاةُبالعلاقةُ)
ُويُعطىُالخطأُالمرتكبُبالعلاقة:
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ConstxffSK NN
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.)()(  ...(ٖ-ٖٛ)ُ

 ترميز:
بالرمزfُسنرمزُلالتفافُالنواةُالمتذبذبةُمعُالإسقاطُالطيفيُلمتابعُ fSNُ:ُأي
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يُبرىنُأنّوُمنُأجلُ   ُُّ[18]يتحققُأن:ُ
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 أمثمة عمى معاملات التمركز لمنو  المتذبذبة:

ُ(:Trigonometric factors)ُالمعاملات المثمثية. 1
ُتُعطىُىذهُالمعاملاتُوفقُالعلاقة:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ   
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ُحيثُ:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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
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d
Sin

Si 
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)(
)( ُ

ُ(Polynomial factorsُ)ُالمعاملات الحدودية.ُٕ
ُإنُّالصيغةُالعامةُليذهُالمعاملاتُتُعطىُبالعلاقة:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ    pp p  ...(ٖ-ٕٗ)ُ
ُالتفافُالنواةُالمتذبذبةُوبناءًُعميوُنجدُأنُّ

NKًُُمعُالتابعُالأممسُقطعياfُ:ُيُعطىُبالعلاقة
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ُحيثُ:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ ikxekixH )(sgn)( ُ

ُ(ُوعميو:ٔ-ٖ(ُالواردةُفيُالنتيجةُ)ٕٕ-ٖلإيجادُالخطأُالمرتكبُنعوضُفيُالعلاقةُ)
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ُالخطأُالمرتكبُعندُاستخدامُالمعاملاتُالحدوديةُمنُالرتبةُالأولى.ُُأيُأنُّ
ُ(:Exponential factors). المعاملات الأسية 3

ُيُعطىُىذاُالنوعُمنُالمعاملاتُبالعلاقة:
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ُ ُسنقارن ُالانقطاع ُنقاط ُمواقع ُتحديد ُفي ُالطريقة ُىذه ُالمعرّفُولتوضيح ُلمتابع ُالبياني الخط
ُبالعلاقة
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ُحيثُُ
ُُُُ










0;1

0;1
)sgn(

x

x
xُ

ُجبسُوالخطوطُ ُظاىرة ُمن ُيعاني ُالذي ُالجزئي ُفورييو ُمجموع ُمن ُلكل ُالبيانية ُالخطوط مع
ُومعاملاتُ ُالأسية ُالمعاملات ُباستخدام ُالحواف ُتحديد ُطريقتي ُتطبيق ُبعد ُلمتابع البيانية

ُالحدودياتُعميو.
ُ
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(B) 

ُ
(A) 

ُ
(D)ُ

ُ
(C) 

(ُ ُلمتابعAُ):(٘-ٖالشكل ُالبياني ُالخط )f(ُ ,Bُ و( fتقريبُفوريي
S40(ُ ,Cُالحوافُل ُتحديد fـ(

S40ُباستخدام

 fS40ُُ:فيُالحالتينُالآتيتين(aُُباستخدامُمعاملاتُالحدوديةُالموافقة)1ُ(bُُباستخدامُالمعاملاتُالأسية)

e
6(,Dُتحديدُالحوافُلـ)f

NSُباستخدام fSNُ80,40,20باستخدامُمعاملاتُأسيةُوذلكُمنُأجلNُ.ُ

ُ

ُ

ُ

ُ
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 لرابعالفصل ا

 من ظاهرة جبس التخلص طرائق

 مة:. مقدّ 4-1
ُالمثال ُفعمىُسبيل ُقطعياً ُممساء ُبتوابع ُتُمثل ُالفيزيائية ُالظواىر ُمن ُالعديد ُأنّ ُالمعموم ُ[1]من

وىندسةُالفضاءُتعتمدُعمىُتدفقُالسوائلُالأمرُىنالكُالعديدُمنُالمسائلُالمتعمقةُبعمومُالطيرانُ
ُذيُيجعمياُعرضةُلأمواجُمفاجئةُبمعنىُانقطاعُفيُحقولُالضغط.الُّ

ذيُبالحسبانُسطحُالأرضُالُُّيؤخذالجويّةُحيثُُيجبُأنُُالتنبؤاتفيُُتظيرُىذهُالتوابعُُوكذلك
ُشديدةُفيُالمناطقُالجبمية.ُانحداراتيعانيُمنُ

رُمنُأبرزُالأمثمةُعمىُنمذجةُالظواىرُالفيزيائيةُوفقُتوابعُتعانيُمنُولعلُضغطُالبياناتُيُعتب
حتّىُنقررُكيفُسيتمُضغطُىذهُانقطاعُإذُأنّوُمنُالضروريُأنُيكونُلديناُتمثيلُجيدُلمبياناتُ

ُتمثيلاًُ ُيُعتبر ُلمبيانات ُفورييو ُتمثيل ُكان ُإذا ُفيما ُنعمم ُأن ُالميم ُمن ُأنّو ُأي ُاًُجيدُالبيانات
ُتعانيُمنُانقطاع.ُيللإشاراتُالتُّ

ُالتخمصُأوُقُالمستخدمةُفيُالتقميلائنقدمُفيُىذاُالفصلُمنُبحثناُدراسةُلأبرزُصفوفُالطرُ
التّيُتعتبرُمنُأبرزُالعيوبُالتّيُتعانيُمنياُالتقريباتُالطيفيةُُظاىرةُجبسلمنُالأثرُالسمبيُ

ُيُتتمحورُحولُثلاثةُصفوف:لمتوابعُالممساءُقطعياًُوالتُّ
ُ.(Spectral filtering)ُالترشيحُالطيفي:ُالصف الأول

ُُائقطرُُ:الصف الثاني الإسقاطُالمباشرُإعادةبنوعيياُ(Reprojection methods)ُالإسقاطإعادة
ُوغيرُالمباشر.
ُ.(Rational Reconstruction)ُإعادةُالبناءُالكسريُ:الصف الثالث

ُ
ُ:[1,9,10,16,19](Spectral filtering) الترشيح الطيفي.4-2

تحدثناُفيُالفصلُالسابقُعنُوجودُصفينُمنُالتقريباتُالطيفيةُوىيُتقريباتُفورييوُالطيفيةُ
وتقريباتُالحدودياتُالطيفيةُوبيّناُأنُّالمجاميعُالجزئيةُالموافقةُليذهُالتقريباتُتعانيُمنُظاىرةُ

ُجبس.
ُجبس ُالتخمصُمنُظاىرة ُُإنّ ُلمتقريبُالطيفييعنيُاستعادة ُالأسية المجالُُعمىُكاملُالدقة

ُالمرادُتقريبُالتابعُعميو
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يادةُعمىُزُُذيُنحاولُمنُخلالوُالتخمصُمنُالأثرُالسمبيُلظاىرةُجبسيحُالطيفيُالُّرشيقومُالت
وذلكُبضربُمعاملاتُالنشرُُدونُانقاصُدقةُالتقريبُالطيفيمعدلُاضمحلالُمعاملاتُالنشرُ

,ُسنوردُتعريفوُوخواصوُبعدُقميل,ُيُطمقُعميوُاسمُالمرشحةُ)(ُالطيفيُأياًُكانُنوعوُبتابع
ُالمقرّبُ ُالتابع ُيتقاربُنحو ُأنّو ُيُبرىنُعمى ُلذلكُعمىُمجموعُجديد ُنتيجة ُفنحصل ُ الطيفية

سموكُُعمىبسرعةُأكبرُمنُالمجموعُالأصميُوذلكُبعيداًُعنُنقاطُالانقطاعُدونُأنُيؤثرُذلكُ
ُالمجموعُعندُنقاطُالانقطاع.

ُلتابعبناءًُعميوُفإنُّالترشيحُالطيفيُ baLf ,2
ًُُعُممتُمعاملاتُالنشرُالطيفي,ُأممسُقطعيا

ُالموافقةُلو,ُيُعطىُفي:
ُبالعلاقة:ُتقريبات فورييو المستمرةحالةُ (ٔ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ












N

Nk

ikx
kN e

N

k
fxf  ˆ)( (...ٗ-ٔ)ُ

ُحيثُ:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُdxexff ikx

k









2

0

)(
2

1ˆ (...ٗ-ٕ)ُ

عمىُالمجال2ُُتابعُدوريُبدورfُُعمماًُأنُّ   2,0, ba.ُ
ُبالعلاقة:ُالمستمرة تقريبات الحدودياتحالةُ (ٕ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ












N

k

kkN x
N

k
fxf
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)(ˆ)(  (...ٗ-ٖ)ُ

ُحيثُ:
2/1

1

1

2
1

1

)()(;)()()(
1ˆ














 





dxxxdxxxxff kkk

k

k 


ُ(...ٗ-ٗ)ُ

فُعمىُالمجالُعمماًُأنُّالتابعُمعرُّ   1,1, ba.ُ
ُإلىُأنُّترشيحُ ُيأتيُبدراسةُالترشيحُالطيفيُلتقريباتُفورييوُالمستمرةُمعُالإشارة سنكتفيُفيما

ُ.مشابوُتماماًُُتقريباتُالحدودياتُالمستمرةُينتجُبأسموب
 :[19]( Pالمرشحة من المرتبة( )1-4تعريف)

ُوالزوجي ُالحقيقي ُالتابع ُعن يُقال ُُُّالمرتبةأن ُمن ُمرشحة Filter of Orderو P ) P)ُُإذا
ُتحققتُالشروطُالتالية:

ٔ)      00             10  l 

ٕ)   1;        0   

ٖ)      ,-;        1  PC 
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ُ:(1-4)ملاحظات
الموافقُلترشيحُفورييوُالشرطُالثانيُمنُتعريفُالمرشحةُيُمكنناُمنُتمديدُالمجموعُالمنتييُُإنُّ (ٔ

 يُعطىُبالعلاقةُُ(ُإلىُمجموعُغيرُمنتؤٍُ-ٗالمعطىُبالعلاقةُ)الطيفيُ

 20;ˆ)( 







 





xe
N

k
fxf ikx

k

kN (...ٗ-٘)ُ
 بالشكل:ُ(ُيُمكنُأنُيكتبٔ-ٗالمجموعُالموافقُلترشيحُفورييوُالطيفيُالمعطىُبالعلاقةُ)ُإنُّ (ٕ

ُُُُُ    2,0;        )()(  xxfSxfN (...ٗ-ٙ)ُ
ُحيثُ:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ










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N

Nk

ikxe
N

k
xS )( (...ٗ-ٚ)ُ

ُ.لوُعنُتابعُالمرشحةُاسمُتابعُالترشيحُتمييزاSًُُيُطمقُعمىُالتابعُ
 الإثبات:

ُ(ُنجد:ٔ-ٗ(ُفيُالعلاقةُ)ٕ-ٗبتعويضُالعلاقةُ)

 








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
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ُ:بالشكلُفإنناُنستطيعُأنُنكتبُالعلاقةُالسابقةُوبماُأنُّالمجموعُمنتوٍُ
 

 







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



 
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2
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)(
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N
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N dte
N

k
tfxf (...ٗ-ٛ)ُ

ُبفرض












N

Nk

ikxe
N

k
xS )( ُ

ُبالشكل:ُ(ٛ-ٗ)ُالعلاقةتصبحُ
 




 2,0;         )()(

2

1
)(

2

0

  xdttxStfxf N (...ٗ-ٜ)ُ

ُيُمكنُكتابةُالعلاقةُالأخيرةُبالشكل:وبالاعتمادُعمىُتعريفُالالتفافُ
    2,0;        )()(  xxfSxf N ُ

ُالترشيحُ ُتابع ُأسرة ُمفيوم ُالآن ُنقدم ُأن ُالضروري ُيُعرفُأوSُمن ُُما ُتابعُباسم تكاملات
ُدراسةُالترشيحُالطيفي.ُاُسنرىُدوراًُفيُغايةُالأىميةُعنديُستمعبُكموالتSُُّالترشيحُ
 (:2-4تعريف)

ُ(ُعندئذٍُيُقالُعنُأسرةُالتكاملاتٚ-ٗفُبالعلاقةُ)لمعرُّا Sعُالترشيحتابُابفرضُلدين
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ1;    lSl ُ

ُيُتعطىُوفقُالعلاقةُالتراجعية:التُّوُ
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ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)()(0 xSxS  

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)()( 1 xSxS ll ُ
(...ٗ-ٔٓ)ُ
(...ٗ-ٔٔ)ُ

1;            0)(

2

0

 ldttS l



ُ(...ٗ-ٕٔ)ُ

ُ.Sإنّياُأسرةُتكاملاتُتابعُالترشيح
بشكلُدوريُخارجُالمجالُُىذهُالتكاملاتُديتمدُويمكن 2,0.ُ

(ُ ُالعلاقة ُتُعطيُُ(ٚ-ٗإنّ ُمن xS)(لـُُالتراجعيةُمصيغةلُمكافئةالصيغ الالعديد lُُالذي الأمر
ُ.الآتيةُالتوطئةُستُوضحو

 (:1-4)توطئة
ُالمرشحةلت ُلدينا ةُكن ُالمرتب ُيُعطىُُ,Pمن ُالمرشحة ُليذه ُالموافق ُالترشيح ُتابع وبفرض

ُ:بالشكل
 20;)()( 0 








 




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xSxS
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xki (...ٗ-ٖٔ)ُ

xS)(سرةُالتكاملاتيكونُلأعندئذٍُ l(ُُالتمثيلاتُالمكافئةُالآتيةٕ-ٗالمعطاةُبالتعريف):ُ
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 (...ٗ-ٔٙ)ُ
ُ

ُ.lبرنوليُمنُالدرجةُحدوديةxBlُ)(حيثُُ
ُال ُالمبرىنةُالآتيةُتبينُأنّ والمجموعُالمرشحfُبينُالتابعفرقُالنقطيُإنّ

Nfُيُعطىُُيمكنُأن
ُبدلالةُتابعُالترشيح.
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 (:1-4)مبرىنة
ُعندئذٍ:ُ.xُعندُالنقطةُوحيدُويعانيُمنُانقطاعPCُمنُالصفُُقطعيُتابعxf)(بفرض
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(...ٗ-ٔٚ)ُ
ُ

وقيمُالمجموعُ xf)(ُإنُّالمبرىنةُالسابقةُتُزودناُبتعبيرُرياضيُدقيقُعنُالخطأُبينُقيمُالتابع
xf)(ُالطيفيُالمرشح N

ُالأعمىُلكل ُبتقديرُالحد ُيأتيُسنقوم ُوفيما منُالحدينُالواردينُفيُُ,
ُ(.ٚٔ-ٗالطرفُالأيمنُمنُالعلاقةُ)

 :(2-4)ملاحظة
منُالصفfُإذاُكانُالتابع 2,01PCُ.وعميوُإذاُفإنُّالحدُالأولُسينعدمُوسيبقىُالحدُالثاني

ُتؤولُإلى ُدراسةُالحدُالأعمىُلمخطأ ُفإنّ ُقطعياً تقديرُالحدُالأعمىُُكانُالتابعُالمعطىُأممساً
ُ.(ٚٔ-ٗلمحدُالثانيُمنُالطرفُالأيمنُلمعلاقةُ)

 (:2-4)توطئة
ُالترشيحُُكنُلدينالت ُتكاملاتُتابع xS)(أسرة lُُفيُالتعريفُ)ُبالعلاقاتُالمُعطاة (ُٕ-ٗالواردة

ُ:يتحققُعندئذٍُ

ُُُُُُُُُُُُ       
2

1
2

0

2
2

12

0
2

1














 

 


dttfNCdttftxS P

P
P

P (...ٗ-ٔٛ)ُ

NُوfُثابتُمستقلُعنCُحيث
 الإثبات:

ُنجد:ُبتطبيقُكوشيُشوارتز
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ُتابعُدوريُفإنُّالعلاقةُالأخيرةُتُصبحُبالشكل:PSُنُّبماُأ
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xS)(منُتمثيلات(ُٗٔ-ٗ)بتعويضُالعلاقةُ lُُمعلاقةُالسابقةلطرفُالأيمنُالحدُالأولُمنُاليُف
ُفإنناُنجد:
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وبالاعتمادُعمىُتعامدُالتوابعُالأسيةُعمىُالمجال 2,0ُ:ُفإنُّالعلاقةُالأخيرةُتُصبحُبالشكل
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إنُّالمتسمسمةُالأولىُمنُالطرفُالأولُمنُالعلاقةُالسابقةُماُىيُإلاُمجموعُريمانُالتكامميُأمّاُ
ُأساسيا ُىندسية ُمتسمسمة ُفيي ُالثانية المتسمسمة
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2
1C

C ُ

ُ(ُنجد:ٜٔ-ٗوبتعويضُالعلاقةُالأخيرةُفيُالعلاقة)
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ُوىوُالمطموب.
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ُ(ُيجبُمناقشتوُفيماٚٔ-ٗيجدرُبناُالتنويوُإلىُأنُّالحدُالأولُمنُالطرفُالأيمنُمنُالعلاقةُ)
(ُكافيةُلبرىانُأنُّالحدُالأولُيتناقصُٔ-ٗأممسُوالشروطُالواردةُفيُالتوطئةُ)لوُلمُيكنُالتابعُ

ُوذلكُبعيداًُعنُنقطةُالانقطاع.Nُمعُازديادُ
 (:2-4)مبرىنة

ُلدينا ُالترشيحُُلتكن ُتابع ُتكاملات xS)(أسرة lُُالتعريفالمُعط ُفي ُبالعلاقاتُالواردة (ُٕ-ٗ)اة
ُحيثُ:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ















k

ikxe
n

k
xSxS )()( 0 ُ

20عندئذٍُيتحققُمنُأجل  x:ُ
   PldG

xxN
AxS lP

PlPlPPl 















 






1           

2

111
)(

1

1

1



 (...ٗ-ٕٕ)ُ

ُحيثُ:
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ُعميو:وبناءًُ
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ُوىوُالمطموب.
ُعندأمّاُالآنُفإنناُنستطيعُأنُنوردُالمبرىنةُالتّيُتُمكنناُمنُإيجادُالحدُالأعمىُلمخطأُالمرتكبُ

ُترشيحُفورييوُالطيفي.ُيُعانيُمنُانقطاعُوفقُُتقريبُتابع
 (:3-4)مبرىنة
تابعُقطعيُمنُالصفfُليكن 2,0PC ُُعندُالنقطةوحيدُُيعانيُمنُانقطاعوxُُوبفرض
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ُ:الثانيُمنُالعلاقةُالأخيرةُفإنُّىذهُالعلاقةُتؤولُإلىالحدُُ(ُعمىٕ-ٗ)ُوبتطبيقُالتوطئة
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ُتصبحُالعلاقةُالأخيرة:ُ(ٕ-ٗ)وبناءًُعمىُالنظريةُعمىُ
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ُفإنُّالعلاقةُالأخيرةُتكتبُبالشكل:
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)(0إنُّالمبرىنةُالأخيرةُتبُينُأنُّالترشيحُيرفعُمعدلُالتقاربُبعيداًُعنُنقطةُالانقطاعُ) xd.)ُ
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 :(3-4) ملاحظة
تعانيُمنُانقطاعُعندُأكثرُمنُُنقطةُوذلكُبأسموبُتوابعُكلُماُسبقُعمىُُ(ُيمكنُتعميمٔ

ُمشابوُتماماًُلماُسبق.
ذلكُأنُّىذاُُالنوعُمنُُالاقتطاع لممجاميع المرشحة خطألضروريُأنُنقومُالآنُبدراسةُمنُا(ُٕ

سابقاًُنحوُالتابع,ُوكماُأشرناNُُُريبُالطيفيُمنُالدرجةربُالضعيفُلمتقاالأخطاءُيوضحُالتق
ُبتقريبُفورييوُالطيفي.ُفإنناُسنكتفيُبُغيةُالتبسيط

ُ:بالعلاقةالناتجُعنُترشيحُتابعُماُُ(Truncation error) خطأ الاقتطاعُيُعرّف
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الشرطينُالثانيُوالثالثُمنُُومُوذلكُبالاعتمادُعمىعدلاحظةُأنُّىذاُالخطأُممُبسيولةُيمكنوُ

ُ.تعريفُالمرشحة
ُسنستعرضُبعضُالأمثمةُعنُالمرشحاتُالتُّ ُالآنُفإننا خلالُالسنواتُُاستخدامياشاعُُيأمّا

ُالسابقة:
 :(Fejer filterمرشحة فيجر ) (1

ُ ُقام ُٜٓٓٔفيجرُعام ُالمتوسطُم ُلتقريبُفورييوُُالحسابيُباستخدام ُالموافقة ُالجزئية لممجاميع
ذيُاعتمدهُىذاُالعالمُلتابعُيعانيُمنُانقطاعُعوضاًُعنُالمجاميعُالأصميةُويُعتبرُالمجموعُالُّ

ُالمعطاةُبالعلاقة:ُموافقاًُلممرشحةُمنُالمرتبةُالأولى

             ُُُُُُُُ 1)(1
 (...ٗ-ٕٚ)ُ

 :ُ(Lanczos  filter)ُوسمرشحة لانكز  (2

ُوىيُمرشحةُمنُالمرتبةُالأولىُتُعطىُبالعلاقة:

ُُُُُُُُُُُُُُ













0;         1

0;
)(

)(2










Sin

 (...ٗ-ٕٛ)ُ

 (:filter Raised Cosineمرشحة التجيب ) (3

ُعطىُبالعلاقة:وىيُمرشحةُمنُالمرتبةُالثانيةُتُُ

   
ُُُُُُُُُ))(1(

2

1
)(3  Cos (...ٗ-ٕٜ)ُ

وجدناُفيُالفصلُالسابقُأنُتابعُالمنشارُيعانيُمنُظاىرةُجبسُولمتقميلُمنُالأثرُالسمبيُليذهُ
ُالسابقةُ ُالمرشحاتُالثلاثة ُباستخدام ُالتابع ُليذا ُالموافق ُبترشيحُمجموعُفورييو ُسنقوم الظاىرة
يةُوالشكمينُالآتيينُيوضحانُذلكُحيثُُقمناُفيُالشكلُالأولُبعرضُمجموعةُمنُالخطوطُالبيان

ُباستخدامُمرشحةُمنُالمرشحاتُالسابقة.ُفورييوُكلُمنياُيوافقُترشيح



78 
 

أمّاُالشكلُالثانيُفيعرضُالخطأُالنقطيُالمرتكبُعندُكلُترشيحُمنُالترشيحاتُالسابقةُوذلكُ
ُبُغيةُتوضيحُالدقةُالموافقة.

ُ

ُ
(ُترشيحُفورييوُباستخدامُمرشحةbُمرشحُ,ُ)الُغير(ُتقريبُفورييوaُترشيحُتابعُالمنشار:ُ)

Fejer(ُ,c(ُ,ُُترشيحُفورييوُباستخدامُمرشحةُالتجيب)dُترشيحُفورييوُباستخدامُلانكزوس)ُ
ُ(ٔ-ٗالشكل)

ُ
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ُُ
(ُترشيحُفورييوbُ(ُتقريبُفورييوُالغيرُمرشحُ,ُ)aالخطأُالنقطيُعندُترشيحُتابعُالمنشار:ُ)

(ُترشيحُفورييوdُترشيحُفورييوُباستخدامُمرشحةُالتجيبُ,ُ)Fejer(ُ,cُ)باستخدامُمرشحةُ
ُباستخدامُلانكزوس

 (ُُُُٕ-ٗالشكل)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

 :P(Exponential filter)المرشحة الأسية من الرتبة  (4

ُبالعلاقة:زوجيPُُىذهُالمرشحةُمنُأجلُُتُعطى
2

)(4
  e (...ٗ-ٖٓ)ُ

ُالمرشحةُلاُتحققُجميعُالشروُ ُىذه ُفيُتعريفُالمرشحةُمنُالملاحظُأنّ وذلكُلأنُّطُالواردة
  e)1(4ُُ ُخطأ ُفإنّ ُنختارُوعميو ُعممياً ُأننا ُإلا ُينعدم, ُلن ُالحالة ُىذه ُفي ُالاقتطاع

4)1()(بحيثُيتحققُأنُّ MO  ُُُُحيث,Mُعمىُولتوضيحُتأثيرُىذهُالمرشحةُُ,ٖدقةُالآلة
ُلتذبذ ُالموافقة ُالبيانية ُسنعرضُالخطوط ُفإننا ُجبس ُظاىرة ُبات ُفترشيح ُلتابع ُالمنشارورييو

ُ:المعرّفُبالعلاقة

                                                             
3

 لكمبٌوتر ثابتخطأ التدوٌر 
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












2;      2

;0               
)(

xx

xx
xf ُ

ُ.مختمفةوذلكُباستخدامُمرشحاتُأسيةُمنُمراتبُ

ُ
(aُتقريبُفورييوُالغيرُمرشحُ,ُترشيحُتابعُالمنشارُباستخدامُالمرشحةُالأسيةُمنُالمرتبة) 

(b(ُ,ُالثانية)c(ُ,ُُالسادسة)dُالعاشرة)ُ
ُ(ٖ-ٗالشكلُ)

وتبينُىذهُالخطوطُالتحسنُالذيُيطرأُعمىُتقريبُفورييوُعندُاستخدامُالمرشحةُالأسيةُإلاُأنّياُُ
ُتبينُفيُالوقتُنفسوُأنُّالأثرُالسمبيُليذهُالظاىرةُلاُيزولُنيائياً.

ُالتُّ ُمدىُالدقة ُالمنشارولمعرفة ُتابع ُترشيح ُعند ُعمييا ُالمرشحاتُالأسيةُباُيُحصمنا ستخدام
ُالسابقةُفإنناُسنعرضُالخطوطُالبيانيةُلمخطأُالنقطيُفيُكلُحالةُمنُالحالاتُالسابقة.
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ُ ُالنقطي aُ)الخطأ ُفورييو ُتقريب )ُ ُالمنشارُالغير ُتابع ُترشيح ُعند ُالنقطي ُالخطأ ,ُ مرشح

 (ُالعاشرة.d(ُالسادسةُ,ُ)c(ُالثانية,ُ)bباستخدامُالمرشحةُالأسيةُمنُالمرتبة)

ُ(ٗ-ٗالشكل)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
 :(Vandevenfilter)ُمرشحة فانديفن( 4

ُبالعلاقة:Pُفانديفنُمنُالمرتبةُُمرشحةُتُعطى

ُُُُُُُ 
 

 











0

1
5 )1(

!1

!12
1)( dttt

P

P Pُ(...ٗ-ٖٔ)ُ

يمنُمنُالواردُفيُالطرفُالأAُأنّياُتُمكنناُمنُتصغييرُالثابتُفيُىذهُالمرشحةُُوتكمنُأىمية
ُ(.ُٕٕ-ٗالعلاقةُ)

ُُفانديفنُوالجديرُبالذكرُأنُّ ُالأسيةُُمن[19] بيّنُأنّو الممكنُالحصولُعمىُتقاربُمنُالرتبة
التقريبُتتناسبُطرداًُمعُرتبةُُبعيداًُعنُنقطةُالانقطاعُلتابعُتحميميُقطعيُوذلكُبجعلُدرجة

ُ.مرشحتو
ُ
ُ
ُ
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ُليكنُلديناُالتابعُالمعرّفُبالعلاقة:

   ُُُُُُُ   )(cos)( 5.0,5.0 xSinxf   

ُحيثُ:
ُُُُُُُُ 

 
 









5.0,5.0;0

5.0,5.0;1
5.0,5.0

x

x
 

ُ

ُ ُأجل ُمن ُالتابع ُليذا ُفورييو ُتقريب ُمن ُلكل ُالبيانية ُالخطوط ُيمي 200Nُسنعرضُفيما
ُخلالُ ُمن ُويمكن ُالرابعة ُالمرتبة ُمن ُفانديفن ُالمرشحة ُباستخدام ُلو ُالموافق ُالطيفي والترشيح
الشكلُملاحظةُأنُّأثرُظاىرةُجبسُالمتمثلُبالنتوءاتُيقلُباستخدامُالترشيحُالطيفيُإلاُأنّوُلاُ

ُيزول.ُُ

ُ
 200Nتقريبُفورييوُُمنُالدرجةُ

200Nُُُفورييوُالطيفيُمنُالدرجةُترشيحُ
 فانديفنُمنُالمرتبةُالرابعةُمرشحةُباستخدام

ُ(٘-ٗالشكلُ)
لتقريبُفورييوُوذلكُمنُخلالُلوغاريتمُُيبينُلناُالدقةُالتيُتعطيياُمرشحةُفانديفنفأمّاُالشكلُالتاليُ

ُالخطأُالنقطي
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 (مقارنةُبينُخطأُفورييوُوخطأُترشيحُفورييو)(ٙ-ٗالشكلُ)

 
منُأجلُتوضيحُالتحسنُالّذيُيطرأُعمىُمجموعُفورييوُعندُترشيحوُفإنناُسنستعرضُفيماُيميُ

ُمنُخلالُبرنامجُالـ ُببرمجتو ُمن ُقمنا ُبينُُ Mathematicaجدولًا ُفيو ُتقريبيُفورييوُقارنا دقة
ُذيُتُعطىُقاعدةُربطوُبالشكل:لمتابعُالُُّوالترشيحُالطيفي

 
 









1,0;      

0,1;1
)(

xx

xx
xf 

ُعمماًُأنُّالمرشحةُالمستخدمةُىيُمرشحةُالتجيب.

ُترمزُإلىُخطأُفورييوُالنقطيُ FE ترمزُإلىُتقريبُفورييوُوُ FAيجدرُالإشارةُإلىُأنُّ

ُُُُُُُُُ
ُ()مقارنةُبينُدقةُالترشيحُالطيفيُوتقريبُفورييو(ٔ-ٕالجدولُ)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

ُ

الخطأُالناتجُ
عنُتقريبُ
 فورييو

الخطأُالناتجُ
عنُترشيحُ
 تقريبُفورييو
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 (:Reprojection methods)طرائق إعادة الإسقاط الطيفي. 2-ٗ
ُ:[1,10,16,20](Direct Spectral Reprojectionُ)المباشر  إعادة الإسقاط الطيفي .4-2-1

بفرضُلديناُتابعُ 1,12 Lfُتحميميُعمىُأيُمجالُجزئي   1,1, baُُ,ولتكن )(xk

ُبالنسبةُإلىُجداءُداخميُما.ُأساس
بدلالةُالأساسfُلمتابعُُالموافقُالمستمرالطيفيُإنُّالنشرُ )(xk:ُيُعطىُبالعلاقة

ُُُُُُُُُُُُُُ  )(,)(
0

xfxf k

N

k

kN 


ُ(...ٗ-ٖٕ)ُ
ُوبفرض:

ُُُُُُُُُُُُُُُ  Cf k , (...ٗ-ٖٖ)ُ
ُ.kمستقلُعنCُحيثُُ

ُُُُُُُُُُُُُ0)()(lim 


xfxf N
N

 (...ٗ-ٖٗ)ُ
وذلكُتقريباًُفيُكلُمكانُمنُالمجال 1,1.ُ

يعانيُمنُظاىرةُجبسُُ(ٕٖ-ٗالطيفيُالمعطىُبالعلاقةُ)أنُّالنشرُُوجدناُفيُالفصلُالسابق
ُُعند فيُالمجالُلمتابعُانقطاعنقاطُوجود 1,1ُ ُتُسببُالتقاربُبيُّوُ, ُالظاىرة ُىذه ُكذلكُأنّ نا

ُوُ ُالطيفي ُلمنشر ُىذهذلالبطيء ُلمثل ُالشاممة ُالطبيعة ُنتيجة ُتعيينُُاتالتقريبُك ُيتم ُأنّو إذ
نُحتُُّالتقريبُمجالعمىُكاملُالمعاملاتُبالتكاملُ ُ.طُانقطاعاعمىُنقُتضمنىُوا 

درجةُعاليةُلfُشروطُمعينةُمنُتقريبُالتابعُوفقمكنناُفيُىذاُالجزءُمنُبحثناُإجرائيةُتُُسنقدمُ
ُمجالُ ُأي ُعمى ُوذلك ُالدقة من   1,1, baُُال ُقدُيكون ُنكون ُوبذلك ُعميو, ُتحميمياً تابع

ُمنُظاىرةُجبس ُالإسقاطُالطيفيُالمباشر,ُتخمصنا ُالإجرائيةُاسمُإعادة ُيُطمقُعمىُمثلُىذه
ُ.(RPويرمزُلياُبـُ)

ُحولُالخطوتينُالآتيتين:ُورزميةُإعادةُالإسقاطُالمباشرُتتمحإنُّخوارُُ
فُالمتغيرُالموضعييعرُ(ُتٔ 1,1ُُباعتمادُالتحويل:وذلك 

ُُُُُُُُُُُُ













ab

ax
21 ُ

بحيثُإذاُكان bax ,ُُّفإن 1,1.ُ
ُتعريفُالتطبيق:ُيكافئُلممتغيرُالموضعيُوىذاُالتعريف

ُُُُُُُُُ
   

















ab

ax
x

ba

21)(

1,1,:





 (...ٗ-ٖ٘)ُ

(ُعمىُالمجالٕٖ-ٗالمعطىُبالعلاقةُ)Nfُنقومُبإعادةُنشر(ُٕ   1,1, baُقاعدةُُباستخدام
كنتولُجديدة )( 

kُ, ُ,ُُبالعلاقة:ُالجديدُالنشرعطىُحيثُيُُمعاملُحدودياتُجيجينبار
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ُُُُُُُُُُ  ))((,)(

0

xfxf k

N

k

kNN  


 


ُُُُُ (...ٗ-ٖٙ)ُ

ُمثبتو.ُوذلكُمنُأجلُكل
ُالجديدةُ ُالقاعدة إنّ )( 

k
ُىيُإلاُُ ُقبلُقميلُما ُإلييا ُمنُالتوابعُالمتعامدةُالتّيُأشرنا أسرة

بالنسبةُإلىُجداءُداخميُماُوليكنُُالمنظمة 


.,..ُ
يتقاربُفيُالمجال(ُٖٙ-ٗفيُالعلاقةُ)ُبناؤهإنُّالنشرُالجديدُوالّذيُتمُّ ba تقاربُوفقُمعدلُُ,

ختيرتُالقاعدةُالجديدةُأسيُإذاُا )( 
k

بالنسبةُلمقاعدةُمكممة جبسبحيثُتكونُُ )(xk.ُ
 :)مكممة جبس((3-4تعريف)

ُالأسرة ُعن ُيُقال )( 
kُُجب ُمكممة ُللأسرةُ(Gibbs' Complementaryس)إنّيا ُبالنسبة

 )(xkُ:ُإذاُتحققتُالشروطُالثلاثُالآتية
 (:Orthonormality)ُالتعامد (ٔ

ُُُُُُُُُُ  lklk 


 )(,)( (...ٗ-ٖٚ)ُ
ُمثبتو.ُكلُوذلكُمنُأجل

 (:Spectral Convergence)ُالتقارب الطيفي (ٕ

ُ ُالطيفي ُالنشر عإنّ ثgُُُ)(لمتاب 11حي  ـ ُل ُوالموافقة ,bxa ,ُُالأساس بدلالة
 )( 

kُكلُيتقاربُوفقُسرعةُتقاربُأسيةُوذلكُمنُأجلُ:ُمثبتوُأي
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 (:Gibbs Condition)ُشرط جبس (ٖ

Nبحيثُإذاُكان1ُعددُيوجد ُ:ُفإنّوُيتحقق

ُُُُُُُُُُ 

1,,                          

)(max))((,)(
11




























lNk

k

N
x lkk (...ٗ-ٖٜ)ُ

التّيُتبينُأنُّالنشرُالجديدوُُالأساسيةُفيُىذاُالجزءُمنُبحثناُالنظريةنستعرضُالآنُ
Nfُُبدلالة

وذلكُفيُكلُمكانُمنُالمجالNُفيُأسياfًُُمكممةُجبسُيُقربُالتابعُالأصميأساسُ ba ,.ُ
ُ:(4-4مبرىنة)

ــــــابعُ ــــــديناُت بفــــــرضُل 1,12 Lfُــــــي ــــــيُعمــــــىُأيُمجــــــالُجزئ تحميم   1,1, baُ,ــــــرض وبف
 )(xkُأســــــرةُمتعامــــــدةُمنظمــــــةُبالنســــــبةُإلــــــىُالجــــــداءُالــــــداخمي .,.ُــــــ ــــــقُكــــــلُمــــــنُذيُيُُالّ حق
بفـــرضُلـــديناُالأســـرةُُأيضـــاًُ(ُوُٖٗ-ٗ(ُ,ُ)ٖٖ-ٗالعلاقتـــين) )( 

kُُيُتشـــكلُقاعـــدةُجـــبسالتـّــ
ـــةُبالنســـبةُلمقاعـــدة ُالمكمم )(xlُُُحيـــثN ُُذاُفرضـــناُبالإضـــافةُإلـــى ذلـــكُتحقـــقُكـــلُوا 

ُالعلاقة:
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ُُأنّ:ُلدينافإنّوُينتجُ
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ُفإنّوُينتجُلدينا:عمىُخواصُالقيمةُالمطمقةُ
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ُ

ُبأخذُالقيمةُالعظمىُلكلُمنُطرفيُالتراجحُالسابقُينتجُلدينا:
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ُأنُّ ُالمجالfُالتابعُبما تحميميُعمى ba ُالتقاربُالطيفيُيعنيُُ, ُشرط ُفإنّ ُالنشر بدلالةُأنّ

ُتقاربُبشكلُأسيُأيُ:الأساسُالجديدُي
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

kNff ,ُُفإنّوُيكفيُُعميوو
ُ(.ٕٗ-ٗمناقشةُالحدُالثانيُمنُالطرفُالأيمنُمنُالعلاقةُ)

ُٖٖ-ٗوبتطبيقُالعلاقاتُ) ُو)ٜٖ-ٗو)( ُعمىٓٗ-ٗ( )ُُ ُ)ــــــــــــــالثانيُمنُالعلاقالحد (ُٕٗ-ٗة
ُالحدُبالشكل:ُىذاُيمكنُأنُيُصغر
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ُ:المطموبُأيُوبناءًُعميوُينتج
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  0;          ))((,)(max
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
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ُ:نتيجة ىامة
الّذيُبالنسبةُلقاعدةُالنشرُُإذاُأمكنُإيجادُقاعدةُمكممةُلجبسُالتخمص من ظاىرة جبسيمكنُ

ُيتقاربُببطءُنحوُالتابعُالأصميُوبشكلُغيرُمنتظمُفيُجوارُنقطةُالانقطاع.
 :( 5-4)مبرىنة

ُأساسُجبسُالمكملُلأسسُالتقريباتُالطيفية.ىوُُجيجينبارإنُّأساسُ
ُ:ملاحظة
النشرُالطيفيُفإنّوُيُطمقُعمىُُقاعدةُلأساسُجبسُالمكملأساسُكُجيجينبار أساسُيُعتمدعندماُ

ُ.(GRP)يُيُرمزُلياُبـُالتُُّجيجينبارطريقةُإعادةُالإسقاطُاسمُإعادةُبناءُ
 الإثبات:

ُالمبرىنةُإثباتُيقوم ُننتقلُفيُالجزءُجزأُعمىُىذه ُثمّ ينُندرسُفيُالجزءُالأولُأساسُفورييو
ُ.جيجينبارأساسُالثانيُإلىُ

ُ
 (:Fourier Base) الحالة الأولى: أساس فورييو

ُمنُالمعمومُأنُّأساسُفورييوُيُعطىُبالعلاقة:
 kex xki

k -;          
2

1
)(  (...ٗ-ٖٗ)ُ

ُإنُّأساسُجبسُالمكملُلأساسُفورييوُالسابقُيُعطىُبالعلاقة:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُ  )(

1
)(  




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h

 (...ٗ-ٗٗ)ُ

ُحيثُ:
)(

kC ُُجيجينبارحدوديات
 khُمعاملُالتنظيم.ُ

إنُّالجداءُالداخميُ 


ُفُبالشكل:يُعرُُّ.,.
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(ُ ُبالعلاقة ُالأساسُالمعطى ُأنّ ُأنُٗٗ-ٗلإثبات ُيجب ُفورييو ُلقاعدة ُجبسُبالنسبة ُمكممة )
ُ(.ٖ-ٗنتحققُمنُالشروطُالثلاثُالواردةُفيُالتعريفُ)

 شرط التعامد:
ُ:أنُُّينتجُلديناُومعاملُالتنظيمجيجينبارُُبالاعتمادُعمىُتعريفُحدوديات
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ُالمجالعمىُأنُّىذهُالحدودياتُمتعامدةُأيُ 1,1ُبالنسبةُلتابعُالوزن  2
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x.ُ
 شرط التقارب الطيفي:

ُالعلاقة:ُبرىانُصحةإنُّإثباتُىذاُالشرطُيعنيُ
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 افتراض:
ُالفرضُالتالي:منُإضافةُُدُّبُُجحُالأخيرُفلاالتراُصحةُحتّىُنستطيعُبرىان

ُ:0kبحيثُيتحققُمنُأجلُكلCُُ)(و1ُيوجدُثابتُ
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ُ ُالمجالُُحيثُ ُنقاط ُبين ُالمسافة تمثل 1,1ُُُلمتابع ُشاذة ُنقطة ُالمستويfُُوأقرب في
ُ.العقدي
 :(3-4)توطئة

ُتحققُالتراجحُالتالي:جيجينبارُُإنُّمعاملاتُنشر
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)2/1()2()2(

)2(
2

1
)(

ˆ























kh

kC

f
k

k

k (...ٗ-٘ٓ)ُ

ُإذاُتحققُالافتراضُالسابق.
 الإثبات:

 بالعلاقةُالآتية:يُعطىُجيجينبارُدريغزُلحدودياتُوُصيغةُرُُبيّناُفيُالفصلُالسابقُأنُّ
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ُ:وبمكاممةُطرفيُالعلاقةُالأخيرةُينتجُلدينا
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ُفإنُّالمساواةُالأخيرةُتؤولُإلىُالتراجحُالآتي:ُالمطمقةُوبالاعتمادُعمىُخواصُالقيمة

  dx
dx

xfd
xkG

hk
f

k

k
k

k

kk 







1

1

2

1
2 )(

1),(
!2

1ˆ 



  ُ

ُ(ُفيُالتراجحُالأخيرُنتجُلدينا:ٜٗ-ٗوبتعويضُالعلاقةُ)

ُُُُُُُُُُُُُ
 

  dxx
h

CkG
f

k

k

kk 







1

1

2

1
21

2

)(),(ˆ 







ُ(...ٗ-ٖ٘)ُ

ُ:وبملاحظةُأنُّ

ُُُُُُُُُُُ 
   

























kk

k

dxx
k 2

1

1

1

1

2

1
2ُُ

ُبالشكل:ُ(ٖ٘-ٗ)ُفإنّوُيمكنُكتابةُالعلاقة

ُُُُُُُُُُُ
  )()(2

2

1
)(),(

ˆ























kkh

kCkG

f
k

kkُُ
ُ(ُفيُالتراجحُالأخيرُيصبحُلدينا:ٕ٘-ٗبتعويضُالعلاقةُ)
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 

    )1(22

)(2
2

1

ˆ























kh

Ck

f
k

kk ُ
ُوىوُالمطموب.

  :(4-4)توطئة
ُنبارُتحققُالتراجحُالتالي:يمعاملاتُنشرُجيجإنُّ

 

    )(22

)(2
2

1

)1(ˆ)(ˆ



















k

Ck

LCfxCf
kkkkk (...ٗ-٘ٗ)ُ

  .و k ثابتُمستقلُعن L حيثُُ
 الإثبات:
ُنعممُأنّ:

ُُُُُُُُُُُُ




kkk h

k
ACxC


 )1()( ُ

ُينتجُلدينا:ُ(ٓ٘-ٗوبناءًُعميوُوعمىُالعلاقةُ)

            

 

    )(22

)(2
2

1

)1(ˆ)(ˆ




















k

Ck

ACfxCf
kkkkkُُ

ALوبفرضُ ُ:ُتصبحُالعلاقةُالأخيرةُبالشكل

ُُُُُ
 

    )(22

)(2
2

1

)(ˆ



















k

Ck

LxCf
kkkُُ

ُوىوُالمطموب.
ُفُالمقدار:لنعرُّ

ُُُُُُُ
 

    )(22

)(2
2

1


















k

Ck

LB
kkُ(...ٗ-٘٘)ُ

ُ:1منُالواضحُأنُّالمقدارُالسابقُيحققُالتراجحُالآتيُوذلكُمنُأجلُ

ُُُُُُ
   

















k

k

k

k

B

B

k

k

2

2

2

21 (...ٗ-٘ٙ)ُ

ُ(:ٛٗ-ٗالمعطىُبالعلاقةُ)ُالتراجحُلنبرىنُالآن
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 

q

q

N

Nk

k

k

Nk

k
x

k

Nk

k
x

k

N

k

k
x

N

N
BB

Cf

xCfxCfxf













































0

1

1

1

111

111011

2

2
                                          

)1(max                                          

)(max)()(max









 (...ٗ-٘ٚ)ُ

0Nُمتسمسمةُىندسيةُمتقاربةُمنُأجلُمنُالواضحُأنُّالحدُالأعمىُلمعلاقةُالأخيرةُماُىوُإلا
ُوبناءًُعميو:

ُُُُُُُ
  N

N

N

NN

N
q

q

)(2

)(2

2
1

1

2

2

0







 
























 ُ

ُ(ُإلىُالتراجح:ُٚ٘-ٗوعميوُتؤولُالعلاقةُ)

 
 

N

N
B

N

N
BxCfxf N

q

q

Nk

N

k

k
x





 













 










2

2

2
)()(max 1

0

1

011

 ُ

ُصبحُالتراجحُالسابقُبالشكل:بماُيساويياُي1NBُوبتعويض

 

  )1()2(2

)21(
2

1
)(2

)()(max
1

011 






















NN

NCN

LxCfxf
Nk

N

k

k
x

 ُ

     ;0وبجعلُ  Nُُُبالاستفادةُمنُصيغةُسترلينغُيصبحُلدينا:و
 

  











 


 121

21

011 12

21
;             )()(max qqAxCfxf N

k

N

k

k
x

 (...ٗ-٘ٛ)ُ

ُ.1qفإنّوُيتحقق1ُُوبماُأنُُّ
ُوعميوُفإنُّالشرطُالثانيُمنُمكممةُجبسُمحقق.

 ملاحظة:
بافتراضُأنُّالتابعُتحميميُعمىُكاملُالمجاللقدُبرىناُصحةُالشرطُالثانيُ 1,1ُُفإذاُلمُيكن

ُالتابعُتحميميُعمىُكاملُالمجالُيجبُأنُنجريُتغييراًُفيُالمتحولُبالشكل:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
2

2

ab

ab











 

ُحيثُ:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ   

 



)(

,1,1:

x

bax 
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ُ:)خطأ التنظيم( (4-4)تعريف
ُيُعطىُخطأُالتنظيمُبالعلاقة:

ُُُُُُُُ)()(max),(
0

 


k

m

k

k
ba

CffmRE 



ُ(...ٗ-ٜ٘)ُ

ُنجدُأنّ:(ُٛ٘-ٗ(ُفيُالعلاقةُ)ٜ٘-ٗبتعويضُالعلاقةُ)

   ُُُُُُُُُُُُُُmqAmRE ),( ُ
 شرط جبس:

 :أنّوُينصُعمىوجدناُمنُتعريفُمكممةُجبسُأنُّشرطُجبسُ
Nبحيثُإذاُكان1ُعددُيوجد ُ:ُفإنّوُيتحقق

ُُُُُُُُُُُُ 

1,,                     

)(max))((,)(
11




























lNk

k

N
x lklُ(...ٗ-ٙٓ)ُ

ُ
ُوبتعويض:

    
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُ kex xki

k -;          
2

1
)( ُ

ُُُُُُ  )(
1

)(  




l

l

l C
h

 

ُ(ُتصبحُبالشكل:ٓٙ-ٗفإنُّالعلاقةُ)

  

ُُُُُُُُُُُ   

    10,,       

1

1

1

)(2

1
2



























NlNk

k

N
dCex l

xki

ُ(...ٗ-ٙٔ)ُ
ُ

التكاملُالواردُفيُُبرىنُعمىُأنُّيُُأيُأنُّإثباتُشرطُجبسُيعنيُإثباتُصحةُالعلاقةُالأخيرة,ُ
ُ:[21]الطرفُالأيسرُمنُالتراجحُالسابقُيُعطىُبالعلاقةُالصريحةُالآتية

    )()(
2

)(1

1

1

)(
2

1
2 


 




kJli

k
hdCex l

l

ll

xki

















 (...ٗ-ٕٙ)ُ

abحيثُ:ُ ُ
)(xJ vُُتابعُبسلُمنُالنوعُالأولُمنُالمرتبةvُ.ُ

ُعمىُأنُّتابعُبسلُيحققعمىُصيغةُسترلينغُوُُبالاعتماد
0,           1)(  vxxJ v 

منُأجلُوذلكُينتجُأنُّشرطُجبسُمحققُ
27

2
 .ُ

ُ
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  [26 ,25 ,24 ,23 ,22 ]أساس جيجينبارالحالة الثانية: 
 يُعطىُبالعلاقة:ُجيجينبارمنُالمعمومُأنُّأساسُحدودياتُ 

 )(
1

)( xC
h

x l

l

l



  (...ٗ-ٖٙ)ُ

ُالسابقُيُعطىُبالعلاقة:Gegenbaureُإنُّأساسُجبسُالمكملُلأساسُ
  )(

1
)(  




k

k

k C
h

 (...ٗ-ٙٗ)ُ

ُحيثُ:
)(),(  

kl CCُُحدودياتGegenbaureُ

kl hh ُ.التنظيمُتمعاملاُ ,

إنُّالجداءُالداخميُ 


ُيُعرفُبالشكل:ُ.,.
ُُُُُُُ 









1

1

2

1

2 )()(1),( 


 dgfxgfُ(...ٗ-ٙ٘)ُ

يجبُأنُُجيجينبار(ُمكممةُجبسُبالنسبةُلأساسُٗٙ-ٗلإثباتُأنُّالأساسُالمعطىُبالعلاقةُ)
ُ.سابقاًُ(ُوذلكُكماُفعمناُٖ-ٗالواردةُفيُالتعريفُ)نتحققُمنُالشروطُالثلاثُ

ُالجزءُالأولُمنُالبرىانومناقشةُذلكُوردتُفيُُيُالتعامدُوالتقاربُالطيفيُمحققان,إنُّشرط
ُإلىُالتراجح:ُالحالةُذيُيؤولُفيُىذايبقىُبرىانُشرطُجبسُالُُّوعميوُفإنّوُ

   

10,,            

))((1
1

1

1

2

1
2





























NkNl

l

N
dCxCx

h
kl

l
 (...ٗ-ٙٙ)ُ

ُالاعتماد ُ)ُلاُيمكنُىنا ُفيُالعلاقة ُلمتكاملُالواردة ُالصريحة ُولإتمامُُ(ٕٙ-ٗعمىُالصيغة ,
ُ ُبإيجاد ُ)البرىانُسنقوم ُفيُالعلاقة ُلمتكاملُالوارد ُتراجعية ُالأمرُالُّٙٙ-ٗصيغة ذيُسيسمحُ(

ُفيماُيأتيُتفصيلُكلُذلك.سيردُوNُُوlُوذلكُبتغير0ُإلىُبإنقاص
ُالتالي:ُالترميزعتمدُلمتبسيطُسيُُ

ُُُُُُُُُ   
dCxCF kl

k
l )())((1

1

1

2

1
2,







 (...ٗ-ٙٚ)ُ

ُ(:5-4)توطئة 
ُ:الترميزإذاُاعتمدناُ

ُُُُُُُُُُُ
),(

,

,

kG

F
I

k

lk

l



 ُ(...ٗ-ٙٛ)ُ

ُحيثُ:
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ُُُُُُُُ
 






















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)2(!2
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2

1
1
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





kk

k

kG
k

k

ُ(...ٗ-ٜٙ)ُ

ُالعلاقةُالتراجعية:عندئذٍُتتحققُ

 
 











 






1

1
;           

2

1 1,1

1
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1

,

l
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l
I k

l

k

l

k

l





ُ(...ٗ-ٚٓ)ُ

 الإثبات:
ُلدينا

ُُُُُُُُُُُُُُ
),(

,
,

kG

F
I

k
lk

l





ُُ

 وعميو

   
    






 dCC
d

d
C

lkG
I llk

k
l 












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1

11
2

1
2, )()()(1

2

1

,

1
 ُ

ُبالمكاممةُبالتجزئةُنجد:

   
   

   
 

 
   

   
   































































1

1

11
1
1

2

3
2

1

1

11
1
1

2

3
2
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1

1

2

1
2,

)()()(1
1,12

1
      

)()()(1
1,1

,

2

1

,

1
      

)()()(1
2

1

,

1




















dCCC
kGl

dCCC
kG

kG

lkG

dCCC
d

d

lkG
I

llk

llk

llk
k

l

ُوبناءًُعميو:

   
 

     

 
 1,1

1

1,1

1

1,1

1

1,1

1

1,1

1

1,1

1

,

2

1
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
















































k

l

k

l

k

l

k

l

k

l

k

l

k

l
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l

kG

F
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F

l

FF
kGl

I













 

ُ

ُوىوُالمطموب.
 :(6-4)ةتوطئ
kإنُّ

lI ,ُُُالتراجعية:يحققُالعلاقة
ُُُُ ljI

l

jl
I

jkj
P

jlPjlj

k
l ,min;         max

)1(

)1( ,, 


  








 (...ٗ-ٚٔ)ُ

ُ:الإثبات
ُ:0jنتحققُمنُكونُالعلاقةُصحيحيةُمنُأجل
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k
l

k
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k
P

pl

k
l

k
P

lPl

k
l

k
P

lPl

k
l
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I
l

l
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I
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,
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?

,

0,0

000

?
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max
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)1(

)1(

max
)1(

)01(







































 

ُ

ُ.0jوعميوُفإنُّالعلاقةُمحققةُمنُأجل
0jjمنُأجلنفرضُأنُّالعلاقةُصحيحيةُ ُ:ُأي

 ljI
l

jl
I

jkj
P

jlPjlj

k
l ,min;             max

)1(

)1(
0

,0, 00

000




  








 ُ

10لنبرىنُأنُّالعلاقةُصحيحةُمنُأجل  jjُ:ُبمعنىُأنناُنريدُأنُنبرىنُصحةُالعلاقة

ُُُُ
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
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
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ljI

l

jl
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jlPjlj

k
l 



  ُ

ُلديناُفرضاًُ
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 
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0
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0
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2

1
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1,min;             max
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








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
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





jkj
P
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P
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P
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k
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
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
























ُوىوُالمطموب.
ُ:[24](7-4)ةتوطئ

ُنجدُأنّ:lُمنُأجل

ُُُُُُُُُُُُُُُُ 

 






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



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l

l
AF k
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)(,ُ(...ٗ-ٕٚ)ُ

12يتزايدُمعُتزايدAحيثُُ l.ُ
ُ:(8-4ة)توطئ

Nmkمنُأجل ُوNl ُ:ُلدينا

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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  









lm

m
AF

m

m

k

l

1

2

2
2

,




 (...ٗ-ٖٚ)ُ
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12يتزايدُمعُتزايدAحيثُُ lُ
ُ:الإثبات

ُ(ٕٚ-ٗلديناُمنُالعلاقة)

ُُُُُُُُُُُُُُُُ 

 


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
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


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ُ:فإنناُنستطيعُأنُنكتبkُبناءًُعمىُالاطرادُبالنسبةُلـ
ُُُُُ 

)2(!)(

22)()(,














ml

ml
AF k

l ُ

ُبالاعتمادُعمىُصيغةُسترلينغُفإنُّالعلاقةُالسابقةُتصبحُبالشكل:

ُُُُُ 

  







2)2(

)2()2(
,

2

22)(



 


eemel

emeel
AF

mmll

mmll
k

l ُ

ُوبالاصلاحُينتجُلدينا:
 

  









lm

m
AF

m

m

k

l
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2

2
)2(

,




 ُ

ُوىوُالمطموب.
ُالأخيرةُيتبينُأنُّشرطُجبسُمحقق.ُلتوطئةوعميوُومنُا

ُسنقدمُخطأ الاقتطاعمنُاستعراضُُلناُلابدُّفُالآنُأمّا ىيمُمنُالمفاُاًُعددُمنُأجلُذلكُفإننا
ُ.الضروريةُلصياغةُىذاُالخطأ

بدلالةُالأساسNُالطيفيُمنُالدرجةُالنشرُإنُّ k1الموافقُلتابعLf ُُّفُعمىُالمجالمعر
 1,1ُ:ُيُعطىُبالعلاقة

ُُُُُُُُُُُُُُ)()(
0

xfxf l

N

l

lN 


 (...ٗ-ٚٓ)ُ
ُحيثُ:

                      
 ll ff ,ُُ

ُنشرُ 1Lfالموافقُلتابعmُُمنُالدرجةُالطيفيُجيجينباروعميو ُُّالمجالُفُعمىمعر 1,1ُ
ُيُعطىُبالعلاقة:



97 
 

ُُُُُُُُُُُُُُُ
)(ˆ)(

0

xfxf l

m

l

lm 


 ُ
ُحيثُ:
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 
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
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Ch ll (...ٗ-ٕٚ)ُ

1Lfالموافقُلتابعُُالطيفيُجيجينبارُنشرُلمحصولُعمى ُُعمىُالمجال   1,1, baُُُُدُّلاب
ُ(,ُبالشكل:ٖ٘-ٗلناُمنُتعريفُمتغيرُموضعي,ُوىوُالتابعُالعكسيُلمتابعُالواردُفيُالعلاقةُ)

ُُُُُُُُُُُُُ   
 



)( 
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baxُُ
ُحيثُ:

ُُُُُُُُُُُُُُ2
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









 ُ

وعميوُيصبحُالنشرُفيُالمجال   1,1, baُ:ُبالشكل
ُُُُُُُُُُُ)(ˆ)(

0

 
l

m

l

l Cff 

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ُحيثُ:ُ
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 dfC
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f l

l

lُ(...ٗ-ٖٚ)ُ

ُالموافقُلمنشرُالطيفيُالمعطىُبالعلاقةُُجيجينبارُكماُأنُّمعاملاتُنشر

ُُُُُُُ
 






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g Nl

l

l (...ٗ-ٚٗ)ُ

 :(Truncation error) )خطأ الا قتطاع( (5-4)تعريف
ُبالعلاقة:ُخطأُالاقتطاعيُعطىُ

ُُُُُُُ 




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l

lll CgfNmTE
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)(ˆˆmax),,,(  


ُ(...ٗ-ٚ٘)ُ

 (:6-4)مبرىنة
ُالمعرُُّأنّوُبفرض ُالاقتطاع ُخطأ ُ٘ٚ-ٗ)ُبالعلاقةُفلدينا Nوبفرض( وNm ُ
1,0حيثُُ  ُ:ٍُعندئذ
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 ُ:ُفإنُّالعلاقةُالسابقةُتصبحُبالشكل
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




















 

ُُ:العلاقتينينتجُمنُُالأخيرُإنُّالتراجح
1Lfإذاُكانُ (ٔ ُُّفإنAf k ˆ 
ٕ) 11-        )1()(  xCxC ll

 
ُ:أنُُّنجدُفإننا1Nُىوُالحدُالأولُالموافقُلـُُاًُواحدُاًُمسيطرُُاًُيممكُحدنُّالمجموعُالثانيُبماُأ

   
dCCANmTE Nl )()(1),,,( 1

1

1

2

1
2  







 
ُ

ُ(ُتصبحُالعلاقةُالأخيرة:ٛ-ٗوبالاعتمادُعمىُالتوطئةُ)

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 

  m

m

m

m

N
ANmTE











2

21
),,,( 

2


 ُ

Nباختيارُ ُُوNm ُ:ُيصبحُخطأُالاقتطاعُبالشكل
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
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
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
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
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ُ

 .وىوالمطموب
ُ(:2-2مثال)

ُن:ليكنُلديناُالتابعانُالتاليا

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
















12/1;2

2/12/1;5

2/11;2

)(

3

2

23

1

xx

xx

xxx

xf 

 

 

 

 
 

 

 

































143.0  ; 43.05.0

43.033.0  ;43.030

33.023.0  ;23.05

23.023.0;0529.05

23.033.0;23.010

33.043.0;43.040

43.01     ;            43.0

)(

2

2

2

2

2

2

2

2

xx

xx

xx

xx

xx

xx

xx

xfُ

ُمعاُمعاملا512Nًُُو256Nعطيناُوبفرضُأُُ ُالتابعينُمن ُمن ُلكل ُالموافقة ملاتُفورييو
بحيثُنحصلُعمىُتقريبُلاُجيجينبارُعندئذٍُيمكنناُإعادةُبناءُتقريبُفورييوُباستخدامُأساسُ

ُ.يعانيُمنُظاىرةُجبس
والخطأُنيةُلتقريبُفورييوُوُإعادةُبنائوُالخطوطُالبيابينُالأشكالُالبيانيةُالآتيةُقارناُمنُخلالُُ

ُالبناءُالموافقةُلكلُالتابعين.المرتكبُعندُإعادةُ
ُبنائوُتظيرُالخطوطُالبيانيةُلفيُالعمودُالأيمنُ عادة ُالمرتكبُالموافقةُتقريبُفورييوُوا  والخطأ

512Nُو256Nُوذلكُمنُأجل1fُُلمتابعُ ُالعمودُالأيسرُفيعرض, الخطوطُالبيانيةُُأمّا
عادةُبنائوُوالخطأُالمرتكبُالموافقةُلمتابعُ ُ.512Nو256Nُمنُأجل2fُلتقريبُفورييوُوا 
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ُ:الخطأُالنقطيُىيُودراسةيُاخترناىاُعندُإعادةُالبناءُالوسطاءُالتُّ

ُفييُتوافقُالخطأُالمرتكبُعندُتقريبُفورييو.المتقطعةُُأمّاُالخطوط
يُيكونُتُالتُّالعموديةُعمىُمحورُالسيناتُتبينُمواقعُنقطُالانقطاعُوالمجالاالخطوطُالنقطيةُ
ُفيياُالتابعُأممساً.

يُخمصناُمنُظاىرةُجبسُُجيجينباروبالتدقيقُفيُالأشكالُالبيانيةُيمكنناُملاحظةُأنُّإعادةُبناءُ
ُبدقةُتقريبُعالية.ُ

ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ

6,6  m 256ُفيُحالةNُالنقطيةُعندُدراسةُالخطأُالنقطيُالخطوطُوتوافقيا 
8,8  mُ512ُفيُحالةNُوتوافقياُعندُدراسةُالخطأُالنقطيُالخطوطُالمتصمة 
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ُ

 ُ

ُُ

ُُ
 2fالخطوطُالبيانيةُالموافقةُلمتابع1fُُُُُُُُُُُالخطوطُالبيانيةُالموافقةُلمتابعُُُُُُ
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ُ(ٚ-ٗالشكلُ)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
 :[27,28](Inverse Reconstruction Methodبناء العكسي )الإعادة طريقة .4-2-2

لأخطاءُالتدويرُدفعُالعمماءُإلىُالتفكيرُفيُُالطيفيُقُإعادةُالإسقاطائإنُّالحساسيةُالعاليةُلطرُ
ُصفُجديدُيكونُأقلُحساسيةُليذاُالنوعُمنُالأخطاء.ُ

عنُحدوديةُبحيثُيكونُالباقيُفيُأيُمجموعةُحدودياتُُالبحثُعمىُقُىذاُالصفتقومُطرائ
سقاطُفورييوfُالموافقُلمتابعNfُبينُإسقاطُفورييوُ ُأصغرُماmfُوا  لمحدوديةُالتّيُنبحثُعنيا

يمكنُإيجادُحدوديةُمنُُوبفعلُذلكNPُياتأوُفضاءُالحدودNFُيمكنُوذلكُفيُفضاءُفورييوُ
ُ.اًُأجمياُيكونُخطأُالاقتطاعُوخطأُالتنظيمُمتساويينُالأمرُالذيُيجعلُالتقاربُطيفي

 :يُعطىُبالعلاقةNإنُّنشرُفورييوُمنُالدرجة
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ




N

Nk

xki

kN efxf ˆ)( ُ

ُحيث:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ  






1

1

)(
2

1
),(ˆ dxexfexff xkixki

k
 ُ

 :بالشكلُجيجينبارُوفقُتقريبfُالتابعُُتقريبُيُمكن

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ





0

)(ˆ)(
l

ll xCgxf  ُ

ُحيثُ:
   


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


1
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)(),(ˆ dxxxCxf
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
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ُ

ُكماُيمي:ُجيجينباريمكنُالتعبيرُعنُمعاملاتُفورييوُبدلالةُمعاملاتُ
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(...ٗ-ٚٙ)ُ
ُحيثُ:
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ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ )(
2

1
    

1

1

dxexCW xki

lkl

 





 ُ

ُ.ىذاُالتكاملُيحسبُعددياًُوُ
ُيُبرىنُعمىُأنُّالتكاملُالأخيرُيُعطىُبالعلاقة:ُكماُ
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   
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ُ

ُطاعُالمتسمسمةإعادةُبناءُالحدودياتُالعكسيُيقومُعمىُاقتُإنُّإجرائية
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ ˆˆ

0







l

lklk Wgf ُ

ُومنُثمُحلُجممةُالمعادلاتُالخطية
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُNNkWgf

N

l

lklk ,,;              ˆˆ
2

0




 ُ

ُوعميوُيكونُالتقريب:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ




N

l

llN xCfxS
2

0

)(ˆ)(  ُ

 ملاحظة:
ُ.الطيفيُالحدودياتتقريبُإنُّطريقةُإعادةُالبناءُالعكسيُتتمُبأسموبُمشابوُمنُأجلُ

ُ
 :[30 ,29] الطريقة العكسية لإعادة البناء الموضعي. 4-2-2-1

ُالبناء ُالسابقةُالطريقةُالعامةُلإعادة ُفيُالفقرة ُفيماfُ,تحميميُالعكسيُلتابعُوضحنا ,ُوسنقوم
ُ.يميُبتفصيلُىذهُالطريقةُمنُأجلُتابعُقطعي

12لديناُبفرض Nُمعاملُمنُمعاملُنشرُطيفيُماُلتابعfعمىُالمجالُتحميمي 1,1ُُويعاني
ُالنقطة axُمنُانقطاعُعند ُُُ11حيث  aُ ُالدقيقُلموقعُوُ, ُالتحديد ُتمّ ُقد بفرضُأنّو

ُذيُيُعطىُالنشرُالطيفيُلوُوفقُالعلاقتين:ُ,الfُّيُيُعانيُمنياُالتابعنقطةُالانقطاعُالتُّ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ




N

k

kkN xfxf
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)(ˆ)(  (...ٗ-ٚٚ)ُ
ُحيثُ:
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f k
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k )()()(
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1
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 (...ٗ-ٚٛ)ُ
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ُفإنناُنستطيعُالحصولُعمىُمجالين أحدىماُُ,ليسُبالضرورةُأنُيكوناُمتساوييُالطولُ,عندئذٍ
يقعُعمىُيسارُنقطةُالانقطاعُسنرمزُلوُبـُ aL ,1ُُأمّاُالمجالُالآخرُالواقعُعمىُيمين

سنرمزُلوُبالرمزفنقطةُالانقطاعُ 1,aR .ُ
ُالتابعُتحميميُعمىُكلاُالمجالينُالسابقينُإ ُعمىُالمجالوُنّ ُلو LfُبالرمزLُسنرمز وعمىُ,

ُ.RfبالرمزRُالمجال
ُوُيمكنُتمثيميماُبالشكل:فإنُّ,ُتحميميLf,Rfُبماُأنُّكلاُالتابعين
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ُحيثُ:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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 (...ٗ-ٜٚ)ُ

ُ(ُبالشكل:ٛٛ-ٗعميوُفإنناُنستطيعُكتابةُالعلاقةُ)وبناءًُ
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ُ(ُيمكنُكتابةُالتكاملُالأخيرُبالشكل:ٜٛ-ٗبالاستفادةُمنُالعلاقةُ)
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ُبالشكل:lkL,lkRُوبالاعتمادُعمىُالعلاقةُالأخيرةُفإنناُنستطيعُتعريفُالمصفوفتينُ
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ُبالشكل:تصبحfُُلمتابعُُوبناءًُعميوُفإنُّمعاملاتُالنشرُالطيفي
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ُ ُاللانيائيتين ُالمتسمسمتين ُمن ُإلىُالدرجتينباقتطاعُكل ُالأخيرة ُفيُالعلاقة الواردتين
Rm,

Lmُ
ُُتنتجُُلديناُالعلاقة:ُُعمىُالترتيبR,Lُوذلكُمنُأجل
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منُالميمُملاحظةُأنُّ
Rmُليسُبالضرورةُأنُتساوي

Lm.ُ
ُلنرمزُبـ
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2حيثُالشعاعُالأخيرُمكونُمنُ LR mmُ.ُعنصر
الإشارةُإلىُأنُّالمصفوفاتُمنُالميم klLL ُو klRR ُُّماُىيُليستُمصفوفاتُمربعةُإن
)1()1(منُالبعدُ  LmN,)1()1(  RmNُ.ُعمىُالترتيب

1إذاُفرضناُأنُّ Nmmm RL
ُناُنستطيعُأنُنبنيُمصفوفاتُمربعةُفإنُُّ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ][ RLT  ُ
)1()1(منُالبعدُ  NNُ,ُبالشكلُالتالي:ُلياالصيغةُالصريحةُُتُعطى
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ُ
ُ

ُناُنستطيعُالتعبيرُعنُالمعاملاتُبالشكل:وعميوُفإنُّ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُgTf ~. ُ

عادةُبنائوُالعكسيُلمتابعُولتوضيحُىذهُالطريقةُ فإنناُسنعرضُمقارنةُبيانيةُبينُتقريبُفورييوُوا 
ُالمعرّفُبالشكل:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ     1,1;)(cos)( 5.0,5.0   xxSinxf ُُ
ُُحيثُ:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 
 
 









5.0,5.0;0

5.0,5.0;1
)(5.0,5.0

x

x
xُُ

البناءُالعكسيُلتقريبُفورييوُحيثُيمكنناُبسيولةُملاحظةُُمدىُالتحسنُالّذيُيطرأُعندُإعادةُ
ُويمكنُالتحققُمنُذلكُمنُخلالُالخطوطُالبيانيةُالتّيُعرضناُمنُخلالياُدقةُالتقريبين.

ُ
ُ
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ُ
 
 (:Rational Reconstruction). إعادة البناء الكسري 4-3
ُ:[31,32,33,34](Rational Approximations)ُلتقريبات الكسرية. ا4-3-1

ُ,إذاُكانتُمتسمسمةُالقوىُالناتجةُعنُتقريبُتابعُماُمتباعدةُفيذاُيدلُعمىُوجودُنقاطُشذوذ
ُأنُّتباعدُىذهُالمتسمسمةُيعكسُعدمُ الأمرُ.بشكلُكافقدرةُالحدودياتُعمىُتقريبُالتابعُكما

وذلكُُالكسرية التقريباتطمقُعميوُاسمُذيُدفعُالعمماءُإلىُإيجادُصفُجديدُمنُالتقريباتُأُالُّ
كسريةُغيةُإظيارُبعضُالصفاتُالمميزةُجداًُكالأقطابُوسموكُالتقاربُفمثلًاُإنُّسموكُالدالةُالبُُ

ُالمعطاةُبالعلاقة:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

x

x
xf

1
)(

2 
 ُ

ُباستخدامُ ُالدالة ُىذه ُتقريب ُخلال ُمن ُمعرفتو ُيمكن ُلا ُاللانياية ُأو ُالصفر ُمن بالقرب
ُالحدوديات.ُ

ُ:(Rational function) ( )التابع الكسري(6-4)تعريف
ُيعطىُبالعلاقة:NُمنُالدرجةRُُإنُّالتابعُالكسري

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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)( (...ٗ-ٛٓ)ُ

nmN:ُحيثُُ .ُ
 ملاحظات:

ُأ (ٔ ُتقريباتيُبرىن ُمن ُأفضل ُتكون ُالكسرية ُالتقريبات ُدرجتيُُنّ ُاختيار ُيتم ُعندما الحدوديات
 حيثُتكونُمتقاربتينُأوُمتساويتين.البسطُوالمقامُبُحدوديتيُْ
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يُتعانيُالتقريباتُالكسريةُتكونُأفضلُمنُتقريباتُالحدودياتُعندُتقريبُالتوابعُالتُّيُبرىنُأنُّ (ٕ
 منُانقطاع.

ُيُفرضُأنُّ (ٖ ُما 00عادةً qُُ0(0أو( Qُُالكسري المعطىُبالعلاقةُُوذلكُلضمانُكونُالتابع
 معرفاً.ُ(ٜٓ-ٗ)

 

 . طرائق بادي لإعادة البناء الكسري:4-3-2
ُ:(Pade' Approximation)ُتقريب بادي. 4-3-2-1

ُدراسةالتقريبُباديُفيُالفيزياءُوالكيمياءُواليندسةُالالكترونيةُيستدعيُلُإنُّوجودُتطبيقاتُكثيرة
ُالتقريبُُايذلُالمعمقة ُأنّ ُالمعموماتُإذ ُالتقريبُالتّيأىمية ُىذا ُبيا الدالةُُسموكُحولُيزودنا

ُداخميا ُأم ُتقاربيا ُدائرة ُخارج ُعمييُسواء ُالاعتماد ُمن ُلايجعل ُأمراً ُمنُُدُّبُُا ُالعديد ُفي منوُ
ُالمجالات.

 
ُ:(تقريب بادي) (7-4)تعريف

ُبحيثُيتحقق:mQُوnPُإذاُتمُّتعيينُالحدوديتين

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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ُعندئذٍُيُعرفُتقريبُباديُعمىُأنّوُالتابعُالكسري
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ُ(ُالواردةُفيُتعريفُتقريبُباديُتكافئُالعلاقة:ٔٛ-ٖمنُّالواضحُأنُّالعلاقةُ)
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ُ(:Classic Pade' Approximate)ُالمفيوم الكلاسيكي لتقريب بادي. 4-3-2-2

ُبالشكل:ُكماُممثلُوفقُمتسمسمةُقوىfُماُتابعلديناُُبفرض
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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i zczf ُ
ُتعويض ُتمّ ُفيfُُالتابعُإذا ُ)الوارد ُالأخيرةُ(ٔٛ-ٗالعلاقة ُوفقُالعلاقة ُالمعطاة ُبالمتسمسمة

ُ:Nجةمنُالدرُُفُتقريبُباديُعمىُأنّوُالتابعُالكسرييعرُعندئذٍُيمكنُإعادةُت
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ُتُعينُمعاملاتوُبحيثُيتحقق:ذيُالُّ
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ُيمكنُترتيبُالمساواةُالأخيرةُكجممةُمعادلاتُبالشكل:
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mnnnوبمطابقةُمعاملاتُالحدود zzz  ,,, 21 ُ:ُفيُالعلاقةُالأخيرةُنجد
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10وبجعلُ qُُُبـتصبحُجممةُالمعادلاتُالخطيةُالمعطاةُبالعلاقةُالأخيرةُجممةُخطيةmُ
mqqqالمعاملاتُالمجيولةمعاملُمنُ ,,, 10 .ُ

ُيمكنُكتابةُجممةُالمعادلاتُالسابقةُوفقُالصيغةُالمصفوفيةُالآتية:
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nzzzوبمطابقةُمعاملاتُالحدود ,,,,1 2 ُيمكنُإيجادُالمعاملاتnppp ,,, 10 ُ:ُكماُيمي
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ُالتالية:ويُمكنُإعادةُكتابةُجممةُالمعادلاتُالسابقةُوفقُالصيغةُالمصفوفيةُ
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(ُ ُتقريبُباديُالمعطىُبالعلاقة ُيمكنُتعيينُبسطُومقام ُمنُجممتيُالمعادلتينُٕٛ-ٗوعميو )
ُ(.Pade' Equations)ُمعادلات بادي(ُوالمتينُيسميانُٗٛ-ٗ(ُو)ٖٛ-ٗ)
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ُ:(Fourier Pade' Approximation)ُتقريب فورييو بادي. 4-3-2-3

منُالصفfُُبفرضُلديناُتابعُ  ,PCُيعانيُمنُانقطاعُمنُالمرتبةPُ,سابقاًُأنُُّناوجد
ُبالعلاقة:يُعطىfُُذيُيُقربُالتابعالNُُّمجموعُفورييوُالجزئيُمنُالدرجةُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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ُ ةلنعرف ُالعلاق ُوفق ُجديد xiezمتحول ُلُمحولين ُالمجا بذلك  ,ُُدائرة الوحدةُُإلى
1z,ُُ ُنشر ُإلى ُالسابقة ُبالعلاقة ُالمعطى ُفورييو ُنشر ُيؤول ُالُّعندئذٍ ُيُعطىُلورانت ذي

ُبالشكل:
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ُ.2/1ُيُتعموُالمجاميعُفيُالعلاقةُالسابقةُتدلُعمىُأنُّالحدُالأولُمضروباًُبـالفتحةُالتُّ
ُ:ملاحظات

ُالتحميمي (ٔ نسميُالجزء
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n zCُُالموجب ُبالجزء ُالسابقة ُبالعلاقة ُلورانتُالمعطاة ُمنُمتسمسمة

 .fوقدُتمُّترميزهُبالرمزfُلمتابع

نسميُالجزءُالأساسي (ٕ
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n zCُُمنُمتسمسمةُلورانتُالمعطاةُبالعلاقةُالسابقةُبالجزءُالسالب

 .fوقدُتمُّترميزهُبالرمزfُلمتابع
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n zCُُ ُما ُىما ُتايمورإلا ُالصفرُنشر ُجوار ُمنُُفي لكل

ُعمىُالترتيب.f,fُُالتابعين
nnالمرادُتقريبوُحقيقياًُفإنfُُّإذاُكانُالتابع (ٗ CC ُُنتعاملُفقطُمعُُاًُعمميأيُأنناf. 

zP)(,zP)(,zQ)(,zQ)(عمىُالبحثُعنُأربعةُحدودياتيقومُإنُّتقريبُفورييوُباديُ

ُتحقق:زوجيNُُحيثNُُُ/2الدرجةمنُ
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إلاNُُ/2ممزمينُأنُنعينُالحدودياتُالأربعةُبحيثُتكونُمنُالدرجةوالجديرُبالذكرُأنّوُلسناُ
ُفقط.ىذاُالاختيارُتمُّبغيةُالتبسيطُُنُّأ
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الخطأُالنقطيُلتقريبُفورييوُوالخطأُالنقطيُلتقريبُباديُفورييوُبينُالشكلُالتاليُيقارنُبيانياًُ
ُلمتابعُالمعرّفُبالعلاقة:
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ُ

40,32,24,16,8Nُوذلكُمنُأجلُدرجاتُالتقريبُ

ُ
 الخطأُالنقطيُلتقريبُفورييوُُُُُُُُ الخطأُالنقطيُلتقريبُباديُفورييو

 )مقارنةُبينُتقريبُفورييوُوتقريبُباديُفورييو(ُ(ٜ-ٗالشكلُ)
باديُفإنُّدقةُالتقريبُتزدادُوخصوصاًُتقريبُفورييوُأنّوُعندُاستخدامُُيمكنُبسيولةُملاحظة

ُنق ُجوار ُإلىفي ُيؤدي ُلا ُأنّو ُإلا ُالانقطاع ُجبسُنيائياًُُاط ُظاىرة ُزوال ُيُبرىن, أنُُّ[3]حيثُ
ُ.9ُ%بدلًاُمن5.2ُ%التجاوزاتُتصبحُ

ُ
ُ(:Singular Fourier Pade' Approximate)ُفورييو الشاذ -تقريب بادي. 4-3-2-4

ُباديُلاُيت ُلكونُتقريبُفورييو ُجبسُكانُلانظراً ُمنُظاىرة منُتحسينُىذهُُدُّبُُخمصُنيائياً
ُ.جبسُتعديلًاُليذهُالطريقةُبحيثُنتخمصُنيائياًُمنُظاىرةُفيماُيميُسنعرضُ,الطريقة
 :[32](5-4)نظرية

يمكنُتمثيموxُُيعانيُىوُومشتقاتوُمنُانقطاعُمنُجميعُالمراتبُعندُالنقاطfُُإنُّأيُتابع
ُبالشكل:
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1zُ,تحميميُفيُجوارzgُُ)(:حيثُُ ieُوالمعاملات,, 10 RRُانقطاعُالتوابعتتعمقُب
,,, fff ُُعندُالنقطةxُ.ُ
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ُبالشكل:fُُوبناءًُعمىُالنظريةُالسابقةُيمكنُتمثيلُالتابع
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ُ.fلمتابعبالجزءُالتحميميzgُُ)(تُسمىُالعبارة
ُبالشكل:fُوبناءًُعميوُيُمكنُالتعبيرُعنُالجزءُالسالبُوُالجزءُالموجبُلمتابع
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1)(التابعينُوبتقريبُكلُمن zg,)(2 zgُفإنناُنستطيعُأنُنكتبوفقُتقريبُبادي:ُ
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zr)(,zP)(,zQ)(بتعيينُالحدوديات ُنحصلُعمىُتقريبُجديدُلمتابعfُُيُعطى
بالعلاقة:
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ُ.SFPويُرمزُلوُبالرمزُُتقريب فورييو بادي الشاذيُطمقُعمىُىذاُالتقريبُاسمُ
ُ:لنعمم ما سبق لتابع يعاني من عدد منتو من الانقطاعات

sيعانيُىوُومشتقاتوُمنُانقطاعُمنُجميعُالمراتبُعندُالنقاطfُُإذاُكانُالتابعُ ,,, 21 ُ
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ُيُعطىُبالعلاقة:fلمتابعُالشاذوعميوُفإنُّتقريبُباديُفورييوُ
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 ملاحظة:
 فإنُّتقريبُفورييوُباديُالشاذُيؤولُإلىُتقريبُفورييوُبادي.0sُإذاُكانتُ
 
 :(SFP Algorithm) بادي الشاذ -فورييو خوارزمية تقريب. 4-3-2-4-1

ُ:بالعلاقةُكماُبيناُفيُالفقرةُالسابقةُإنُّتقريبُفورييوُالشاذُلتابعُيعانيُمنُانقطاعُُواحدُيُعطى
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ُلمحدودياتُلتسييلُالتعاملُمعيا.ةُحيثُُأسقطناُالأدلةُالعموي
ُتؤولُالعلاقةُالأخيرةُإلىxُبفرضُأنُّالتابعُالمرادُتقريبوُيعانيُمنُانقطاعُعندُ ,ُعندئذٍ

ُالعلاقة:
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وُىيُمصفوفةُُُ,fمجزءُالموجبُأوُالسالبُلمتابعُلُنشرُتايمورُتمثلُمعاملاتCُالمصفوفةُ

منُالبعدُُتوبميز   11  qrq nnn.ُ
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ُلمتابعLُالمصفوفةُ ُتايمور ُمعاملاتُنشر )1log(تمثل zُُُالبعد ُمن ُتوبميز ُ ُىيُمصفوفة و
   11  rrq nnn. 
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عمىُالترتيبُعمىُأنُتكونzrُ)(,zQ)(ىيُأشعةُمكونةُمنُمعاملاتُالحدوديتينQ,rُإنُّ
ُىذهُالمعاملاتُحسبُتزايدُدرجةُالحدودية.

عمىُعددُالأسطرُفإنّوُيوجدُعمىُُاًُالأعمدةُيزيدُواحدعددُمنُالجديرُالإشارةُإلىُأنّوُبماُأنُّ
ُالأقلُحلُواحدُغيرُصفري.
)0(1(ُمربعةُوذلكُبفرض٘ٛ-ٗفيُالعلاقةُ)ُوفةمنُالمألوفُعادةًُجعلُالمصف Q.ُ

ُفوفية:يتمُتعينياُمنُخلالُالصيغةُالمصPُإنُّمعاملات
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فقدُقارناُبينُالخطوطُالبيانيةُلمخطأُأثرُتقريبُفورييوُباديُالشاذُعمىُظاىرةُجبسُُلتوضيحوُ
ُ:ينُالآتيينبعالتاُالنقطيُلتقريبُفورييوُوتقريبُباديُالشاذُلكلُمن

 التابع الأول:
ُذيُتُعطىُقاعدةُربطوُبالعلاقة:الُّ







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








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أنّوُعندُإعادةُبناءُالتابعُباستخدامُتقريبُباديُفورييوُالشاذُفإنّناُنحصلُُملاحظةُحيثُُيمكننا
ذيُيعنيُعمىُتقريبُذوُدقةُعاليةُعمىُكاملُمجالُالتقريبُبماُفيُذلكُنقاطُالانقطاع,الأمرُالُّ

ُأنُّظاىرةُجبسُتزولُعندُاستخدامُتقريبُفورييوُباديُالشاذ.

ُ
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الخطأُالنقطيُالموافقُلتقريبُفورييوُباديُالشاذُ
 fالخطأُالنقطيُالموافقُلتقريبُفورييوُلمتابعُ fلمتابعُ

ُ(ُ)مقارنةُبينُتقريبُفورييوُوتقريبُفورييوُباديُالشاذ(ٓٔ-ٗالشكلُ)
 التابع الثاني

عمىُالمجالُُالمعرّف  ,ُ:ُبالعلاقة
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)(cos7.2

)(
xxSin

exf








ُُُُُ

ُ.xجميعُنقاطُمجموعةُالتعريفُباستثناءُالنقطتينُُعندتحميميُُمنُالواضحُأنُّىذاُالتابع
ُباديُوفورييوُباديُالشاذبينُالخطأُالنقطيُلتقريبُفورييوُوفورييوُقارناُمنُخلالُالشكلُالتاليُ

ذيُيطرأُعمىُتقريبُفورييوُعندُإعادةُبنائوُباستخدامُتقريبُفورييوُباديُمدىُالتحسنُالُُّوبيّنا
ُوفورييوُباديُالشاذ.

ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
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 :(Singular Chebyshev Pade' Approximat) الشاذ بادي -. تقريب تشيبشف4-3-2-5

ُبالعلاقة:يُعرّفfُُأنُّنشرُتشيبشفُالمستمرُلتابعُُوجدناُسابقاًُ
                                    
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ُحيثُ:
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ُبالاستفادةُمنُتعريفُحدودياتُتشيبشفُفإنناُنستطيعُالتعبيرُعنُنشرُفورييوُبالشكل:
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
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ُباستخدامُالتحويل
                                         iez  (...ٗ-ٛٙ)ُ

ُأيُإلىُنشرُلورانتfُفإنناُنستطيعُتحويلُنشرُتشيبشفُلمتابع
                              






1

0

2

1

2
)(

n

nn

n zzc
c

zf  

ُبوضع
                                  






1

0

2
)(

n

n

n zc
c

zg (...ٗ-ٛٚ)ُ

ُينتجُلدينا:
                                ))()((

2

1
)( 1 zgzgzf  

بماُأنُّمعاملاتُتشيبشف ncُ:ُّأعدادُحقيقيةُفإن
                                       )()( 1 zgzg   

ُومنو:
                           )())()((

2

1
)( 1 zgezgzgzf    

ُ.fُ(ُيُدعىُمتسمسمةُتشيبشفُالمحوّلةُلمتابعٜٚ-ٗالمُعطىُبالعلاقةُ)gإنُّالتابعُ



118 
 

تابعُتحميميُقطعيُمعرّفُعمىُالمجالfُُبفرض 1,1ُُويعانيُمنsُُانقطاعُمنُالنوعُالأول
ُتُعطىُمواقعياُبالشكل:

                            skk ,,1;1,1   
ُ(.ٚٛ-ٗالمّعطاةُبالعلاقةُ)وfُُولتكنُلديناُمتسمسمةُتشيبشفُالمحوّلةُلمتابعُ

ُأنُّانقطاعاتُأيُ ُبما بالاعتمادُعمىُالتحويلُالمعطىُُفإنّوُيمكنتابعُيُمكنُتمثيمياُلوغاريتمياً
ُالشكلُالآتي:ىذهُالانقطاعاتُوفقُُتمثيل(ُٜٙ-ٗبالعلاقةُ)

              










  )(0;1log 1

kki
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e

z

k
  

ُبالشكل:gُلمتابعُُتشيبشفُالشاذُتقريبُباديُعطىعميوُيُُُوبناءًُ
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ويرمزُلوُبالرمزfُُالجزء الحقيقي لمتقريب السابق تقريب بادي تشيبشف الشاذ لمتابعيُدعىُ
(SPC).ُ
srRQPُمعاملاتُالحدودياتُتُعين

rn ,,1;,, ُُجممةُالمعادلاتُالخطيةُالآتية:ُخلالُمن
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ُحيثُُ
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 
  

ُيرمزُإلىُأنّ:ُذيُيعموهُنجمةُوالمجموعُالُّ
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ُ.2/1ُمضروباًُبـ0cُُ(ُالحدُٔ
ُٕ)0;0  ncnُ.ُ

kإلىُأنُّتجدرُالإشارةُ

naُُلمتابعُُمعاملاتُنشرُتايمورىي









ki
e

z


1logُُُتحقق:و

                                  00  nifak

n  
ُ:ملاحظة

)SPCيُرمزُلتقريبُباديُتشيبشفُالشاذُبالرمزُ pn , qn ,
1n ,…, sn ) 

ُجبسُ ُعمىُظاىرة ُالُُّدرسناولتوضيحُأثرُتقريبُباديُتشيبشفُالشاذ ذيُيُعرّفُتابعُالإشارة
ُبالعلاقة:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 
 









0,1;1

1,0;1
)(

x

x
xf ُ

ُإنُّمعاملاتُتشيبشفُالموافقةُليذاُالتابعُتُعطىُبالعلاقة:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 
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0&12;1
4 2/)1(

 
ُ

ُالتابعُيُعانيُمنُانقطاعُعندُالنقطةُ يُتوافقُعمىُدائرةُالوحدةُوالت0xُُّمنُالواضحُأنُّىذا
/2الزاوية ,ُ:ُعندئذٍُيُعينُتقريبُباديُتشيبشفُالشاذُمنُالعلاقة

                                 
)(

1log)()(

zQ

i

z
zRzP 










 
 

ُ ُالتالي ُالبيانيُوطالخطُبينُيقارنالشكل ُتقريبُتشيبشف ُمن ُلكل تقريبُباديُوُُCheb(15)ة
(ُلبرمجةُىذهُٔ)يمكنُمراجعةُالممحق)ُSPC(5,5,7)وباديُتشيبشفُالشاذُُPC(5,5) ُتشيبشف
ُالطرائق(

 
ُ)مقارنةُبينُتقريباتُتشيبشف(ُ(ٕٔ-ٗالشكلُ)
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يمكنُبسيولةُملاحظةُأنُّتقريبُباديُتشيبشفُالشاذُىوُالأفضلُبينُتقريباتُتشيبشفُإذُأنّوُ
نُذلكُمنُخلالُاستعراضُالخطوطُ,ُويمكنناُتبيُ يتخمصُنيائياًُمنُالأثرُالسمبيُلظاىرةُجبس

ُالسابقة.البيانيةُللأخطاءُالمرتكبةُعندُكلُتقريبُمنُتقريباتُتشيبشفُ

ُ
ُ(ُالخطأُالنقطيُلتقريباتُتشيبشفُوفقُالتابعُالموغاريتميٕٓ-ٗالشكلُ)

(a(,ُخطأُتقريبُتشيبشف)b(,ُُخطأُتقريبُباديُتشيبشف)cُخطأُتقريبُباديُتشيبشفُالشاذ)ُ
منُخلالوُكيفُيتناقصُثابتُجبسُلتقريباتُتشيبشفُالموافقةُفيماُيميُنستعرضُجدولًاُنوضحُ

السابقُأيُأنُّىذاُالجدولُيوضحُلناُمدىُالتحسنُالذيُيطرأُعمىُتقريبُتشيبشفُلتابعُالإشارةُ
ُهُباستخدامُطريقةُباديُتشيبشفُالشاذ.عانيُمنُظاىرةُجبسُإذاُأعدناُبناءالذيُي

ُثابتُجبسُ
ُويرُدبعدُالتمعاملاتُالنشرُُبدونُتدويرُمعاملاتُالنشرُُالتقريب

PC (5,5) 0.0585387 0.0606156 

SPC (5,5,0) 0.0158730 0.0268526 

SPC (5,5,2) 0.0009775 0.0269967 

SPC (5,5,5) 0.0000027 0.0717451 

SPC (5,5,7) 0.0000494 0.0051746 

SPC (5,5,10) 0.0000511 0.0006276 

ُ(ٔ-ٗالجدولُ)
ُافيُسنوضح ُيمي ُالتُّما ُالخطوطُلدقة ُخلال ُمن ُوذلك ُالطريقة ُىذه ُبواسطة ُإنجازوىا ُيمكن ي

ُالبيانيةُلتقريبُتشيبشفُوتقريبُتشيبشفُوالخطأُالموغاريتميُلمتابعُالمعرّفُبالعلاقة:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ   )(cos)( 5.0,5.0 xSinxf   ُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُحيثُ: 

 
 



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
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5.0,5.0;1
)(5.0,5.0

x

x
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 الفصل الخامس

 طرائق التخلص من الأثر السلبي لظاهرة جبس جودة

ُأنُّظاىرةُج إلاُأنُّىذاُبسُتؤثرُعمىُدقةُالتقريبُالطيفيُوجدناُفيُالفصلُالثانيُمنُبحثنا
باستخدامُواحدةُمنُالتقنياتُُأوُالتقميلُمنوُليسُدائماًُ,ُحيثُيمكنناُالتغمبُعميوثرُالسمبيُالأ
سنقدمُفيُىذاُفإنناُولمعرفةُكيفُنختارُالتقنيةُالمناسبةُُيُتحدثناُعنياُفيُالفصلُالسابق,التُّ

 .مساوئُكلُمنياوُُمحاسنُولتحديدُبعضياُمعُبعضُىذهُالطرائقُدقةُلمقارنةُالفصلُدراسة
 :ارنةمق. 5-1

ُلمتخمصُمنُ ُالمستخدمة ُمتطمباتُالطرائق ُبين ُخلالو ُمن ُقارنا ُجدول ُببناء ُيمي ُفيما سنقوم
ُظاىرةُجبسُكماُعرضناُمنُخلالوُأيضاًُأساسياتُكلُطريقةُمنُىذهُالطرائق

كتشافُخوارزميةُلاُصفاسمُال
ُالحواف

الدقةُُوسطاء
ُالطيفية

جملُالمعادلاتُ
ُالخطية

ُ  ~ Pُُالترشيحُالطيفي
rq  ~ُبادي nn ,ُُ ُ

ُإعادةُالإسقاطُالطيفي
GRP 

 ُ
im,ُ  ُ

ُإعادةُالبناءُالعكسي
IRM  ُ

imُ ُ ُ

ُ(ُ)تصنيفُطرائقُالتخمصُمنُظاىرةُجبس(ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُٔ-٘الجدولُ)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
ُفيُىذاُالجدول:ُأوردناىايُنُفإنناُسنقومُبشرحُالرموزُالتُّأمّاُالآ
ُ(:EdgeDetection)ُاكتشاف الحواف في عمود خوارزميات:  أولاًُ

ماُلمُيتمُالتحديدُالدقيقُائقُيمكنُإنجازُىذاُالصفُمنُالطرُيشيرُإلىُأنّوُلاُ ُالرمز
ُلمواقعُنقاطُالانقطاع.

قُيمكنُأنُيُعطيُنتائجُأفضلُودقةُأعمىُائيشيرُإلىُأنُّىذاُالصفُمنُالطرُ ~ُالرمز
ُ.إذاُدمجُمعُخوارزميةُلتحديدُمواقعُالانقطاع

ُ(:Parameters) في عمود الوسطاء:  ثانياًُ
ُيشيرُإلىُرتبةُالمرشحة. Pُالرمز
ُ.جيجينباريشيرُإلىُمعاملُالوزنُلحدودياتُُُالرمز
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ُيدلُعمىُرقمُالمجالُالجزئيُمنُالمجالُالأصميُالذيُيكونُفيوُالتابعُتحميميiُُالرمز
ُالرمز

imُُدرجةُالتقريبُفيُالمجالُالجزئيi.ُ
ُيدلُعمىُدرجةُحدوديةُالمقامُفيُتقريبُبادي.qnُُالرمز
ُ.منُتقريبُباديُالشاذُحدوديةُالبسطُلمجزءُالموغاريتميُدرجةُيدلُعمى rnُالرمز
ُ:(Spectral accuracy)ُفي عمود الدقة الطيفية:ُثالثاًُ
ُ ُالرمز ُأنّ ُإلى ُيشير ُيمكنطرائق ُالصف ُُياىذا ُمجالُأن ُإلى ُالطيفية ُالدقة تعيد

ُالتقريبُبماُفيُذلكُنقاطُالانقطاعُ.
ُإلىُكاملُمجالُالتقريبُالصفُُخوارزمياتُىذاُيشيرُإلىُأنُّ ~ُالرمز ُالدقة لاُتعيد

نّماُإلىُجزءُمنُذلكُالمجالُبعيداًُعنُ ُالانقطاع.مواقعُنقاطُوا 
ُ:في عمود جمل المعادلات الخطية: رابعاًُ
ُأنُّ ُالرمز ُإلى ُمنُُيشير ُ ُجممة ُبحل ُإلا ُتنجز ُأن ُيمكن ُلا ُالصف ُىذا طرائق

ُلي ُالموافقة ُوالمصفوفة ُعددالمعادلاتُالخطية ُتمتمك ُقد ُالجممة منُُاًُكبيرُُاًُذه
ُالشروط.

 الترشيح الطيفي:. 5-2
 الترشيح الطيفي:محاسن . 5-2-1
ُذلكُلأنّوُكمفةُحسابيةُعاليةُالترشيحُالطيفيُلاُيحتاجإنُّ.ُٔ
ُ.يُيكونُعميياُالتابعُأممساًُوالمجالاتُالتُُّلاُيعتمدُعمىُتعيينُمواقعُنقطُالانقطاع(ُُٔ
ُباستخدامُ(ُٕ ُمباشرة ُلنوعُُالآتيينُوذلكُينالمجموعُواحدُمنُيتمُإيجاده ُالتقريبُالطيفيتبعاً

ُ:المستخدم
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ













N

k

kkN x
N

k
fxf

0

)(ˆ)(  

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ












N

Nk

ikx

kN e
N

k
fxf  ˆ)( 

ُ

ُعينُّ ُدرجةُالتقريبوذلكُفقطُإذا ُأنُُّوتابعُالترشيحNُُا kfُ̂معاملاتُالتقريبُالطيفيُُعمماً
NN,ُالأمرُالذيُيعنيُأنُّكمفةُترشيحُفورييوُالطيفيُتعادلُكمفةُتقريبُفورييوُأيمعمومة logُ.ُ

ُ.ُلاُيعانيُالترشيحُالطيفيُمنُحساسيةُعاليةُلأخطاءُالتدوير.ُٕ
 مساوئ الترشيح الطيفي:. 5-2-1-2

ُالناتجُعنُاعتماد ُالأعمىُلمخطأ ُالحد ُفيُالفصلُالسابقُأنّ ُلتقريبُتابعُماُُوجدنا الترشيحُ
 :يُعطىُبالعلاقة

 
2

2

1

11

1 )()()()(
L

P
P

Pp

N fNCfKxdNCxfxf


   
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ُيثُ:ح
         dGffxdfK

P

l

lP

l

lll 








 
1

0

)()()()( 

ُيُتبينُلناُأنّ:والتُّ
ُعنُنق. ٔ )(0)ُطُالانقطاعاالترشيحُُيزيدُمنُدقةُالتقريبُالطيفيُوذلكُبعيداً xd)ُُّأيُأن

 .الترشيحُلاُيتخمصُمنُظاىرةُجبسُنيائياًُ
ٕ(ُ ُالسابقة ُالمتراجحة ُمن ُالأيمن ُالطرف ُجعل ُإنّ ُاعتمادُ. ُعن ُالناتج ُلمخطأ ُالأعمى الحد

منُالرتبةلتقريبُالتابع(ُُالترشيح PNO 1ُُ:ُيعتمدُعمى
 نظاميةُالتابعُالمستمرُقطعياًُأيُمموسةُالتابعُبعيداًُعنُنقطُالانقطاع. (ٔ

ُ.رتبةُتابعُالمرشحةُ (ٕ
ُكن:تماُلمُعنُنقاطُالانقطاعُبعيداًُُتحميميُقطعيلاُيمكنناُالحصولُعمىُدقةُأسيةُلتابعُُ.ٖ
ُٔ))(xdُجداًُُليستُصغيرة. 
 (ُرتبةُتابعُالترشيحُكبيرةُبشكلُكاف.ٕ
ُعُلاُنستطيعُالحصولُعمىُدقةُأسية.ٗ ُلمُتتحققُعندُكلُنقطةُيكونُالتابعُمستمراً ندىاُما

ُالشروطُالتالية:
ُ.اًُتحميميُاًُ(ُأنُيكونُالتابعُقطعئ
ُ(ُأنُنستخدمُمرشحةُفانديفنُحصراً.ُٕ
ُ(ُأنُتحققُرتبةُمرشحةُفانديفنُالعلاقةُالتالية:ٕ

4/ NP  

ُتحققN,ُثابتُمستقلُعنُحيثُُ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ1

1,1,0
2min 


  Nkxxd

k
 ُ

ُلمتابع.ُنقطةُانقطاعُحيثُُ
ينُتابعملودقتوُُخطوطُبيانيةُتبينُالعلاقةُبينُدرجةُالتقريبفإنناُسنعرضُُولتوضيحُىذهُالأفكار

ُالآتيين:
ُذيُيُعرفُبالعلاقة:الُّوُُالأممسُقطعياًُُ(Square wave)ُالموجة التربيعيُتابع:ُالتابع الأول

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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xfُ

ُ ُالنقاط ُأجل ُمن ُعن51.0x,6.0x,xُوذلك ُالبعد ُانقطاعُُالمتفاوتة نقطة
2/x.ُ
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ُ)مقارنةُبينُدرجةُالتقريبُودقتوُلتابعُالموجةُالتربيعي(ُ(ٔ-٘الشكلُ)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

التقريبُوبعدُالنقطةُعنُانقطاعُالتابعُكانُالترشيحُُسيولةُملاحظةُأنّوُكمماُزادتُدرجةيمكنُب
ُُكماُيمكنناُملاحظةُأنُّدقةُالترشيحُتزدادُكمماُزادتُرتبةُالمرشحةُالطيفية.ُأدق
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ُجيب نصف الزاوية:ُالتابع الثاني
   2,0;2/)(  xxSinxf 

قطعياًُعمىُالمجالُُممسالأ 2,0.ُ
ُيميُالذيُسنعرضوالشكلُيبينُوُ وذلكُمنُأجلُُالعلاقةُبينُدرجةُالتقريبُودقةُالتقاربُفيما

وُكمماُازدادتُدرجةُالتقريبُزادتُدقةُحيثُُنلاحظُأنُّ,x,8/2x,8/3xُ/8النقاطُ
ُالترشيحُالطيفي.

  

  

  
ُ)مقارنةُبينُدرجةُالتقريبُودقةُالتقريبُلتابعُجيبُنصفُالزواية(ُ(ٕ-٘الشكلُ)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
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 إعادة الإسقاط الطيفي:. 5-3
 :ة(المباشر  )الطريقةإعادة الإسقاط الطيفي. 5-3-1
 :إعادة الإسقاط الطيفيمحاسن طريقة . 5-3-1-1

النجاحُفيُالعديدُمنُالمجالاتُ,ُولعلُأبرزىاُُالطيفيُلقدُحققتُالطريقةُالمباشرةُلإعادةُالبناء
ُغيرُ ُالزائدية ُالمعادلاتُالتفاضمية ُحل ُإلى ُبالإضافة ,ُ ُالإشارة ُ ُومعالجة ,ُ ُالطبي التصوير

إيجاد تقريب نمذجةُلمعديدُمنُالظواىرُالطبيعيةُ,ُوذلكُلقدرتياُعمىُلُتستخدميُالممساءُوالتُّ
لتابعُيعانيُمنُظاىرُجبسُعمىُكاملُمجالُالتقريبُبماُفيُذلكُنقاطُُطيفي ذو دقة أسية

ُالانقطاعُ,ُبمعنىُآخرُلقدرتياُعمىُالتخمصُمنُالأثرُالسمبيُلظاىرةُجبس.
ُالتُّ ُالنتائج ُفإنّ ُالمباوبذلك ُالطريقة ُتقدميا ُالتُّي ُتمك ُمن ُبكثير ُأفضل ُالترشيحُشرة ُيقدميا ي

ولتوضيحُمدىُالدقةُالعاليةُالتّيُتتمتعُُبياُطريقةُإعادةُالإسقاطُالطيفيُبالمقارنةُمعُالطيفيُ
ُترشيحُتقريبُفورييوُالموافقُلمتابعُقارناُبيانياًُبينُطريقةُالترشيحُالطيفيُفقدُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ   )(cos)( 5.0,5.0 xSinxf   ُ
حيثُ:ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 

 
 









5.0,5.0;0

5.0,5.0;1
)(5.0,5.0

x

x
xُُ

ُهُوفقبناءُادةعفانديفنُمنُالمرتبةُالرابعةُواُ ُباستخدامُمرشحةوذلك200Nُُدرجةُالمنُأجلُ
أمّاُُ,تحميمياًُُالتابعُالمجالاتُالتيُيكونُعميياعندُدرجةُالتقريبُنفسياُمعُالعممُأنُُّجيجينبار
ُىيُعمىُالترتيب:يُاخترُالتُُّجيجينبارودرجاتُتقريبُُمعاملات 4,7,4ناىا 321  ,ُ

13321  mmm.ُ
ُالترشيحُالطيفيُويمكنُبسيولةُملاحظةُ نيائياًُالأثرُالسمبيُلظاىرةُجبسُُلاُيتخمصُمنأنّ

ُتبيّنُاقتربناُمنيا,ُفيُحينطُالانقطاعُوتقلُكمماُاكمماُابتعدناُعنُنقُدقةُالترشيحُتزدادُحيثُُ
ُالموافقةُ ُالعالية ُوالدقة ُجبس ُالظاىرة ُليذه ُالسمبي ُالأثر ُزوال ُالبناء ُلإعادة ُالبيانية الخطوط

ُلمتقريبُالناتج.
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
ُ
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 ُ

ُُ
 Gegenbauerُإعادةُبناءُُالترشيحُالطيفي

عادةُبناءُٖ-٘الشكلُ) ُ(Gegenbauer(ُ)مقارنةُبينُالترشيحُالطيفيُوا 
ُالمباشر: طريقة إعادة الإسقاط الطيفي مساوئ. 5-3-1-2
حيثُُيجبُُوmُلاُيمكنُأنُنحصلُعمىُتقاربُطيفيُماُلمُنفرضُشروطاًُمعينةُعمى.ُٔ
ُ:أن
وذلكُلإمكانيةُتمركزُنوىُالأسسُالجديدةُبالقربُمنُالصفرُ,ُفمثلًاُُكبيرة جدا   mلا تكون(ُٔ

ُذيُيُعطىُبالعلاقة:الُُّجيجينبارتابعُوزنُحدودياتُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ  2

1

21)(





 xx ُ

ُزيادةُ ُمع ُجداً ُكبيرة ُبسرعة ُُيضيق ُالُّجيجينبارمعامل ُالأمر ُحولُ, ُيتمركز ُأنّو ُيعني ذي
ُالصفر,ُوالشكلُالبيانيُالتاليُيُوضحُُذلك.
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ُ(جيجينبارلحدوديةُُتابعُالوزنُ)ُ(ٗ-٘الشكلُ)

Nmتحقق(ُُٕ ُُُحيثNُُّذيُانطمقناُمنودرجةُالتقريبُال ُ
 :بحيثُيُحققُجيجينباريتمُاختيارُمعاملُتابعُالوزنُلحدوديةُ(ُُٖ

ُ
ُصغيرةُجداً.حيثُ:ُ

Nm   ُ

2327.0ُىي:ُأنُّأفضلُقيمةُلـُيُبرىنُعمىُ
27

2



 ُ

ُأنُّالقيمةُالمألوفُاستخدامياُعممياً:ُإلا
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

4

N
m  ُ

ُتحديد.ُٕ ُيتم ُلم ُالطريقةُما يُيكونُنقاطُالانقطاعُوالمجالاتُالتُُّمواقعُلاُيمكنُاعتمادُىذه
ُفيُحاجةُإلىُواحدةُمنُإجرائياتُتحديدُالحوافُالأمرُالُُّاًُتحميميُعميياُالتابع ذيُيجعمناُغالباً

ُ.(Concentration Kernelsالتمركزُ)مثلُإجرائياتُنوىُ
إعادةُبناءُتقريبُُعوبةُالعمميةُفيُتطبيقيا,ُإذُأنُّيقةُوالص.ُالكمفةُالحسابيةُالعاليةُليذهُالطرُٖ

لتابعُأممسُقطعياًُعمىُمجالُُجيجينبار 1,1ُُالخطواتُالآتية:بُالقيامُيتطمب
ُ.عميياُتحميمياًُُوالمجالاتُالتيُيكونُالتابعُالتابعُانقطاعطُايينُالدقيقُلمواقعُنقتعال(ُٔ
(ُبفرضُٕ ba ُعميياُعندئذٍُيجب:ُاًُيُيكونُالتيُيكونُالتابعُتحميميمنُالمجالاتُالتُُّواحدُ,

فيُالمتحولُبحيثُننتقلُمنُالمجالُإجراءُتغيرُُ(1) 1,1ُُإلىُالمجال ba وذلكُباستخدامُُ,
ُعلاقةُالتحويل:

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ   
 



)(

,1,1:

x

bax
 ُ

ُحيثُ:
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ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
2

2

ab

ab











 ُ

ُجيجينبارُهُوفقتوُبناءذيُتمُّإعادإيجادُمعاملاتُالتقريبُالُُّ(2)
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ 








1

1

2

1
2  )()(1

1
ˆ  



 dfC
h

g Nl

l

l
 

)(حيثُُ  Nfُُالنشرُالطيفيُالمعطىُفيُالمجال ba ,.ُ
ُ(ُتكرارُالخطوةُعمىُكلُمجالُتحميميُوجدناهُفيُالخطوةُالأولى.ٖ
ُ:.ُتعانيُىذهُالطريقةُمنٗ
 :(Round-off errorsحساسية عالية لأخطاء التدوير)(ُٔ

التدويرُفيُأنّياُتنقصُدقةُالتقريبُالناتجُعنُإعادةُالبناءُ,ُوذلكُلأنّوُعندُُتكمنُخطورةُأخطاء
(ُ ُالآلة ُبدقة ُستحسب ُالمعاملات ُىذه ُفإنّ ُالتقريب ُىذا ُمعاملات (machine epsilonُحساب

ُزدناُدرُالأمرُالmُُّذيُينقصُعددُحدودُالتقريبالأمرُالُّ جةُذيُيعنيُأنّوُعندُحدُمعينُكمما
يُتنقصُمنُالتقريبُوعميوُزدادُعددُالحدودُالتُّخطاءُالتدويرُتزدادُوبناءًُعميوُيالتقريبُفإنُّأ

ُ.فإنُّدقةُالتقريبُتقلُّ
ُ:(Generalized Rungephenomenon) المعممة ظاىرة رانج(ُٕ

xf)(لقدُبرىنُكارلُرانجُفيُبدايةُالقرنُالعشرينُأنُّحدوديةُالاستيفاء Nُُالموافقةُلمجموعةُمن
إذا1xُُالنقاطُالمتساويةُالبعدُعنُبعضياُالبعضُتكونُمتباعدةُعنُأطرافُمجالُالتقريب

ُ(.Runge zoneندعوهُبمنطقةُرانجُ)ُكانُالتابعُيعانيُمنُشذوذاتُفيُجزءُمنُالمستويُالعقدي
ُأنُيعانيُمنُ ُالتابعُليسُبالضرورة فقدُيكونُالتابعُُانقطاعاتُفيُمنُالميمُملاحظةُأنّ

ومعُذلكُيعانيُمنُشذوذاتُفيُالمستويُالعقديُونستطيعُأنُنوردُكتوضيحُُعمىُاًُتحميمي
ُمثال رانج الشييرلذلكُ

ُليكنُلديناُالتابع:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ

2251

1
)(

x
xf


 

ذيُالأمرُالiُُّ/5إلاُأنوُيمتمكُأقطابُعندُُُالواضحُأنُّىذاُالتابعُتحميميُعمىُكاملمنُ
ضياُيعنيُأنّوُيمتمكُمتتاليةُمتباعدةُمنُحدودياتُالاستيفاءُالموافقةُلنقاطُمتساويةُالبعدُعنُبع

ُليذاُالتابع:البعض,ُويمكنُلمشكلُالتاليُأنُيوضحُمنطقةُرانجُ
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ُ(ُ)منطقةُرانج(٘-٘الشكلُ)

ذيُيتمُنشرُمتُلتُطمقُعمىُأيُنشرُيكونُمتقارباًُفيُمركزُالمجالُالُّإلاُأنُّىذهُالظاىرةُقدُعُمُّ
ُالتابعُعميوُومتباعداًُكمماُاقتربناُمنُحدودُمجالُالتقريب.

التوابعُالتيُتعانيُمنُانقطاعاتُإنّماُتتعداىاُإلىُوبماُأنُّظاىرةُرانجُكماُرأيناُلاُتقتصرُعمىُ
وُإذاُكانُالتابعُالذيُقمناُبإعادةُبنائوُيعانيُمنُشذوذاتُالتوابعُالتحميميةُالأمرُالذيُيعنيُأنُّ

ُُالظاىرةُولتوضيحُىذهُفيُالمستويُالعقديُفلابدُلمتقريبُالناتجُمنُأنُيعانيُمنُىذهُالظاىرة,ُ
ُُيُالذيُيربطُبينُدقةُالتقريبُومجالُالتقريبُلمتابعُالمعرّفُبالعلاقة:ُفقدُقدمناُرسمُلمخطُالبيان

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
22

2

);(
x

xf






ُ

ُ.وسيطُماُفيُُحيثُ:ُ
ُاًُمنُكونُالتابعُتحميمييمكنناُملاحظةُأنُّىذاُالتقريبُمتباعدُعندُأطرافُالمجالُعمىُالرغمُوُ

ُنسميوُظاىرة3/2iُُوذلكُبسببُوجودُشذوذاتُفيُالمستويُالعقديُتوافقُُعمى ُما وىذا
ُرانج.ُ

ُ

ُ
ُ(xf);3/2(لمتابعGegenbauerُُالخطأُالنقطيُالموافقُلإعادةُبناءُ(ُ)ٙ-٘الشكلُ)
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قمناُباستعراضُالخطوطُالبيانيةُالناتجةُعنُُالتيُتعانيُمنياُالطريقةُالمباشرةُولتوضيحُالعيوب
ُالشكل:التابعُالأممسُالقطعيُالمعرّفُبتطبيقُخوارزميةُإعادةُالبناءُالطيفيُعمىُ

 

 


















1,2/1;)3/3/2(

2/1,1;
1

12

)(

)1(2

xxSin

x
e

ee

xf

x







ُ 

يبينُالشكلُالمرسومُجانباًُالخطُ

انيُليذاُالتابعُأمّاُالشكلُالتاليُالبي

فيوضحُالخطأُالمرتكبُعندُإعادةُ

يبينُالدقةُالعاليةُكماُجيجينبارُبناءُ

ليذاُالتقريبُوتحديداًُفيُجوارُنقطُ

 الانقطاع.
ُ

ُ(f(ُ)الخطُالبيانيُلمتابعُٚ-٘الشكلُ)

المجالاتُدقةُالتقريبُتقلُعندُأطرافُُيمكنناُمنُخلالُالتدقيقُفيُالخطوطُالبيانيةُملاحظةُأنُّ
ُيُيعانيُمنياُالتقريبُالناتجُعنُإعادةُالبناء.وذلكُنتيجةًُلظاىرةُرانجُالتُّ

 
ُ(:ُالخطوطُالبيانيةُالموافقةُلمخطأُالنقطيُلإعادةُبناءُوذلكُمنُأجلٛ-٘الشكلُ)

(1)64N(ُ,2ُ)128N(ُ,3ُ)265N 



133 
 

ولدراسةُتأثيرُزيادةُدرجةُالتقريبُفإنناُسنعرضُجدولًاُنبينُفيوُالحدُ

الموافقُلدرجاتُجيجينبارُالأعمىُلمخطأُالنقطيُالمرتكبُعندُإعادةُ

ُالنقطيُ ُلمخطأ ُالأعمى ُالحد ُأنّ ُملاحظة ُيمكننا ُو ُمختمفة. تقريب

جيجينبارُوذلكُنتيجةُحساسيةُنواةُتقريبN > 512ُُيزدادُمنُأجلُ

ُالتدوير.ُلأخطاء

ُ

N جيجينبار

ُ 11005.6  32

ُ 11073.5  64

ُ 41034.1  128

ُ 61052.1  256

ُ 91016.2  512

ُ 71043.1  1048

ُ 71099.8  4096

ُ 61023.1 ُ2096 
ُ(ٕ-٘الجدولُ)ُُ

 الطريقة العكسية لإعادة البناء:. 5-3-2
 المباشرة:محاسن الطريقة غير . 5-3-2-1
ُ.ُلاُتعانيُمنُحساسيةُعاليةُلأخطاءُالتدوير.ٔ
ُ.وطرائقُباديُ.ُالسرعةُالعاليةُفيُالحصولُعمىُالدقةُالطيفيةُبالمقارنةُمعُالطريقةُالمباشرةٕ

ُليكنُلديناُالتابعُالمعرّفُبالعلاقة:ذلكُولبيانُ
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)(cos7.2

)(
xxSin

exf








 ُ

ُ ُباستخدام ُتقريبُفورييو ُبناء ُإعادة ُمن ُلكل ُالبيانية ُالخطوط ُبين ُالتاليُيقارن الطريقةُالشكل
ُوُالطريقةُالعكسيةُوطريقةُفورييوُباديُالشاذ.ُالمباشرة

ُ
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ُ
(ُالخطوطُالنقطيةُموافقةُلمطريقةُالمباشرةُ,ُالخطوطُالمتقطعةُموافقةُلباديُفورييوُٜ-٘الشكل)

ُافقةُلمطريقةُالعكسية.الشاذ,ُالخطوطُالمتصمةُموُ
ُ..ُلاُتتطمبُفرضُشروطُمعينةُٖ

 مساوئ الطريقة العكسية لإعادة البناء:. 5-3-2-2
ُ.ُالتعيينُالدقيقُلمواقعُنقاطُانقطاعُالتابعُوالمجالاتُالتيُيكونُالتابعُعميياُتحميمياً.ٔ
تمتمكُالمصفوفاتُالموافقةُلياُشروطُُ.ُتتطمبُىذهُالطريقةُحلُجممةُمنُالمعادلاتُالتيُقدٕ

صعبة.
ُ  :)طرائق بادي لإعادة البناء( إعادة البناء الكسري. 5-4

 محاسن طرائق بادي لإعادة البناء:. 5-4-1
طرائقُتحديدُمواقعُنقاطُالانقطاعُولكنياُإذاُماُدمجتُمعُخوارزميةُلتحديدُ.ُلاُتتطمبُىذهُالٔ

ُالطيفيةُتزداد.مواقعُنقطُالانقطاعُفإنُّالدقةُ
ُوتشٕ ُتقاربُمتسمسلاتُفورييو ُسرعة ُتزيد ُذلكُ. ُولتوضيح ,ُ ُالتحميمية ُلمتوابع يبشفُالموافقة

ُلمتابعُالتحميمي:ُسنقومُباستعراضُالخطوطُالبيانية
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)(cos7.2

)(
xxSin

exf








 ُ

بعدُإعادةُبنائوُوفقُباديُفورييوُوبعدُالموافقةُلتقريبُفورييوُثمُّالخطوطُالبيانيةُليذاُالتقريبُ
ُذلكُالخطوطُالبيانيةُلمتقريبُوقدُتمُّإعادةُبنائوُوفقُباديُفورييوُالشاذ
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ُالحصولُعمىُدقةُطيفيةُعاليةُعمىُكاملُمجالُالتقريبُبماُفيُذلكُنقاطُالانقطاع.ُ.ٖ
ُ,لإعادةُالبناءُالمباشرةُقائدقةُالطيفيةُبالمقارنةُمعُالطرُالسرعةُالعاليةُفيُالحصولُعمىُال.ُٗ

ُويمكنُلممثالُالتاليُأنُيوضحُذلك.
ُبالعلاقة:ليكنُلديناُالتابعُالمعرّفُ

ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)(cos7.2
)(

xxSin
exf









 ُ

لتابعُباستخدامُالخطوطُالبيانيةُالتاليةُتوضحُالخطأُالمرتكبُعندُإعادةُبناءُتقريبُفورييوُليذاُا
ُ.جيجينبارفورييوُباديُوُ

ُمنُخلالُالشكلُملا ُفيُذلكُيمكننا حظةُالدقةُالأسيةُلمتقاربُعمىُكاملُمجالُالتقريبُبما
نقاطُالانقطاعُكماُيمكنُملاحظةُأنُّسرعةُإعادةُبناءُالتقاربُوفقُباديُفورييوُأعمىُمنياُعندُ

ُ.ُجيجينبارإعادةُالبناءُوفقُ

ُ
ُإعادةُبناءُجيجينبارُُُُُُُُُُُإعادةُبناءُباديُالشاذُُُُُُُُُُُ

ُُ(ٓٔ-٘الشكلُ)ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
ُ:مساوئ طرائق باد  لإعادة البناء. 5-4-2
يُقدُتمتمكُالمصفوفاتُالموافقةُ.ُتتطمبُىذهُالصفُمنُالطرائقُحلُجممةُمنُالمعادلاتُالتُّٔ

ُلياُعددُكبيرُمنُالشروطُ.
ُلاُيٕ ُقد ُالتقاربُالطيفيُفيُجوارُنقطُالانقطاعُعنُ. )10(زيد 6Oُُُتقريب ُدقة ُنعتمد مالم

ُعاليةُجداً.
ُ ُقارنا ُالتاليمنُخلال ُالبياني ُُالشكل ُ ُالتابع ُبناء ُالموافقُلإعادة ُالنقطي ُالخطأ فُالمعرُّبين

ُبالعلاقة:
ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ)(cos7.2

)(
xxSin

exf








 ُ



137 
 

ُعندُنقاطُالانقطاعُوذلكُفيُالحالتينُالآتيتين:ُتقريبُباديُفورييوُالشاذباستخدامُوذلكُ
ُدقةُالآلةُمضاعفةُ (ٔ
Mathematicaُُدقةُعاليةُجداًُوىيُدقةُبرنامجُالـ (ٕ

ُ
طُالانقطاعُوذلكُعندُإعادةُبناءُالتابعُوفقُا(ُ)مقارنةُبينُالخطأُالنقطيُعندُنقٔٔ-٘الشكلُ)

ُتقريبُباديُفورييوُالشاذُعندُاستخدامُدقةُمضاعفةُوعندُاستخدامُدقةُعالية(ُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُُ
ُ
ُ
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 نتائج وتوصيات ومقترحات                          

ُلتوابعُمستمرةُالدقةُالأسيةُالتُُّتُعد ُالتقريباتُالطيفيةُعندُتقريبيا منُأبرزُمميزاتُيُتتمتعُبيا
ىذهُالتقريباتُالأمرُالّذيُجعلُالتخمصُمنُظاىرةُجبسُالتّيُتعانيُمنياُىذهُالتقريباتُعندُ

ُتقريبياُلتابعُمستمرُقطعياًُُلاستعادةُىذهُالدقةُأمراًُفيُغايةُالأىمية.

رُالسمبيُلظاىرةُالمتبعةُلمتخمصُأوُالتقميلُمنُالأثوجدناُمنُخلالُدراستناُلجودةُالطرائقُ
ُجبسُأنُّكلُطريقةُتعانيُمنُعيوبُمعينةُفيلُمنُالممكن

ُ:أيُأنّياُإيجادُطريقةُمثالية1ُ) 

ُكمفةُحسابيةُعالية.لاُتتطمبُ.ُٔ

ُ.فرضُشروطُمعينةُعمىُوسطائيالاُتتطمبُ.ُٕ

ُتياُحولُالصفر..ُلاُتتمركزُنواٖ

ُُعنياُجممةُمنُالمعادلاتُالتيُقدُتكونُمريضة.ُ.ُلاُينتجٗ

ُ.ُلاُتتطمبُخوارزميةُلتحديدُمواقعُانقطاعُالتابع.٘

ُ.ُلاُتعانيُمنُحساسيةُلأخطاءُالتدوير.ٙ

2ُ ُحيثُ( ُمن ُجبس ُظاىرة ُمن ُلمتخمص ُالمستخدمة ُالطرائق ُبتصنيف ُأطروحتنا ُفي قمنا
ُتبعاًُلجودةُىذهُالطرائقُفيُإعادةُبنائيا.ُُمكنُتصنيفُالتوابعمحاسنياُومساؤئياُفيلُمنُالم

(ُقمناُفيُعممناُىذاُببرمجةُعددُمنُالطرائقُالمستخدمةُلمتخفيفُمنُالأثرُالسمبيُمنُظاىرة3ُ
ُجبسُلاُ ُلمتخمصُمنُظاىرة ُالطرائقُالمستخدمة ُلجميع ُبرامج ُإيجاد ُالممكن ُمن جبسُفيل

 تكونُذاتُكمفةُبرمجيةُعالية؟!!
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 (2ملحق )

 لحات العلميّةطدليل المص

A-- 
 Accuarcy دقة

 Admissibility قبول

 Algorithm خوارزمية

 Analytic تحميمي

 Approach طريقة

 Approximation تقريب

-B- 

 Base أساس

 Bounded محدود

-- C  

 Coefficients معاملات

 Collecation التجميع

 Complementary مكمل

 Concentration التمركز

 Condition شرط

 Conjugate مرافق

 Continuous مستمر

 Convergence تقارب

 Convolution الالتفاف

-- D  

 Decay اضمحلال

 Decomposing تحميل
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 Detection اكتشاف

 Differential تفاضمي

 Discrete منقطع

-- E 

 Edge حواف

 Equation معادلة

 Error خطأ

 Even زوجي

 Expansion نشر

 Exponential Convergence تقارب أسي

-- F 

 Factors عوامل

 Filter مرشحة

 Filtering ترشيح

 Formula صيغة

 Function تابع

-- G  

 Gaps فراغات

 Generalized معمم

-- I  

 Interpolation استيفاء

 Inverse عكسي

-- J  

 Jumps قفزات

-- K  

 Kernel نواة

-- L  
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 Law قانون

 Local موضعي

-- M  

 Machine Epsilon دقة الآلة

 Matrix مصفوفة

 Method طريقة

-- N  

 Numerical عددي

 Normalized منتظم

-- O  

 Odd فردي

 Operator مؤثر

 Orthogonal Polynomials حدوديات متعامدة منظمة

 Orthonormality التعامد

 Oscillatory Behavior سموك تذبذبي

 Oscillatory Kernels ةتذبذبم نوى

-- P  

 Parameters وسطاء

 Piecewise قطعي

 Pointwise نقطي

 Property خاصة

 Polynomials حدوديات

-- Q  

 Quadrature تربيعي

-- R  

 Rational كسري

 Reconstructions إعادة البناء
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 Regularization التنظيم

 Round-off Erroes التدويرأخطاء 

 Runge Phenomenon ظاهرة رانج

 Runge Zone منطقة رانج

-- S  

 Saw Tooth Function تابع أسنان المنشار

 Sign الإشارة

 Singular شاذ

 Shifte إزاحة

 Smooth أممس

 Spectral accuracy دقة أسية

 Spectral Convergence تقارب طيفي

 Square Wave التربيعيتابع الموجة 

 Sturm-Liouville Problem مسألة ليوفيل شتورم

-- T  

 Total كمي

 Transform تحويل

 Trapezoidial Rule قاعدة شبه المنحرف

 Truncation اقتطاع

-- U  

 Ultraspherical Polynomials حدوديات فوق كروية

-- V 

 Variation تغير
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