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: ةمدقملا

إلا ًايبسن هنس ةثادح مغر و ، نيرشعلا نرقلا لئاوأ يف يلا دلا ليلحتلا أشن
نم سيلو . ةرصاعملا ةيضايرلا مولعلا نيب ًازيمتم ًازكرم ًايلا ح لغشي هنأ

يضايرلا ركفلا يف ًافاطعنا ثدحأ يلا دلا ليلحتلا نأب لوقلا ةغلا بملا ليبق
نرقلا يف تايضايرلا ملع يف تاريغتملا لا خدإ هفّلخ يذلا كاذب ًاهيبش

. رشع عباسلا

و لا ودلا نم ةيهتنم ةعومجم ةساردب يضايرلا ليلحتلا ىنعُي نيح يف و
ةساردب اذه نع ضيعتسي يلا دلا ليلحتلا نإف ، اهنيب طبرت يتلا تاق لا علا

لا ودلا تاءاضف
. اهيلع تايلمعلا و

و ، تاعيزوتلا ةيرظن عوضوم يلا دلا ليلحتلا يف ةماهلا عيضاوملا نمو
ىعدُت كلذل نودار تاسايق ِ ل و ًايلحم ةلومكلا لا ودلل ًاميمعت دعُت يتلا

تاعيزوتلا ةيرظن ةساردل ةحورط الأ هذه تصصخ دق و ، ةممعملا لا ودلا
دوعي و ، ةيئزجلا ةيلضافتلا لات داعملا لح يف اهتاقيبطت و زتراوشل

Laurent Schwartz يسنرفلا يتايضايرلا ىلإ ةيرظنلا هذه سيسأت
هباتك يف (5 mars 1915 Paris – 4 juillet 2002 Paris)

(30 août Fields ةيلا ديم لا ن دقو ،théorie des distributions

. تاعيزوتلا ةيرظن يف هلا معأ نع 1950)

تارربم ىوقأ نم (EDP) ةيئزجلا ةيلضافتلا لات داعملا ةيرظن ربتعت و
(EDP) ةيرظنلا هذه نأ نم مغرلا ىلع و ، تاعيزوتلا ةيرظن ةسارد
ًامدقت تزرحأ دق اهنأ إلا ليلحتلا يف ةيكيس كلا رثك الأ ءزجلا ب صتخت

تاعيزوتلا ةيرظن فاشتكا ذنم ًاماه
رثؤملل ( يئادتب الا ) يساس الأ لحلا موهفم حيضوت يف تدعاس يتلا و

. ةتباثلا لات ماعملا ب يئزجلا يلضافتلا

تاءاضفلا ةيرظنب مامته الا يف رثأ ةيرظنلا هذه فاشتك لا ناك دق و
. ةيجولوبتلا ةيهجتملا

الا بنجتت تاعيزوتلا ةيرظن فيرعتل قئارط ةدع تركتبا ىرخأ ةهج نم



قئارطلا كلت تيمس و ، ةيجولوبتلا ةيهجتملا تاءاضفلل حيرصلا مادختسا
. ةيئادتب الا قئارطلا ب

ةقيرطلا ب ةحورط الأ هذه نم لو الأ لصفلا يف تاعيزوتلا ضرع مت دق و
ةيئادتب الا

ءاضف ىلع ( تايلا تتملا بسح ) ةرمتسم و ةيطخ ٌلا كشأ اهنأب كلذ و
رابتخ الا لا ود

ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقلا و ىلع ةفرعملا ةيدقعلا لا ودلا ءاضف )

نع ةلثم الأ ضعب حرط مت و ، ( )D  ( ةصارتم اهتماعد و تارملا نم
ةسارد لصفلا اذه يف مت و ، كاريد عيزوت اهمهأ نم و تاعيزوتلا

، قاقتش الا ةيلمع تايلمعلا هذه مهأ نم و تاعيزوتلا ىلع تايلمعلا ضعب
ضعب نم يلضافتلا باسحلا ريرحت نم تاعيزوتلا ةيرظن نكمُت ثيح

، قاقتش للا ةلباق ريغ لا ود دوجو نع أشنت يتلا تابوعصلا
للا ديدجلا فيرعتلا نإف قاقتش للا ةلباقلا لا ودلا لجأ نم كلذ نم رثكأ و

ةسارد يناثلا لصفلا يف انعبات . يكيس لا كلا فيرعتلا عم قباطتي قاقتش
تاعيزوتلل يروسنتلا ءادجلا ةساردب انمقف تاعيزوتلا ىلع تايلمعلا ضعب

هنأ يف لاف تلا ةيمهأ يتأت و ، هصاوخ و تاعيزوتلا تلاف و ، هصاوخ و
لح يف و ، كاريد عيزوتب عيزوتلا اذه تلاف هنأب عيزوت يأ رابتعا نكمي

تلاف اهنأب عيزوت يأ تاقتشم رابتعا نكمي ةيئزجلا ةيلضافتلا لات داعملا
ربج ضرع لصفلا اذه يف مت امك ، كاريد عيزوت تاقتشمب عيزوتلا اذه

ءاضفلا يف هييروف لات يوحت سردنس ثلا ثلا لصفلا يف و لاف، تلا
و ( ( )

n
S  ) عيرسلا صقانتلا تاذ لا ودلا ءاضف و ، اهصاوخ و 1

( )L 

اهنأ ىلع ةلدتعملا تاعيزوتلا ضرع متيس امك ، هيف هييروف لات يوحت
و ، ( )

n
S  ءاضفلا ىلع ( تايلا تتملا بسح ) ةرمتسم و ةيطخ ٌلا كشأ

ةسارد ىلإ ةفاض بالإ ، اهل هييروف لات يوحت و اهيلع تايلمعلا ةسارد
. ىلع ةفرعملا تاعيزوتلا و ةيرودلا تاعيزوتلا

لات داعملا لح يف تاعيزوتلا ةيرظن ةيمهأ نيبنسف عبارلا لصفلا يف امأ
و ةيئايزيفلا رهاوظلا نم ديدعلل ًةجذمن دعُت يتلا و ةيئزجلا ةيلضافتلا

و ،( ةيئفاكم ، ةيدئاز ، ةيصقان ) اهعاونأ ىلع فرعتلا دعب كلذو ، ةيسدنهلا
ةيساسأ ً لا ولح مدقنس و يلضافتلا رثؤملل يساس الأ لحلا فيرعت مدقنس

، ةرارحلا رثؤم لابلاس، رثؤم يهو ةطيسبلا ةيلضافتلا تارثؤملا ضعبل
تاعيزوتلا مادختسا ةيفيك نيبنس و . نامير يشوك رثؤم و ، جاوم الأ رثؤم



. ةيداعلا ةيلضافتلا لات داعملا ضعب لح يف

: ةيخيرات ةحمل

( اتلد ةلا د )1926 ماع P.A.M.Dirac يناطيربلا يئايزيفلا لخدأ -

0x  لجأ نم ( ) 0x  و  ىلع ةرمتسم و ةفرعم ةلا د يه و ،

تايضايرلا يف ىنعم هل سيل اذه لك نأ إلا ، ( ) 1x dx




 و

ةمودعملا ةلا دلا نأ ذإ يكيس لا كلا ىنعملا ب ةلا د تسيل  و ، ةقيقدلا
يضايرلا ريربتلا داق دق و ، مودعم لماكت تاذ نوكت 0x  لجأ نم
يضايرلا فيرعتلا امأ ، ةلا دلا موهفم ديدمت ىلإ ةلا دلا هذهل قيقدلا

الأ فاشتكا نأ يأ كاريد عيزوتب ىطعُي وهف ةلا دلا هذهل قيقدلا
. ًاماع نيث ثلا خلال مت  عباتلا صاوخ و فيرعتل يضايرلا ساس

Leonid نييتايضايرلا دوهجمب و يضاملا نرقلا تانيث ثلا خلال -

يذلا و فيعضلا لحلا موهفم رهظ Sobolev Jean Leary

دعأ 1950-1945 يماع نيب ام و ، تاعيزوتلا ساسأ لكشي
نم كلذ ًايحوتسم ةماع ًةيرظن Laurent Schwartz

. تاعيزوتلا ةيرظن يهو ،L. Sobolev و J.Leary لا معأ

ا هذه تمدختسا Laurent Schwartz لا معأ رشن دعب ًةرشابم -

ةثيدح ٌةيرظن تعضو و نيثحابلا نم ٍريبك ٍددع لبق نم لا مع لأ



ًةادأ تاعيزوتلا ةيرظن تحبصأ و ، ةيئزجلا ةيلضافتلا لات داعملل
. اهتسارد يف ةيرهوج
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: تاحلطصملا مهأ

- أ -

ةرسأ
قاقتشا

باحسنا dérivation

translation

- ت -

يكاحت
homothétie

هييروف ليوحت
transformation de Fourier

قيبطت
application

يطخ قيبطت
application linéaire

on biunivoque دحاول دحاو قيبطت

ةيطغت

براقت
convergence

ناكم لك يف ًابيرقت
Presque partout

لماكت
intégrale

تلاف
Convolution

ةيقفاوت

عيزوت
distribution
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distribution يلصأ عيزوت
primitive

distribution ( يهتنملا ءزجلا ) عيزوت
(prtie finie)

distribution (valeur ةيسيئرلا ةميقلا عيزوت
principale)

distribution تباث عيزوت
constant

ion périodique يرود عيزوت

كاريد عيزوت
distribution de Dirac

distribution associée à une ةلا دل قفارم عيزوت
function

لدتعم عيزوت
distribution tempérée

n réguliére مظتنم عيزوت

distribution بجوم عيزوت
positive

- ج -

Algèbre لاف تلا ربج
de convolution

nsoriel يروسنت ءادج

ةعامج

- خ ح- -

Solution (élémentaire) ( يئادتبا ) يساسأ لح
fondamentale

propriété de ليروب نياه ةصاخ
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Heine-Borel

- ر د- -

ةلا د
fonction

nalytique ةيليلحت ةلا د

olynôme دودح ريثك ةلا د

ةيرود ةلا د
fonction périodique

on à croissance lente ءيطب ديازت تاذ ةلا د

fonction à عيرس صقانت تاذ ةلا د
décroissance rapide

fonction ًايلحم ةلومك ةلا د
localement intégrable

fonction continûment dérivable ايعطق قاقتش للا ةلباق ةلا د
par morceaux

e Heaviside دياس ي ڤھ ةلا د

ةماعد
support

رابتخ الا لا ود
fonctions-tests

ةممعم لا ود
fonctions généralisées

رود

- ص ش- -

aux limites ةيدح طورش

ةيعفش
parité
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يطخ لكش
forme linéaire

نيرغ ةغيص
formule de Green

- ق -

k fois continûment ةرم k قاقتش للا ةلباق
différentiables

indéfiniment تارملا نم هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق
continûment dérivable

ةزفق
saut

سايق
mesure

- ل ك- -

ةفيثك
dense

( ةق (غلا ةقاصل
adhérence

- ن - م -

ةيلا تتم
suite

chy يشوك ةيلا تتم

urier هييروف ةلسلستم

ensemble ةصارتم ةعومجم
compact

ةدودحم ةعومجم
ensemble borné
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ةقلغم ةعومجم
ensemble fermé

ةحوتفم ةعومجم
ensemble ouvert

ème d'une membrane زتهملا راط الإ ةلأسم

ème de la corde vibrante زتهملا رتولا ةلأسم

blème de la diffusion de la chaleur ةرارحلا راشتنا ةلأسم

رمتسم
continu

قتشم
dérivée

ةيئزج تاقتشم
dérivées partielles

ccessives ةيلا تتم تاقتشم

de convolution تلاف ةلداعم

hyperbolique ةيدئاز ةلداعم

ةيئفاكم ةلداعم
équation parabolique

elliptique ةيصقان ةلداعم

équations aux ةيئزج ةيلضافت لات داعم
dériviées partielles

équations ةيداع ةيلضافت لات داعم
différentielles

مودعم
nulle

ةتباث لات ماعمب يطخ يلضافت رثؤم
ateur différentiel linéaire à coefficients constants
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r de Laplace لابلاس رثؤم

ur de la chaleur ةرارحلا رثؤم

جاوم الأ رثؤم
opérateur des ondes

ateur de Cauchy-Riemann نامير يشوك رثؤم

point discontinuité de لو الأ عونلا نم عاطقنا ةطقن
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Avant- propose

On a consacré ce travail pour étudier la théorie des

distributions de Schwartz " fonctions généralisées " et ses

applications.

Cet ouvrage est divisé en cinqe chapitres. Le premiére est

une introduction à la théorie des distributions, dans

laquelle on a présenté les distributions comme des forms

linéaires séquentiellement continues sur l'espace D " l'

espace des fonctions indéfiniment continûment dérivables

et à support compact ", on a proposé quelque exemples

de distributions, le plus important est: distribution de

Dirac, et on a étudié les opérations sur les distributions

comme translation,dérivation,…

Le deuxiéme chapitre est consacrée pour étudier: le

produit tensoriel des distributions et ses propriétés, le

convolution des distribution et ses propriétés, l'algèbre de

convolution.

à le troisiéme chapitre on a étudié les transformations de

Fourier dans l'espace 1
L et ses propriétés, on a présenté les

distributions tempérées comme des forms linéaires

séquentiellement continues sur l'espace S " l' espace

des fonctions à décroissance rapide ", on a étudié les

opérations sur les distributions tempérées, les

transformations de Fourier des distributions tempérées.

enfin on a présenté les distributions périodique et les

distributions définies sur  .

Vient ensuite, Le quatriéme chapitre qui est consacrée

pour une étude topologique des espaces , , ,D D S S  ,et pour

cela on a étudié les espaces vectorielles topologiques, et

surtout les espaces localement convexes, les semi- normes,

et la topologie faible. Et on a étudié l'ordre d'une

distribution.



CXX

Les équations aux dérivées partielles, et trouver les

solution fondamentales de ses équations font l'objet de le

derniére chapitre.

Une étude de Théorie des

distributions de Schwartz et ses

applications
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يناثلا لصفلا

تاعيزوتلا تلاف

Convolution des distributions

ءادج :ً لا ثمف . ٍنكمم ريغ ماع ٍلكشب نيعيزوت ءادج نإ : [1 p 173] ةمدقم
: ثيح ( ًايلحم ةلومكلا ) f ةلا دلل قفارملا

f
T عيزوتلا

ةلومك ريغ









00

0
1

)(
2

x

x
xxf ةلا دلا لأن . نكمم ريغ هِسفنب












00

0
1

)(

x

x
xxf

. تاعيزوتلا ءادج نم رخآ عون ىلع فّرعتلا ىلإ ةجاحب نحن كلذل . ًايلحم

نيعيزوتل يروسنتلا ءادجلا -1

produit tensoriel de deux :

distributions

د نكتل : نيتلا دل يروسنتلا ءادجلا فيرعتب ً لا وأ أدبنس [2 p 22] [13 p 64]

هنأب  و  ِنيتلا دلل يروسنتلا ءادجلا فَّرعُي , )(
m

D  نم ةلا د  و )(
n

D  نم ةلا
و n
x  ثيح )()(),( yxyx   : لكشلا ب mn ىلع ةفرعملا  ةيقيقحلا ةلا دلا

ققحت اهتماعد و ، تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا نإ ، m
y 

. ةدودحم اهنأ يأ supp supp supp   

ب اهل زمرن )(
nm

D
 نم ةلا د يه (  و  ِنيتلا دلل يروسنتلا ءادجلا ) ةلا دلا ًاذإ

. )()(),( yxyx   : بتكنو ،   زمرلا

ىلع ًافرعم ًاعيزوت
g

T و ، f ةلا دلل ًاقفارم n ىلع ًافرعم ًاعيزوت
f

T نكيل : لا ثمب و
: g ةلا دلل ًاقفارم m

( ) : , ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

( ), ( ) ( , ) ( ), ( ), ( , )

n m n m

m

n m

f g

f f g

D T f x g y x y dydx f x g y x y dydx

T x g y x y dy T x T y x y

   

 




   



      

  

   



[13 p 64][9 p 24]: فيرعت -1-1

. S نم ً لا دب )( xS بتكنس ،
1 2

( , , ..., )
n

n
x x x x  و n ىلع ًافرعم ًاعيزوت S نكيل
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نم ً لا دب )( yT بتكنس ،
1 2

( , , ..., )
m

m
y y y y  و m ىلع ًافرعم ًاعيزوت T نكيل

.T

T و S ِ ل يروسنتلا ءادجلا فَّرعُي .
1 1

( , ) ( , ..., , , , ..., )
n m

n m
z x y x x y y

   نكيل
. ( ) : , ( ), ( ), ( , )

n m
D S T S x T y x y       : لكشلا ب

: n m ىلع فرعم عيزوت S T نأ تبثنل

ًاددع قاقتش للا ةلباق m ىلع ةفرعم ( , )y x y ةلا دلا , ةتبثم x لجأ نم -

قيبطت نكمي يأ ). )(
m

D  نم يهف ةدودحم اهتماعدو ، تارملا نم ٍهتنم ريغ
.( اهيلع T عيزوتلا

: ققحت و ، n ىلع ةفرعم ( ) ( ), ( , )x x T y x y  ةلا دلا -

: نأ تبثنل يأ
0

( ) ( ) 0
h

x h x     نأ تبثنل : ةرمتسم  ةلا دلا -1

نأ تابثإ يفكي رمتسم T نأ امبو ،
0

( ), ( , ) ( , ) 0
h

T y x h y x y    

. )(
m

D  يف رفصلا نم براقتت  ( , ) ( , )y x h y x y   ةيلا تتملا

: ثيحب M دجويف n m ىلع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا نأ امب
( , ) ( , )x h y x y

M
h

  
  ( , ) ( , )x h y x y M h     

نأ دجن ( )q ِ ب  انلدبتسا اذإ كلذك , يف
0

( , ) ( , ) 0
h

x h y x y    

. يف ( ) ( )

0
( , ) ( , ) 0

q q

h
x h y x y    

ةعومجملا سفن يف ةاوتحم ( , ) ( , ) ( , )x y x h y x y   لا ودلا تاماعد
ةاوتحم ( , ) ( , )y x h y x y   لا ودلا تاماعد هنمو ، A ةدودحملا و ةقلغملا

. m ىلع A ةعومجملا طقسم يف

نأ تبثنل و n نم ًاهجتم (0, ..., , ..., 0)
i

h h نكيل : قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا -2

امدنع ) ةياهن اهل ( ) ( ) ( , ) ( , )
( ),

i i

x h x x h y x y
T y

h h

      
 ةيلا تتملا

i
h ىعست

ةيلا تتملا نأ تابثإ يفكي رمتسم T نأ امبو ،( رفصلل

ةلا دلا انيدل . )(
m

D  يف ةياهن اهل ( , ) ( , )

i

x h y x y
y

h

   
 
 

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: ثيح M  دجويف ، ةدودحم
2

2
( , ) ( , )

i

x y x y
x






( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )

i

i i i i

x h y x y x h y x y
x y x y M h

h x h x

              
 

دجن
1 2
, , ...,

m
y y y ِ ل ةبسنلا ب اهتاقتشمب  ةلا دلا انلدبتسا اذإ كلذك , يف

. يف ( ) ( )

0
( , ) ( , ) 0

q q

h
x h y x y     : نأ

ةعومجملا سفن يف ةاوتحم ( , ) ( , ) ( , )x y x h y x y   لا ودلا تاماعد

ةاوتحم ( , ) ( , )

i

x h y x y
y

h

  
 لا ودلا تاماعد هنمو ، A ةدودحملا و ةقلغملا

. m ىلع A ةعومجملا طقسم يف

. تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا نأ تبثن اهسفن ةقيرطلا ب -3

 ةدودحم ( , ) ( , )x y x y ةلا دلا ةماعد نأ امب : ةدودحم  ةلا دلا ةماعد -4

 : ( , ) 0
m

y x y   : نإف ةيافك ةريبك x ناك اذإ

ةلا دلا نأ ينعي اذه و ، ةيافك ةريبك x لجأ نم ( ) ( ), ( , ) 0x T y x y  

. ةدودحم اهتماعد نأ يأ ، ةدودحم ةعومجم جراخ مدعنت 

. ( اهيلع S عيزوتلا قيبطت نكمي يأ ) ( )
n

D  نم ةلا د يه  ةلا دلا نأ يأ

: ٍذئدنع  نم ,  و , ( )
n m

D
 نم نيتلا د  و  نكتل : يطخ S T قيبطتلا -

 , ( ), ( ), ( , )

( ), ( ), ( , ) ( ), ( , )

( ), ( ), ( , ) ( ), ( ), ( , )

, ,

S T S x T y x y

S x T y x y T y x y

S x T y x y S x T y x y

S T S T

       

   

   

   

       

   

   

     

يف رفصلا نم براقتت ( )
n m

D
 نم ةيلا تتم  

1pp
 نكتل : رمتسم S T قيبطتلا -

نأ امب ، , ( ), ( ), ( , ) 0
p p

S T S x T y x y    نأ تبثنل و ، ( )
n m

D


( ( ) ( ), ( , )
p p
x T y x y  ثيح )  

1
p

p



ةيلا تتملا نأ تابثإ يفكي رمتسم S

. ( )
n

D  يف رفصلا نم براقتت

لا ودلا لك تاماعدف ، رفصلا نم براقتت  
1pp

 ةيلا تتملا نأ امب -1

، B نكتل و اهسفن ةدودحملا و ةقلغملا ةعومجملا يف ةاوتحم ( , ) ( , )
p

x y x y
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، n ىلع B ةعومجملا طقسم يف ةاوتحم  
1

p
p




لا ودلا لك تاماعد يلا تلا بو

. اهسفن ةركلا جراخ مدعنت ( 1p )
p

 لا ودلا يأ

دج ضرفنل ، يف رفصلا وحن ماظتناب براقتت  
( )

1

( )
q

p
p

x


ةيلا تتملا نأ تبثُنِل -2

دجوي هنأ ضرفنل يأ ، يف رفصلا نم براقتت لا 
1

( )
p

p
x


ةيلا تتملا نأ ً لا

: ثيح ، ةديازتم { }
v
p ةيلا تتم و ، n طاقن نم  vx ةيلا تتم و 0 

: انيدل حبصأ ( ) ( ), ( , )
v vp v p v
x T y x y   

يأ ، m ىلع B طقسم يف ةاوتحم ( ) ( , )
vv p v

y y x y  لا ودلا تاماعد
. اهسفن ةدودحملا و ةقلغملا ةعومجملا يف ةاوتحم

لا ودلا ةيلا تتم يلا تلا بو ، يف ( )

( , ) 0
v

q

p v
x y  نأ امك

. يف ماظتناب رفصلا نم براقتت اهتاقتشم و ( ) ( , )
vv p v

y y x y 

.و ( )
m

D  يف رفصلا نم براقتت ( ) ( , )
vv p v

y y x y  لا ودلا ةيلا تتم هنمو

اذهو ( ) ( ), ( , ) 0
v vp v p v
x T y x y   : نأ دجن ( )

m
D   نم عيزوت T نأ امب

ًاذإ . يف رفصلا وحن ماظتناب براقتت  
( )

1

( )
q

p
p

x


ةيلا تتملا ًاذإ . ضقانت

. رمتسم S T قيبطتلا

. )(
nm

D
 نم ًاعيزوت نوكي S T يلا تلا بو

. رشابملا ءادجلا ب يروسنتلا ءادجلا وعدن : تاظح ملا

. ( ) : , , , ( , .)
n m

D S T S T x       : بتكن نأ نكمي

[9 p 29] : ةنهربم -2-1

ثيح )
i i

  : لكشلا نم ةيلا تتمل ةياهن اهنإف ( )
n m

D
 نم ًةلا د  تناك اذإ

.( ( )
n

i
D   و ( )

m

i
D  

ِ ب فرعملا لا جملا يف ةاوتحم  ةلا دلا ةماعد نأ ضرفنل : تابث الإ
 تارملا نم ٍ هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا انيدل . ,y a x a 

: ققحت
p

 دودح ريثك دجوي سوارتشرياو ِ ل براقتلا ةنهربم بسح
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.
( )( )1 1

2 , 2 : ( , ) ( , ) ; ( , ) ( , )
qq

p p
x a y a x y x y x y x y

p p
        

: لكشلا ب ( )
m

D  نم
2

 و ( )
n

D  نم
1

 نيتلا دلا فرعنل

1 2

1 1
( ) ( )

0 2 0 2

x a y a
x y

x a y a
 

        

نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق
p

 لا ودلا و ، ( )
n m

D
 نم

1 2
  ةلا دلا

نم   1 2 1 2
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )

p p
x y x y x y x y          لا ودلا  تارملا

. ( )
n m

D


لأن: ( )
n m

D
 يف  ةلا دلا نم براقتت   1 2p

p
    ةيلا تتملا نأ امك

ةدودحملا ةعومجملا سفن يف ةاوتحم  1 2
,

p
     لا ودلا تاماعد -

.( 2 , 2x a y a  )

و ةرمتسم  1 2p
      لا ودلا نأ امب -

1 2

1
( , ) ( , ) 0 ,

( , ) ( ) ( ) ( , )

0 2 , 2

p p

p

x y x y x a y a
px y x y x y

x a y a

 
    

         
  

 يف رفصلا نم براقتت    1 2
( , ) ( , )

p
p

x y x y      ةيلا تتملا نأ دجن

نم براقتت    
( )

1 2
( , )

q

p

p

x y      ةيلا تتملا نأ تبثن كلذك . ماظتناب

. ماظتناب  يف رفصلا

نم يهو ، ( )
n m

D
 يف  ةلا دلا نم براقتت   1 2p

p
    ةيلا تتملا 

.
i i

  : لكشلا

[1 p 191][9 p 28] : يروسنتلا ءادجلا صاوخ -3-1

 و )(
m

D  نم ًةلا د  و ، )(
n

D  نم ًاعيزوت S و )(
m

D  نم ًاعيزوت T ناك اذإ (1

: ٍذئدنع . )(
n

D  نم ً ةلا د
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 , ( ), ( ), ( , ) ( ), ( ), ( ) ( )

( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )

, ,

S T S x T y x y S x T y x y

S x x T y y T y y S x x

T S

     

   

 

     

   

 

نم ًاعيزوت S و ( )
m

D   نم ًاعيزوت T ناك اذإ : يليدبت يروسنتلا ءادجلا (2

: ٍذئدنع ( )
n

D  

( ) : , ,
n m

D S T T S       

: g ةلا دلل ًاقفارم S عيزوتلا و ، f ةلا دلل ًاقفارم T عيزوتلا ناك اذإ -

( ) : , ( ), ( ), ( , )

( ), ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

n m

n m n

f g f g

f

D T T T x T y x y

T x g y x y dy f x g y x y dydx

  

 



  

    

     

: دجن ينيبوف بسح و

, ( ) ( ) ( , ) ( ), ( ) ( , )

( ), ( ), ( , ) ,

n m m

f g g

g f g f

T T g y f x x y dxdy T y f x x y dx

T y T x x y T T

  

 
  

    

  

  

و ( )
n

D  نم ةلا د ثيح )()(),( yxyx   لكشلا نم  ةلا دلا تناك اذإ -

: ٍذئدنع ( )
m

D  نم ةلا د 

, ( ), ( ), ( , ) ( ), ( ), ( ) ( )

( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( , ) ,

S T S x T y x y S x T y x y

S x T y y x S x x T y y

T y S x x y T y S x x y T S

   

   

   

   

   

    

نم ةلا د i
 ثيح  

i

ii
yxyx )()(),(  لكشلا نم  ةلا دلا تناك اذإ -

: ٍذئدنع ( )
m

D  نم ةلا د i
 و ( )

n
D 

, , ,

, , ,

i i i i

i i

i i i i

i i

S T S T S T

T S T S T S

    

    

      

       

 

 
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لكشلا نم ةيلا تتم ةياهن يهف )(
nm

D
 نم ةيرايتخا  ةلا دلا تناك اذإ -

 
i

ii
 lim يأ ( )

m
D  نم ةلا د i

 و ( )
n

D  نم ةلا د i
 ثيح  

i

ii


, , lim lim ,

lim , , lim ,

i i i i

i i

i i i i

i i

S T S T S T

T S T S T S

    

    

      

       

 

 

ةنهربم ِ ڊ ( ), ( ), ( , ) ( ), ( ), ( , )S x T y x y T y S x x y  ةصاخلا ىعدُت

. تاعيزوتلل ينيبوف

نم ًاعيزوت
2

T و ( )
m

D   نم ًاعيزوت
1

T ناك اذإ : يعيمجت يروسنتلا ءادجلا (3

: لكشلا نم يهف )(
pnm

D
 نم ةلا د و ، )(

p
D  نم ًاعيزوت

3
T و ( )

n
D  

ةلا د i
 و ( )

n
D  نم ةلا د i

 و ( )
m

D  نم ةلا د i
 ثيح lim

i i i

i

     

: ٍذئدنع ( )
p

D  نم

     

   

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2

, , lim lim ,

lim , , lim , ,

lim , , , lim , ,

lim , , lim

i i i i i i

i i

i i i ii

i i

i i i i i i

i i

i i i i i i

i i

T T T T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T

      

     

     

     

           

       

      

         

  

 

 

 

 

 3 ,T 

نم تابث بالإ يفتكن يليدبت يروسنتلا ءادجلا نأ امب : رمتسم يروسنتلا ءادجلا (4

وحن براقتت )(
n

D  نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1rr

S نكتل ، ةدحاو ةهج
ةيلا تتم نأ تبثنل ،و )(

m
D  نم ًاعيزوت T نكيل و ، )(

n
D  يف S عيزوتلا

: )(
mn

D
 يف TS  عيزوتلا نم براقتت  

1
rr

TS تاعيزوتلا

: هنم و ( )
n

D  نم ( ) ( ), ( , )x x T y x y  ةلا دلا انيدل

, ( ), ( ), ( , ) ( ), ( ), ( , ) ,
r r

S T S x T y x y S x T y x y S T       

[9 p 27] [2 p 23]: ةلثمأ -4-1
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نم ًاعيزوت
g

T و ، ًايلحم ةلومكلا f ةلا دلل ًاقفارم )(
n

D  نم ًاعيزوت
f

T نكيل (1

. ًايلحم ةلومكلا g ةلا دلل ًاقفارم )(
m

D 

( ) : , ( ), ( ), ( , ) ( ), ( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )

,

n m

m

n m n m

f g f g f

f g

D T T T x T y x y T x g y x y dy

f x g y x y dydx f x g y x y dydx

T

   

 







   



      

   





   

ءادجلل قفارملا عيزوتلا وه نيتلا دل نيقفارم نيعيزوتل يروسنتلا ءادجلا نأ يأ
. نيتلا دلل يروسنتلا

: كاريد يعيزوتل يروسنتلا ءادجلا (2

عيزوت b
 و m نم ةطقن b ,و )(

n
D  يف كاريد عيزوت a

 و n نم ةطقن a نكتل
: )(

m
D  يف كاريد

( , )
( ) : , ( ), ( ), ( , ) ( ), ( , ) ( , ) ,

n m

a b a b a a b
D x y x y x x b a b           



       

.
),( baba

  يأ

: ,
x y

Y Y نيعيزوتلل يروسنتلا ءادجلا (3

 
 


0 00

),(),(,,.)(,,, dydxyxdyyxYxYYYY
xyxyx



[2 p 23]: يروسنتلا ءادجلا قاقتشا -5-1

: ٍذئدنع ، ( )
m

D   نم ًاعيزوت T و ( )
n

D   نم ًاعيزوت S نكيل
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( ) : ( ), , , ,

, , , , ,

n m

i i i

i i i

D S T S T T S
x x x

S S S
T T T

x x x

  

  

   
        

  

  
     

  

( ) : ( ), , , ,

, , , , ,

n m

j j j

j j j

D S T S T S T
x x x

T T T
S S S

x x x

  

  

   
        

  

  
     

  

)0,0(00

2

)(  












y

Y

x

Y
YY

yx

yx

yx : لا ثم

[9 p 30]: يروسنتلا ءادجلا ةماعد -6-1

: ةنهربم

ناك و ، ( )
n

D   نم ًاعيزوت S و )(
m

D  نم ًاعيزوت T ناك اذإ
. ( )supp S T suppS suppT A B     نإف ٍذئدنع ,suppT B suppS A 

: تابث الإ

، ( , ) ( )x y supp S T  نأ نهربنلو BAyx ),( نكتل -

: ثيح EE , ناتعومجم دجوت ذئدنع ، ),( yx يوحت ةحوتفم ةعومجم  نكتل
.  EE و EyEx  ,

   ( ) : , 0
n

x E x suppS D supp E S           

   ( ) : , 0
m

y E y suppT D supp E T            

)(
mn

D
 نم ةلا د   - :   ةلا دلا ذخأنل

( ) ( ) ( )supp supp supp E E         -

E E  ىلع مدعني لا TS   0,,,   TSTS : يلا تلا بو

 ( )
c

E E supp S T     يف ةاوتحملا
يوحت  ةحوتفم ةعومجم يأ لجأ نم  ( ) ( ( ))E E supp S T   

نإف ةقلغم ةماعدلا نأ امب و ( ( ))supp S T    : نإف ),( yx



XLII

( , ) ( )x y supp S T 

( ) (1 )A B supp S T  

( , ) ( )x y supp S T  نأ نهربنلو BAyx ),( نكتل -

: ثيح m
E  ةحوتفم ةعومجم دجوت ٍذئدنع By نأ ضرفنل

: , 0supp E T     

، m ىلع اهتماعد طقسم m
S ةعومجملا نكتل ،و )(

nm
D

 نم ةلا د نكتل
، ES

m
 نأ ضرفنلو

ىلع مدعني S T  0,  TS  0,.)(,:  xTx
n  : يلا تلا بو

 ( ) ( )
c

E supp S T    E )( يوحت ةحوتفم ةعومجم

: هنمو ( , ) ( )x y supp S T      ( ) ( )E supp S T    

( ) (2 )supp S T A B  

( ) ( ) ( )supp S T supp S supp T   : نأ دجن )2( و )1( نم

:(Convolution des distributions) تاعيزوتلا تلاف -2

انيدل نكتل ، يف لا ودلا تلاف فيرعتب ً لا وأ أدبنس [1 p 189] [12 p 139]

: لكشلا ب h ةلا دلا فِّرعُنِل و ( ىلع ناتفّرعم ناتيقيقح ) g و f ناتلا دلا

. 




 dttxgtfxh )()()(

: يأ gf  ِ ب اهل زمرنو ، g و f نيتلا دلا تلاف ِ ب h ةلا دلا وعدن -






 dttxgtfxgf )()()(

)()()()()()()()( xfgdttxftgdttgtxfdttxgtfxgf  












-
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. fggf  : نأ يأ

: ةيلا تلا الات حلا نم لك يف ةدوجوم h ةلا دلا -

: ةدودحم اهتماعدو ًايلحم ةلومك g و f نيتلا دلا نم لك (1

 




b

a

dttxgxfdttxgtfxh )()()()()(

: يأ ةدودحم g ةلا دلا و ، : ( )x f x dx





    : يأ ةلومك f ةلا دلا (2

, : ( )A x g x A     

 












dttfAdttxgtfdttxgtfxh )()()()()()(

:
2 2

( ) ( )f x dx g x dx

 

 

     : يأ ًايعيبرت ةلومك g و f نيتلا دلا نم لك (3

: زتراوش ةحجارتم بسحو ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h x f t g x t dt f t g x t dt

 

 

     

2 2

( ) ( ) ( )h x f x dx g x t dt

 

 

     

)( txg  يأ 0t لجأ نم ةمودعمو ًايلحم ةلومك g و f نيتلا دلا نم لك (4

: tx  لجأ نم ةمودعم

 




x

dttxgtfdttxgtfxh

0

)()()()()(

. ىلع ةلومك g و f نيتلا دلا نم لك (5

ةدوجوم gf  ةلا دلا ٍذئدنع ، g و f نيتلومكلا نيتلا دلا انيدل نكتل : ةنهربم
. ةلومك و ناكم لك يف ًابيرقت

g و f نم ً كلا نأ امب ، ( ) , ( )g x dx f x dx

 

 
  نيلماكتلا ءادج I نكيل : تابث الإ

، txytx  , ليوحتلا يرجن ،  








dxxfdxxgI )()( : نإف  ىلع ةلومك

: ينيبوف قبطنو
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: يلا تلا بو ( ) ( ) ( ) ( )I f x g y dxdy f t g x t dtdx

   

   

         

. ناكم لك يف ًابيرقت ةدوجوم 




 dttxgtfxh )()()( ةلا دلا -

ققحت 




 dttxgtfxh )()()( ةلا دلا -









  













dxdttxgtfdxxh )()()(

. ىلع ةلومك يأ
. مع الأ ةلا حلا يه ةريخ الأ ةلا حلا نإ

: تاعيزوتلا تلاف فيرعت -1-2

[9 p 31]: تاعيزوتلا يف ةماه ةصاخ -1-1-2

n ىلع ةفرعم ةلا د  نكتلو , ةدودحم A هتماعد )(
n

D  نم ًاعيزوت T نكيل (1

ب ,T باسح نكمملا نم ٍذئدنع ، تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق
: يلا تلا لكشلا

ٍذئدنع ، A يوحت ةحوتفم ةعومجم ىلع 1 ثيح )(
n

D  نم ةلا د  نكتل
: عضنل ، ,T   باسح نكمي و )(

n
D  نم ةلا د يه   ةلا دلا

. , : ,T T   

( )
n

D  نم نيتلا د  و  نكتل ، رايتخا نع لقتسم فيرعتلا اذه نأ تبثُنِل
E  ةحوتفم ةعومجم ىلع 1 و A يوحت E ةحوتفم ةعومجم ىلع 1  ثيح
و )(

n
D  نم   )( ةلا دلا : انيدل ،   ,, TT نأ نهربنل و ، A يوحت

ٍذئدنع . A يوحت يتلا E E  ةحوتفملا ةعومجملا ىلع 0)(  

, ,T T      : يلا تلا بو , ( ) 0T     

للا ةلباق n ىلع ةفرعم ةلا د  نكتلو , A هتماعد )(
n

D  نم ًاعيزوت T نكيل (2

suppT supp A  ةعومجملا نكتل و ، تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش
: يلا تلا لكشلا ب ,T باسح نكمملا نم ٍذئدنع . ةدودحم

ٍذئدنع ، A  يوحت ةحوتفم ةعومجم ىلع 1 ثيح )(
n

D  نم ةلا د  نكتل
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: عضنل ، ,T   باسح نكمي و )(
n

D  نم ةلا د يه   ةلا دلا

. , : ,T T   

( )
n

D  نم نيتلا د  و  نكتل ، رايتخا نع لقتسم فيرعتلا اذه نأ تبثُنِل
1  ثيح

، A  يوحت E  ةحوتفم ةعومجم ىلع 1 و A  يوحت E ةحوتفم ةعومجم ىلع
نهربنل و

ىلع 0)(   و )(
n

D  نم   )( ةلا دلا : انيدل ،   ,, TT نأ

: يلا تلا بو , ( ) 0T      ٍذئدنع . A  يوحت يتلا EE  ةحوتفملا ةعومجملا

للا ةلباق  ةلا د ىلع T عيزوتلا قيبطت انناكمإب ًاذإ . , ,T T     

، ةدودحم ريغ ةماعد تاذ تناك ول ىتح ، تارملا نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش
suppT supp ةعومجملا وأ ةدودحم suppT ةعومجملا نوكت نأ طرشب كلذو

. ةدودحم

[13 p 67] : لا ثم -2-1-2

عيزوتلا
f g

T  نكيلو . ةدودحم ةماعد تاذ امهادحإ ًايلحم نيتلومك نيتلا د ,g f نكتل
: gf  ةلا دلل قفارملا

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) , ( )

n n n

n n n n

n n

f g

f g

T f g x x dx f t g x t dt x dx

f t g x t x dtdx f t g y t y dtdy

g y f t t y dtdy T T x y

  

 

 


  

   

 

 
      

 

   

    

  

   

 

[1 p 192] [9 p 32] : فيرعت -3-1-2

، B هتماعد n ىلع ًافرعم ًاعيزوت S و ، A هتماعد n ىلع ًافرعم ًاعيزوت T نكيل
ةلباق ( )x x لكشلا ب n ىلع ةفرعملا  ةلا دلا نإ . ( )

n
D  نم ةلا د  نكتلو

جراخ مدعنت اهنأ يأ ةدودحم اهتماعد و تارملا نم ٍ هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا
ىلع ةفرعملا ةلا دلا امأ ، ax  لجأ نم مدعنت اهنأ ضرفنل و ةدودحم ةعومجم

( , ) ( )x y x y  لكشلا ب 2 n

تارملا نم ٍ هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق يهف
y
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يه اهتماعد يأ ، x y a  لجأ نم مدعنت و

x . ةدودحم ريغ يهف x y a  ِ ب فرعملا  طيرشلا
0

اذإ طقف ةدودحم ةماعد تاذ نوكت اهنأ ظح نلا

 . ةيرفصلا ةلا دلا يه  ةلا دلا تناك

نم يأ ( , ) ( )x y x y  ةلا دلا ىلع S T عيزوتلا قيبطت نكمملا نم كلذ عمو
: باسح نكمملا

طرشب كلذو ( ) ( ), ( ) ( ), ( ), ( ) ( ), ( )S x T y x y S x T y x y S x x      

ةعومجملا نوكت نأ
كلذ و ، ةدودحم ( ) ( ) ( )supp S T supp suppS suppT supp A B        

: ةيلا تلا الات حلا يف ققحتي
y

: ةدودحم B ةعومجملا (1

ةلباق )(),()( yxyTxx   ةلا دلا

نكلو تارملا نم ٍ هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا

x تسيل  ةلا دلا نأ يأ ) ةدودحم ةرورضلا ب تسيل اهتماعد

عيزوتلا ةماعد نأ امب نكلو ،( )(
n

D  نم ةرورضلا ب

 يلا تلا بو )(),( xxS  فيرعت نكمملا نمف ةدودحم S

. )(),()( yxyTxS   فيرعت نكمملا نم
B A

: ةدودحم A ةعومجملا (2

1n 

قاقتش للا ةلباق )(),()( yxyTxx   ةلا دلا
y
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لأن: ةدودحم اهتماعد و ، تارملا نم ٍ هتنم ريغ ًاددع

A B yyxx  ٍذئدنع ةيافك ةريبك x تناك اذإ

x  كلذك نوكت y نأ ينعي اذهو

   ( )suppT supp y x y   

)(),( xxS  فيرعت نكمملا نمف )(
n

D  نم )( x ةلا دلا

. )(),()( yxyTxS   فيرعت نكمملا نم يلا تلا بو
1n 

ىلع الأ نم دحاو بناج نم ةدودحم B و A نيتعومجملا نم لك 1n لجأ نم (3

: ىند الأ نم وأ
y

فصن يف ةاوتحم T عيزوتلا ةماعد نأ ضرفنل

ةلا دلا ةماعد ٍذئدنع  ctt : ِ ڊ فّرعملا ميقتسملا

  axax  , لا جملا يف ةاوتحم )( yxy 

x : لكشلا ب  ةلا دلا فيرعت نكمملا نم

لجأ نم ةمودعم نوكتو )(),()( yxyTx  

يلا تلا بو acx  لجأ نم يأ cax 

ةدودحم  ( ), ( )suppS supp x T y x y  

 . )(),(),( yxyTxS  فيرعت نكمملا نم هنمو

: لكشلا ب ( هدوجو لا ح يف ) S و T نيعيزوتلا تلاف فِّرعُن
. 2

( ) : , ( ) ( ), ( ) ( ), ( ), ( )
n

D S T S x T y x y S x T y x y           

[9 p 34] [6 p 286]: ةلثمأ -2-2

( ةدودحم  ةماعد ) TT  -
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



,)(),()0(),(

)(),(),()(),()(,

TxxTxxT

yxyxTyxyxTT





( ةدودحم   ةماعد ) TT  -





,)(),()(),()0(),(

)(),(),()(),()(,

TxxTxxTxxT

yxyxTyxyxTT





. ( ) ( )
, ...,

q q
T T T T       -

( ةدودحم b
 و a

 نم لك ةماعد ) baba   -







,)(

)(),()(),(),(

)(),()(,

ba

aba

baba

ba

bxxyxyx

yxyx







.( ةدودحم a
 ةماعد ) TT

aa
  -





,,)(),()(),(

)(),(),()(),()(,

TTxxTaxxT

yxyxTyxyxTT

aaa

aaa







g ةماعدوأ f ةماعد نأ ضرفب كلذو )
gfgf

TTT  ًايلحم ةلومك لا ود g و f -

:( ةدودحم

 

 

 

 







dydxyxygxf

dxdyyxygxfdyyxygxT

yxyTxTyxyTxTTT

f

gfgfgf

)()()(

)()()()()(),(

)(),(),()(),()(,







ينيبوف قبطن مث uyx  ليوحتلا يرجن
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



,)()()()()(

)()()()()()(,

gf

gf

Tduuugfduudxxugxf

dxduuxugxfdudxuxugxfTT


 

  





 

  

[1 p 193] [9 p 37] [2 p 27][13p لاف:[68 تلا صاوخ -3-2

: ةيليدبت ةيلمع لاف تلا ةيلمع (1

ST  و TS  نيعيزوتلا نأ ضرفنلو ، )(
n

D  نم نيعيزوت S و T نكيل
: ٍذئدنع ةدودحم S ةماعد وأ T ةماعد نأ ضرفنل يأ ، نادوجوم

2
( ) : , ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ,

n
D S T S x T y x y T y S x x y T S               

. TSST  : يأ

: ةيعيمجت ةيلمع لاف تلا ةيلمع (2

)( UTS  نيعيزوتلا نأ ضرفنلو ، )(
n

D  نم تاعيزوت ثلاث U و S و T نكتل
ةث لا ثلا تاعيزوتلا نم لق الأ ىلع نينثا نأ ضرفنل يأ ، نادوجوم UTS  )( و

: 3
( )

n
D  نم ةلا د  ةلا د يأ لجأ نم ٍذئدنع ةدودحم امهتماعد









),()(),)(()()(),)((),((

)(),()(),(()()),()(()(

)(),())()(()(),(),()(

)(),(),)(()(),())((,)(

UTSuxuUTxSuxuUTxS

zyxzUyTxSzyxzUyTxS

zyxzUyTxSzyxzUyTxS

ztzUtTSztzUtTSUTS









.    UTSUST  : يأ

UTS  )( و )( UTS  نيعيزوتلا نم لك نوكي نأ نكمملا نم : ةظح ملا
.( ةماعدلا طرش ققحت مدع ببسب )    UTSUST  نكلو ًادوجوم

: لا ثم

ريغ (1 )supp  و , ةدودحم ريغ  ( ) 0,supp Y   , ةدودحم  ( ) 0supp   

. ةدودحم

)(1)1(
111)(1

00)1(
YY

YY

YY













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. ةيعيمجت ريغ ةيلمع ماع لكشب لاف تلا ةيلمع نأ يأ

نأ ضرفنل و , نم
2

 و
1
 و )(

n
D  نم تاعيزوت ةث ثلا S و

2
T و

1
T نكتل (3

نم  ةلا د يأ لجأ نم ٍذئدنع ةدودحم S ةماعد وأ
2

T و
1

T نم لك ةماعد
. 2

( )
n

D 

: )()()(
22112211

TSTSTTS  

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ), ( ), ( ) , ( ), ( )

, , ( ) , ( )

, , ( ) , , ( )

, , ( ) ( ),

S T T S T T x y S T T x y

S T x y T x y

S T x y S T x y

S T S T S T S T

        

   

   

      

        

   

   

       

وأ T ةماعد نأ ضرفنلو ، , نم  و )(
n

D  نم نيعيزوت S و T نكيل (4

: ٍذئدنع ةدودحم S ةماعد
: )()()( TSTSTS  





,)()(),(),(

)(),(),(,),(

TSyxyTxS

yxyTxSTSTS





S ةماعد وأ T ةماعد نأ ضرفنل و ، )(
n

D  نم نيعيزوت S و T نكيل (5

: ٍذئدنع ةدودحم

: TSTSTS  )(

2
( ) : ( ) , , , ( )

, , ( ) , , ( )

, ( ) ,

n
D S T S T S T x y

S T x y S T x y

S T x y S T

   

 

 

           

     

     

2
( ) : ( ) , , , ( )

, , ( ) , , ( )

, ( ) ,

n
D S T S T S T x y

T S x y T S x y

S T x y S T

   

 

 

           

     

     

S ةماعد وأ T ةماعد نأ ضرفنل و ، )(
n

D  نم نيعيزوت S و T نكيل (6

: ٍذئدنع ةدودحم

TSTSTS
aaa

  )(
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2
( ) : ( ), , , ( )

, , ( ) , ( )

, ( ) ,

n

a a a

a a

a a

D S T S T S T x y

S T x y S T x y

S T x y S T

      

   

   

 



        

   

    

2
( ) : ( ), , , ( )

, , ( ) , , ( )

, ( ) ,

n

a a a

a a

a a

D S T S T S T x y

T S x y T S x y

S T x y S T

      

   

   

 



        

   

    

[1 p 193]: ةلا دب عيزوت تلاف -4-2
نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقلا f ةلا دلل ًاقفارم ًاعيزوت

f
T ناك اذإ : ةنهربم

g ةلا دلل قفارم هنإف ِذئدنع ، ًادوجوم
f

TT  عيزوتلا ناك و , ام ًاعيزوت T و تارملا

, ( .)T f T f y   يأ ، ( ) ( ), ( )g y T x f y x  ثيح

: تابث الإ

ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق ( ) ( ), ( )y y T x y x   ةلا دلا نأ ً لا وأ تبثنل
: انيدل ، تارملا نم ٍهتنم

( ), ( ) , ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ),

T x y h x T y xy h y y h x y x
T x

h h h

            
 

: هنم و

y

y
T

h

yhy
T

h

yhy

y hh 






 





 







)(
,

)()(
lim,

)()(
lim

00



, ( ) ( ), ( ) ( ), ( ), ( ) ( ), ( ) ( )
f f f

T T T x T y x y T x T y x y T x f y x y dy   


       

: yyx  ليوحتلا يرجن

, ( ), ( ) ( ) ( ), ( ), ( )

( ), ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( )

( ), ( ) ,

f

g g

T T T x f y x y dy T x T y f y x

T y T x f y x T y g y y g y dy

T y y T



 

 



 





    

   

 




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.
gf

TTT  هنمو

[9 p لاف:[36 تلا ةماعد -5-2

: ةنهربم

A هتماعد )(
n

D  نم ًاعيزوت S و ، ةدودحم B هتماعد )(
n

D  نم ًاعيزوت T ناك اذإ
: ققحت و ةدودحم S T عيزوتلا ةماعد نإف ٍذئدنع ، ةدودحم

: ثيح ، ( ) ( ) ( )supp S T supp S supp T A B C     

.  ByAxyxBA  ,:

: تابث الإ

: يأ C ةعومجملا ةممتم يف ةاوتحم اهتماعد )(
2 n

D  نم ةلا د  نكتل
( ) (1 )

c
supp C 

ِ ڊ فّرعملا طيرشلا يف ةاوتحم )(),( yxyx  ةلا دلا ةماعد ٍذئدنع
.  cCyxyx :),(

يأ x y A B C    هنم و ، ByAx  , يأ ( , ) ( )x y supp S T A B    نكتل
 )(),( yxyx  ةلا دلا ةماعد نم تسيل ),( yx نأ ينعي اذهو c

Cyx  نأ

: هنمو  ( ) ( , ) ( )supp S T supp x y x y    

نأ امب و )2( و )1( نم . , ( ) ( ), ( ) 0 (2 )S T S x T y x y     

: نأ دجن TS  عيزوتلا اهيلع مدعني ةحوتفم ةعومجم ربكأ يه  ( )
c

supp S T

. ( )supp S T C    ( )
c

c
C supp S T 

: ةنهربم

( )D   نم ًاعيزوت S و ، ىلع الأ نم ةدودحم B هتماعد ( )D   نم ًاعيزوت T ناك اذإ
. ىلع الأ نم ةدودحم S T عيزوتلا ةماعد نإف ٍذئدنع ، ىلع الأ نم ةدودحم A هتماعد

: تابث الإ

T ةماعد و ، x c ِ ڊ فرعملا ميقتسملا فصن يف ةاوتحم S ةماعد نكتل
T S ةماعد نأ نهربنل و ، y c  ِ ڊ فرعملا ميقتسملا فصن يف ةاوتحم

. t x y c c     ِ ڊ فرعملا ميقتسملا فصن يف ةاوتحم
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ٍذئدنع ، t c c   ميقتسملا فصن يف ةاوتحم اهتماعد ( )x x ةلا دلا انيدل نكتل
.  D x y c c     يف ةاوتحم  , ( )x y x y  ةلا دلا ةماعد

. x y D   y c  و x c     ,x y supp S T suppS suppT    نكتل

 , 0S T       ( , ) ( )supp x y x y supp S T     : هنم و

.    supp S T t c c          supp S T t c c
    

: ةهباشم ةقيرطب و

( )D   نم ًاعيزوت S و ، ىند الأ نم ةدودحم B هتماعد ( )D   نم ًاعيزوت T ناك اذإ
. ىند الأ نم ةدودحم S T عيزوتلا ةماعد نإف ٍذئدنع ، ىند الأ نم ةدودحم A هتماعد

[9 p لاف:[39 تلا ءادج رارمتسا -6-2

، )(
n

D  يف S عيزوتلا وحن براقتت )(
n

D  نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1rr

S نكتل
نم براقتت  

1
rr

TS تاعيزوتلا ةيلا تتم نأ تبثنل ،و )(
n

D  نم ًاعيزوت T نكيل و
. )(

n
D  يف TS  عيزوتلا

ةدحاو ةعومجم يف ةاوتحم  
1rr

S تاعيزوتلا نم لك ةماعد : ىلو الأ ةلا حلا -

. A ةدودحمو ةقلغم

 ,, TSTS
r

 نأ تبثُنِل و )(
2 n

D  نم ةلا د  نكتل

، تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق )(),()( yxyTx   ةلا دلا انيدل

نم   ةلا دلا نإ ، A ةعومجملا ىلع 1 ثيح )(
2 n

D  نم  ةلا دلا ذخأنلو
. )(

2 n
D 

  ,,)(),()(),(),(, SSxxSyxyTxSTS
rrrr

: انيدل نكلو
 ,(),(),()(),())((),(, TSyxyTxSxxSxxSS 

. ةدودحم T عيزوتلا ةماعد : ةيناثلا ةلا حلا -
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 ,, TSTS
r

 نأ تبثُنِل و )(
2 n

D  نم ةلا د  نكتل

، تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق )(),()( yxyTx   ةلا دلا انيدل
. ةدودحم T عيزوتلا ةماعد لأن ةدودحم اهتماعدو

, ( ), ( ), ( )

( ), ( ) , ( ), ( ), ( ) ,

r r

r

S T S x T y x y

S x x S S x T y x y S T

 

   

  

     

الأ نم ةدودحم T و  
1rr

S تاعيزوتلا نم لك ةماعد و 1n  : ةثلا ثلا ةلا حلا -

. ىلع

, ( ), ( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( ) ( )

r r

r r

S T S x T y x y

S x x S x x x

 

  

  

  

يوحت ةحوتفم ةعومجم ىلع 1  و ( )D  نم ةلا د  ثيح
هنمو ، ( )D  نم   ةلا دلا ، ( )

r
supp S supp

, , ( ), ( ), ( ) ,
r

S T S S x T y x y S T        

: Algèbre de convolutionلاف تلا ربج -7-2

[1 p لاف:[194 تلا ربج فيرعت -1-7-2

يمتنيو دوجوم E نم نيعيزوت يأ تلاف ثيحب تاعيزوتلا نم ةعومجم E نكتل
: ٍذئدنع ، ةيعيمجت ةيلمع E يف لاف تلا ةيلمع و ، E ىلإ

: تايلمعلا عم ًايهجتم ًءاضف لكشت E ةعومجملا (1

: نم ددعب برضلا ةيلمع ،  ,,, TSTS  : عمجلا ةيلمع

 ,, TT 

: ققحت لاف تلا ةيلمع (2

. نم  يقيقحلا ددعلا لجأ نمو ، E نم U و S و T تاعيزوتلا لجأ نم



LV

( ةيعيمجت لاف تلا ةيلمع )    UTSUST  -

)()()( USTSUTS  -

( عمجلا ةيلمع ىلع ةيعيزوت لاف تلا ةيلمع ) )()()( SUSTSUT 

)()()( TSTSTS   -

. ًاربج لكشت E ةعومجملا نأ يأ

لكشت E ةعومجملا نأ يأ . STTS  ةيليدبت ةيلمع يه لاف تلا ةيلمع (3

. ًايليدبت ًاربج

نأ يأ . TT  ةدحاو رصنع لبقت E يف لاف تلا ةيلمع ٍذئدنع E ناك اذإ (4

. ًايدحاو ًايليدبت ًاربج لكشت E ةعومجملا

.( كاريد عيزوت ءامتنا ةلا ح يف يدحاو ، يليدبت ربج ) لاف تلا ربج E ربجلا وعدن

لاف: تلا روبج نع ةلثمأ

.  ِ ڊ اهل زمرنو ةدودحملا ةماعدلا تاذ تاعيزوتلا ةعومجم -

روحملا فصن يف ةاوتحم اهتماعد يتلا و )(D نم تاعيزوتلا ةعومجم -

بجوملا يقيقحلا

. )(D ِ ڊ اهل زمرنو

يقيقحلا روحملا فصن يف ةاوتحم اهتماعد يتلا و )(D نم تاعيزوتلا ةعومجم -

. بلا سلا

. كاريد عيزوت اهيلإ ًافاضُم ًايلحم ةلومك لا ودل ةقفارملا تاعيزوتلا ةعومجم -

les équations de ) لاف تلا لات داعم -2-7-2

[1 p 216] [2 p 30] :(convolution

: فيراعت

ثيح BXA  : لكشلا نم ةلداعم اهنأب لاف تلا ةلداعم فَّرعُن تلاف، ربج E نكيل -

. لوهجم عيزوت X و E نم ناعيزوت امه B و A

و ,  XA ةلداعملا لح هنأب E يف A عيزوتلا بولقم فِّرعُن E نم ًاعيزوت A نكيل -

. 1
A ِ ڊ هل زمرن
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يئادتب الا لحلا فِّرعُن ، E يف تلاف ةلداعم BXA  و تلاف ربج E نكيل -

لاف تلا ةلداعمل (fondamentale يساس (الأ Solution élémentaire
.  XA ةلداعملا لح هنأب

: ةيرظن

ًاعيزوت A نكيل لاف)،و تلا ةيلمعل ةبسنلا (ب رفصلل ًامساوق يوحي لا تلاف ربج E نكيل
لح اهل BXA  ةلداعملا و ، ًاديحو نوكي 1

A بولقملا ٍذئدنع , ًابولقم كلمي E نم
. E يف ديحو

: تابث الإ

: BXA  ةلداعملل لح دوجو ً لا وأ تبثنل

1 1 1
A X B A A X A B X A B

           

: لحلا ةينادحو تابث لإ امأ

: هنمو ،
1 2

A X A X   ثيح 2
X و

1
X دجوي يأ E يف نيلح دوجو ضرفن

1 2 1 2
0 ( ) 0A X A X A X X       

BXA  ةلداعملا 
21

XX  نإف 0A و رفصلل مساوق يوحت لا E نأ امب
. ديحو بولقم هل A ديحو لح اهل

: تاظح ملا

ىلإ يمتنت لا ىرخأ لولح دجوي دقو , E يف ديحو لح اهل BXA  ةلداعملا -

. E

نم E يف لحلا لبقت لا BXA  ةلداعملا نإف E يف ًابولقم كلمي لا A ناك اذإ -

. B لجأ

. E يف ديحو وهو A عيزوتلا بولقم وه BXA  ةلداعملل يساس الأ لحلا -

. ةلداعملل يئادتب الا لحلا ب B عيزوتلا تلاف وه BXA  لاف تلا ةلداعم لح -

: لا ثم

عيزوت c ثيح ax
ecxY  ])([ عيزوتلا وه (

a ثيح )  aU  عيزوتلا بولقم
. تباث
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.  UecxY
ax

])([ نأ تابثإ يفكي

0

[ ( ) ] [ ( ) ] ( )

[ ( ) ] ([ ( ) ] )

([ ( ) ] ) [ ( ) ]

( ) [ ( ) ] [ ( ) ]

( )

ax ax

ax ax

ax ax

ax ax ax

ax

Y x c e U Y x c e a

Y x c e a Y x c e

Y x c e a Y x c e

x e a Y x c e a Y x c e

x e e

 

 



  

       

        

      

         

    
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ثلا ثلا لصفلا
S  يف هييروف لات يوحت و ةلدتعملا تاعيزوتلا
Les distributions tempérées et

transformations de Fourier dans S 

:
1
( )

n
L  ءاضفلا يف هييروف لات يوحت -1

[12 p 62] : ( )
p n

L  ءاضفلا نع ةمدقم -1-1

، n ىلع ةفرعملا ةيدقعلا لا ودلا ءاضف هنأب ( )
p n

L  ءاضفلا فَّرعُي ، 0 p   نكيل
p

f ةلا دلا نأ ققحت يتلا f لا ودلا ءاضف يأ ) ، ( )

n

p

f x dx



  ققحت يتلا و

.( غيبيل بسحب n ىلع ( ةلماكملل ةلباق ) ةلومك

.

1

( )

n

p
p

p
f f x dx



 
  
  
 لكشلا ب ٌميظن ( )

p n
L  ىلع فّرعُي ،1 p   لجأ نم

: تاظح ملا
. يدقع يهجتم ءاضف ( )

p n
L  ءاضفلا -

f g نأ ينعت g ئفاكت f ثيح ؤفاكت فوفص يه ( )
p n

L  ءاضفلا رصانع نإ -

ءاضف هنأب ( )
p n

L  ءاضفلا ربتعن نأ نكمي طيسبتلل نكلو . ناكم لك يف ًابيرقت
. لا ود

اهنأ n
f ةيلا تتملا نع لوقن ، ( )

p n
f L  و ( )

p n
L  نم ةيلا تتم  

1n n
f


نكتل -

. lim 0
n pn

f f


  ناك اذإ ، ( )
p n

L  يف f نم براقتت

[9 p 41] :
1
( )L  ءاضفلا -2-1

وه و ، ( )f x dx





  ققحت يتلا f لا ودلا ءاضف وه 1
( )L  ءاضفلا ، 1p  لجأ نم

ءاضف

لا دب 1
L بتكنس .

1
( )f f f x dx





   : لكشلا ب ٌميظن هيلع فّرعُي ، يدقع يهجتم

. 1
( )L  نم ً

: صاوخو تاظح ملا
. 1
L نم f ةلا دلا نأ ئفاكي اذهف ، 1

L نم f ةلا دلا تناك اذإ -1

نم ً كلا نإف ٍ ذئدنع ، 0  ثيح  و a و 1
L نم ًةلا د f تناك اذإ -2
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(  ِ ڊ f ةلا دلا ِ كاحت ) f  و ( a ِ ڊ f ةلا دلا باحسنا )
a
f نيتلا دلا

. 1
L ىلإ يمتنت

ةلا دلا ٍذئدنع ( ) ( )x f x f x لكشلا ب f ةلا دلا فِّرعُنل و ، 1
L نم ًةلا د f نكتل -3

. 1
L نم نوكت f

نم نوكت f g ةلا دلا ٍ ذئدنع  ىلع ةدودحم ًةلا د g و 1
L نم ًةلا د f نكتل -4

. 1
L

، ناكم لك يف ًابيرقت ةدوجوم f g ةلا دلاٍ ذئدنع ، 1
L نم نيتلا د g و f نكتل -5

1
L نم نوكت و

ِ ل (transformation de Fourier) هييروف ليوحت -3-1

:
1
L نم ةلا د

[9 p 41]: فيرعت -1-3-1

: نأ امك ، 1
L نم f ةلا دلا ٍذئدنع 1

L نم ةلا د f نكتل
ةلومك يهف ، 1

L نم 2
. ( )

i sx
x e f x

 ةلا دلا  2
: ( ) ( )

i sx
s f x e f x

   

. 2
( ) ( )

i sx
F s e f x dx








  لكشلا ب F ةلا دلا فرعن نأ نكمي يلا تلا ب و  ىلع

: يأ f ِ ب اهل زمري و f ِ ل هييروف ليوحت ىعدت F ةلا دلا
2

( ) ( )
i sx

f s e f x dx







  
. يطخ قيبطت وه و f f قيبطتلا هييروف ليوحتب دصقُي نايح الأ ضعب يف

[9 p 42] : f ةلا دلا ريغتم ىلع لات يوحت -2-3-1

ضعب ءارجإ دنع اهيلع أرطت يتلا تاريغتلا سردنس f ةلا دلا صاوخ ةسارد لبق
. f ةلا دلا ريغتم ىلع ةطيسبلا لات يوحتلا
: (translation) باحسن الا .1

:
a
f ةلا دلل هييروف ليوحت داجي لإ ٍذئدنع ، نم a نكيل و 1

L نم ًةلا د f نكتل
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  
2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i sx i sx

a a

i sa i st i sa

f s e f x dx e f x a dx

e e f t dt e f s

 

  

 
 

 

 


  



     

    

 



نإ ،
2

( ) ( )
i ax

g x e f x
  : لكشلا ب  ىلع ةفرعملا g ةلا دلا انيدل نكتل سكعلا بو

: نوكيو هييروف ليوحت كلمت يهف ، 1
L نم ةلا د يه g ةلا دلا

 

2 2 2

2 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i sx i sx i ax

i x s a

a

g s e g x dx e e f x dx

e f x dx f s a f s

  

 

 
 

 


 



    

      

 



الأ ةلا دلا ب برضُت f ةلا دلا نإف ،
a
 باحسن الا f ةلا دلا ىلع انيرجأ اذإ - : ةجيتن

. 2 i a
e

 ةيس
الا اهيلع ىرجُي f ةلا دلا نإف ، 2 i a

e
 ةيس الأ ةلا دلا ب f ةلا دلا انبرض اذإ -

.
a
 باحسن

:(homothétie) يكاحتلا .2

زيمن f  ةلا دلل هييروف ليوحت داجي لإ ، نم 0  نكيل و 1
L نم ًةلا د f نكتل

: نيتلا حلا
: 0  -

    
2 ( )

2 2 1
( ) ( ) ( ) ( )

t
i s

i sx i sx s
dt

f s e f x dx e f x dx e f t f
  

  
 

  
 

  

          
: 0  -

    
2 ( )

2 2 1
( ) ( ) ( ) ( )

t
i s

i sx i sx s
dt

f s e f x dx e f x dx e f t f
  

  
 

  
 

  

           

     1

1
( ) ( )f s f s


 

   : هنم و

:(parité) ةيعفشلا .3

: ِ ڊ ىطعُي f ةلا دلل هييروف ليوحت ، 1
L نم ًةلا د f نكتل
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 
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i sx i sx i sx

f s e f x dx e f x dx e f x dx f s
  

  
 

  

           

  ( ) ( )f s f s    : َّنأ يأ

[9 p 45] [1 p 207] : f ةلا دلا صاوخ -3-3-1

: ماظتناب ةدودحم f ةلا دلا 
. : ( )s f s     نأ نهربنل و 1

L نم ًةلا د f نكتل

2

2

: ( ) ( )

( ) ( )

i sx

i sx

s f s e f x dx

e f x dx f x dx f










 


 

    

     



 
. ىلع ماظتناب ةدودحم f ةلا دلا َّنأ يأ

:( رفصلا وحن ىعست ) ةياهن لا لا يف صقانتت f ةلا دلا 
ِ ل لماكتلا ةنهربم بسح ، ( ) 0

s
f s   نأ نهربنل و 1

L نم ًةلا د f نكتل
: ققحت ةدودحم اهتماعد g ةيجرد ةلا د 0  يأ لجأ نم دجوي غيبيل

( ) ( )f g f x g x dx 




   
: نوكيو 1

L نم ةلا د يه g ةلا دلا نإ
2

2

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( ) ( ) (1 )

i sx

i sx

f s g s e f x g x dx

e f x g x dx f g



 











    

     




:ٍ ذئدنع ،  1, ( ) 0

i i i
x a a g x     نكيل و ، نم

1i
a  و i

a نكيل
1 1

2 2

2
( )

2

j j j

j

a i sa i sa

i sx

j

a

e e
e g x dx

i s

 
 



  
 

  

: يلا تلا بو
1

1
2 22

( ) 2
2 2

j

j j

j

a

j j ji sa i sai sx

a

e g x dx e e
s s s

    
  



        

12
( ) ( ) 0 (2 )

n

j

ji sx

s
g s e g x dx

s













    



. ( ) 0

s
f s   : َّنأ دجن (2 ) و (1 ) نم

:  ىلع ماظتناب ةرمتسم f ةلا دلا 
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: نأ نهربنل يأ  ىلع ةرمتسم f ةلا دلا نأ نهربنل و 1
L نم ًةلا د f نكتل

, 0, 0 : ( ) ( )s h f s h f s          

. ماظتناب ةرمتسم يهف 0f   0f   0f  ناك اذإ -

: 0f  ناك اذإ -

2 ( ) 2

( 2 )

( ) ( ) ( ) ( )

2 sin( ) ( ) 2 sin( ) ( )

i s h x i sx

i s h x

f s h f s e e f x dx

i e hx f x dx hx f x dx

 

  


  



 
 

 

     

    



 

1
; 0; 0 : ( ) , ( )

A

A

f L A f x dx f x dx  
 



         -: انيدل نكل و

 , : sin( )x A A hx h A     -

: هنم و

( ) ( ) 2 sin( ) ( ) 2 sin( ) ( )

2 sin( ) ( )

2 ( ) 2 sin( ) ( ) 2 ( )

2 2 ( ) 2

4 2 ( ) 4 2

A A

A

A

A A

A A

A

A

f s h f s hx f x dx hx f x dx

hx f x dx

f x dx hx f x dx f x dx

A h f x dx

A h f x dx A h f

 





  

   



 



 

 







      

 

   

  

    

 



  





. ( ) ( ) 5f s h f s      2 A h f   هنم و
2

h
A f




 راتخن

. ماظتناب ةرمتسم f ةلا دلا نإف s نع لقتسم h رايتخا نأ امبو

: هييروف ليوحت قتشم 
g ةلا دلا تناك اذإ ، ( ) ( )g x x f x  لكشلا ب g ةلا دلا فّرعنلو ، 1

L نم ًةلا د f نكتل

.    2f i g    : نوكي و قاقتش للا ًةلباق نوكت f ةلا دلا نإف 1
L نم

.
0

( ) ( )
2 ( ) 0

h

f s h f s
i g s

h
 

  
   : نأ نهربنل

( 2 )

2

( ) ( ) 2 sin( ) ( )

sin( )
2 ( )

i s h x

i hx i sx

f s h f s i hx e f x dx

hx
i h e e x f x dx

hx



 







 




 



       

    




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0; 0 : ( ) , ( )

B

B

B x f x dx x f x dx  
 



         - : انيدل نكلو

sin( ) sin( )
1 1 2

i x i xhx hx
e e

hx hx

  
 

     -

: هنم و

( ) ( ) sin( )
2 ( ) 2 1 ( )

sin( ) sin( )
2 1 ( ) 2 1 ( )

sin( )
2 1 ( )

i hx

B B

i hx i hx

B

i hx

B

f s h f s hx
i g s e x f x dx

h hx

hx hx
e x f x dx e x f x dx

hx hx

hx
e x f x dx

hx



 



 


  
 










 

 




  
      

         

    



 


sin( )

4 ( ) 2 1 ( ) 4 ( )

B B

i hx

B B

hx
x f x dx e x f x dx x f x dx

hx

   


 


 

          

sin( )
8 2 1 ( )

B

i hx

B

hx
e x f x dx

hx

  






     

هنإف hx B   ناك اذإ ثيح  دجوي هنإف
0

sin( )
1 0

i hx

hx

hx
e

hx








  نأ امب

.

ةحجارتملا نإف  ,x B B  نأ امب و

 h  لجأ نم ققحتت sin( )
1

i hx hx
e

hx

  


  

( ) ( )
2 ( ) 8 2 ( )

8 2 ( ) 8 2

B

B

f s h f s
i g s x f x dx

h

x f x dx g

  

   







  
    

    




امك ، اهل ًاقتشم  2 i g  ةلا دلا لبقتو ، ىلع قاقتش للا ةلباق f ةلا دلا هنمو

ةلا دلا ّنأ
. ماظتناب ةرمتسم  f 

: كلذ ميمعت نكمملا نم
ةلا دلا نإف 1

L نم ( ) ( ) 1
p

g x x f x p n    ةلا دلا تناك اذإ ، 1
L نم ةلا د f نكتل

ةلا دلل هييروف ليوحت وه p ةبترملا نم اهقتشم و ةرم n قاقتش للا ةلباق f

. ( 2 ) ( )
p p

x i x f x  

: ةظح ملا
ِ ڊ f ةلا دلا ءادج عراستي ام ردقب ىلعأ ةبترمب قاقتش للا ةلباق نوكت f ةلا دلا

. ةياهن لا لا يف هصقانتب عراستي يأ ، 1
L ءاضفلا ىلإ ِ هئامتناب x ىوق

ام ردقب قاقتش للا ةلباق نوكت يهف ةرمتسم f ةلا دلا تناك اذإ صاخ لكشبو

sin( )
1

i hx hx
e

hx

  


  
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. ةياهن لا لا يف f ةلا دلا صقانتت

: قتشمل هييروف ليوحت 
ليوحت ٍ ذئدنع 1

L نم ةلا د f  اهقتشمو ، قاقتش للا ةلباق 1
L نم ًةلا د f نكتل

: 2 ( )s i s f s  ةلا دلا وه f ةلا دلل هييروف

f ةلا دلا نأ امبو ( )
x

f x l يلا تلا بو ، ( ) ( ) 0
xx

x

f t dt f t





   انيدل

نإف ةلومك
. ( ) 0

x
f x  هنمو ، 0a   ثيح l a و l  

. ( ) 0
x

f x  نأ تبثن كلذك

 
2 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( )

2 ( ) 2 ( )

i sx i sx i sx

i sx

f s e f x dx e f x i s e f x dx

i s e f x dx i s f s

  





 

 
  


 






      

   

 


( )n

f اهقتشمو ، ةرم p قاقتش للا ةلباق 1
L نم ةلا د f نكتل : كلذ ميمعت نكمملا نم

ةلا دلا وه ( )p
f ِ ل هييروف ليوحت ٍ ذئدنع 1

L نم ةلا د n p ثيح
.  2 ( )

p p
s i s f s  

: ةظح ملا
 ( 1

L نم لا ود ) ( )p
f ِ ل هييروف لات يوحت يه  2 ( )

p p
s i s f s   لا ودلا

( ) 0
s

f s    ( ) 0
p

s
s f s     2 ( ) 0

p p

s
i s f s   

.
1

n
s

نم عرسأ

ةبترمب قاقتش للا ةلباق f ةلا دلا نوكت ام ردقب عرسأ ةياهن لا لا يف صقانتت f ةلا دلا
. ىلعأ

: ىرخأ ةلا دل هييروف ليوحتب ةلا د ءادج 
g و f نيتلا دلا نم ً كلا نإف ٍ ذئدنع ، 1

L نم نيتلا د g و f نكتل
نأ نهربنل . 1

L نم f g و f g  نيتلا دلا نإف يلا تلا بو ، ىلع ةدودحم

: ( ) ( ) ( ) ( )f s g s ds f x g x dx

 

 

    
ينيبوف قيبطت نكمملا نمف ، 2 ىلع ةلومك 2

( , ) ( ) ( )
i sx

x s e f x g s
 ةلا دلا

: نوكي و 2
( ) ( )

i sx
e f x g s dxds


 



 

  لماكتلا ىلع
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2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1 )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2 )

i sx i sx

i sx i sx

e f x g s dxds e f x dx g s ds f s g s ds

e f x g s dxds f x e g s ds dx f x g x dx

 

 

    
 

    

    
 

    

 
     

 
 

    
 

    

    

. ( ) ( ) ( ) ( )f s g s ds f x g x dx

 

 

     نأ دجن (2 ), (1 ) نم

لاف: تلا ءادجِل هييروف ليوحت 
ليوحت َّنأ يأ .  f g f g     ٍ ذئدنع ، 1

L نم نيتلا د g و f نكتل
. يدايتع الا ءادجلا ىلإ لاف تلا ءادج لوحي هييروف

قيبطت نكمملا نمف ، 2 ىلع ةلومك 2 ( ) 2
( , ) ( ) ( )

i s x t i st
x t e f x t e g t

     ةلا دلا

: نوكي و 2
( ) ( )

i sx
e f x t g t dt dx


 



 

 
  

 
  : لماكتلا ىلع ينيبوف

   
2 2

2 ( ) 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

i sx i sx

i s x t i st

i sy i st

f g s e f g x dx e f x t g t dt dx

e f x t dx e g t dt

e f y dy e g t dt f s g s

 

 

 

  
 

  

 
  

 

 
 

 

 
       

 
 

  
 

   

  

 

 

[12 p 178] [2 p 34][9 p 52] : يسكعلا هييروف ليوحت -4-3-1

: هداجيإ 

. اهل هييروف ليوحت ةفرعمب f ةلا دلا داجيإ نايح الأ ضعب يف نكمي
، 0A  نكيل ، ىلع ًايلحم ةلومك يهف  ىلع ةرمتسم 2

( )
i sx

s e f s
  ةلا دلا

: لكشلا ب A
f ةلا دلا فّرعنل و

2 2 2
( ) ( ) ( )

A A

i sx i sx i st

A

A A

f x e f s ds e e f t dt ds
  




  

 
     
  

ىلع ينيبوف قيبطت نكمملا نمف ، 2 ىلع ةلومك 2 ( )
( , ) ( )

i x t s
t s e f t

  ةلا دلا
: دجن و قباسلا لماكتلا
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 
2 ( )

0

sin 2 ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 sin(2 )
( )

2 sin(2 ) ( ) ( )

2

A

i s x t

A

A

A t x
f x e ds f t dt f t dt

t x

A u
f x u du

u

A u f x u f x u
du

u

 








 


  







  
   

 

   

  
  

  





ةلا دلل
x

 ِ ڊ زمرنل و ،
0 0

sin(2 ) sin

2

A u v
du dv

u v

  

   انيدل

: نوكيف ( ) ( )
( )

2

f x u f x u
f x

  


0

0

2 sin(2 ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 sin(2 )
( )

A

x

A u f x u f x u
f x f x du f x

u

A u
u du

u




 






  
    

  






0

( )
0, 0 :

x
u

du
u

        انيدل نكل و

0 0

( )sin(2 )
( )

x

x

uA u
u du

u u

       
: لكشلا ب ةفرعملا  ةلا دلا ذخأنل

0

( ) ( ) ( )

2

u

u f x u f x u
u

u







   



:ٍ ذئدنع

 

2 2( ) ( )
sin(2 ) 2 ( ) ( )

2

2 ( ) ( ) 0

i A u i A u

A

f x u f x u
A u du i e e u du

u

i A A

 



 

 

 






  
  

    

 

 براقتم
0

sinv
dv

v



 لماكتلا نأ امك

2

sin(2 ) sin(2 ) sin
( ) ( ) 0

A

A

A u A u v
f x du f x du dv

u u v   

   

      

: هنم و ( ) ( ) 0
A A

f x f x   : انيدل حبصأ

. 2
( ) lim ( )

A

i sx

A
A

f x e f s ds





 
: هتينادحو 

1
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، : ( ) 0s f s    : يأ 0f  نأ ضرفنل
0 a a  . ناكم لك يف ًابيرقت 0f  يأ 1

L يف 0f  نأ نهربنل و
a   a

رواجملا لكشلا يف امك  ىلع g ةلا دلا فرعنل و
2 2

( ) lim ( ) ( )

A

i sx i sx

A
A

g x e g s ds e g s ds
 




 

     و 1
L نم g ةلا دلا نإ

: g بسحنل
2

0

0 0

( ) ( ) 2 cos(2 ) ( ) ( )

sin(2 ) sin(2 ) 1
2 ( ) 2 ( ) sin(2 )

2 2

i sx

a

a

g s e g x dx sx g x dx g s

sx sx
g x g x dx sx dx

s s s







  
   

 




  

   

  

 

 

قيبطت نكمملا نمف 2 ىلع ةلومك 2 ( )
( , ) ( ) ( )

i x t s
t s e f t g s

   ةلا دلا انيدل
: نوكي و ، ينيبوف

2 ( ) 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

i x t s i st i sx

i sx

f t g x t dt f t e g s ds dt e f t dt e g s ds

f t e g s ds

  



    
 

    





   
       

   

   

    



0 ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (1 )

x a

x a

f t g x t dt f t g x t dt






  

  

      

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 (2 )

x a x a x a

x a x a x a

f t g x t dt f t g x t dt f t dt

  



     


  

      

0
( ) ( ) 0 (3)

x a

x a

f t g x t dt 





 

  : نأ تبثن كلذك

: (3), (2 ), (1 ) نم

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

x a x a

x a x a

x a x a x a

x a x a x a

f t dt f t g x t dt

f t g x t dt f t g x t dt f t g x t dt

 


 

 

 

    


    

 

       

 

  

، هتنم هلوط لا جم يأ ىلع مدعني f ةلا دلا لماكت ّنأ يأ ، ( ) 0

x a

x a

f t dt





 انيدل حبصأ

. 1
L يف 0f  يأ ناكم لك يف ًابيرقت 0f  هنم و

: ةماه ةجيتن
لك يف ًابيرقت f g ٍ ذئدنع ، f g   ناك و 1

L نم نيتلا د g و f تناك اذإ
.

1
L يف f g يأ ، ناكم

: تاظح ملا 
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وه



 لماكتلا نكل و ، 2

( ) ( )
i sx

f x e f s ds






  : لكشلا ب f ةلا دلا ةباتك نكمي -1

انيدل انه امأ ، لقتسم لكشب نكل و ًاعم ,B A  امدنع
B

A
 لماكتلا ةياهن

. لقتسم ريغ لكشب نكل و ًاعم ,B A  : يأ A B

ةلا دلا تناك اذإ ً لا ثمف ، 1
L ءاضفلا ىلإ ماع ٍلكشب يمتنت لا f ةلا دلا نأ امك -2

: نإف
0 0

( )
0

x

x
f x

e x



  

: لكشلا ب ةفرعم f

. 2 (1 2 ) 1

0

1
( ) ( )

1 2

i sx i s x
f s e f x dx e dx L

i s

 



 
  



    
 

نم ًايهتنم ًاددع كلمت f  وأ f تناكو ، ًايعطق ًةرمتسم 1
L نم f ةلا دلا تناك اذإ -3

: ٍذئدنع ، لو الأ عونلا نم عاطقن الا طاقن

. 21
( ) ( ) lim ( )

2

A

i sa

A
A

f a f a e f s ds
 




     

: لا ثم

.
 

 

1 1 ,1
( )

0 1 ,1

x
f x

x

     
:ِ ب ةفرعملا f ةلا دلا انيدل نكتل

، 1
L نم f ةلا دلا

0 1 ( 1 ) 0 1 ( 1 )f f
      و ، (1 ) 1 0 (1 )f f

    و
1

لو الأ عونلا نم عاطقنا ةطقن (1 ), ( 1 ) نم ً كلا َّنأ يأ

.
1

2 0

1

(0) ( ) 2 : 0
i x

f e f x dx dx s





 

       -

.
11

2 2 2

11

1 sin(2 )
( ) ( ) : 0

2

i xs i xs i xs s
f s e f x dx e dx e s

i s s

   
 


  

 

      
  -

: 2
( ) lim ( )

A

i sx

A
A

f x e f s ds





  ىلع ًادامتعا f ةلا دلا الآن بسحنل
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2 2 sin(2 ) sin(2 )
lim ( ) lim lim cos(2 )

1 sin(2 (1 ) ) sin(2 (1 ) )

2

1
(0 0) 0 1 , 1

2

1 1
(1 0) 1 , 1

2 2

1
(1 1 ) 1 1 1

2

A A A

i sx i sx

A A A
A A A

s s
e f s ds e ds sx ds

s s

x s x s
ds ds

s s

x x

x x

x

   
 

 
 

  
  

 

 

    

  
  

 
     

     

     

  

 

: ّنأ يأ
 2 121 1

(1 ) (1 ) lim ( ) , ( 1 ) ( 1 ) lim ( )
2 2

A A

i si s

A A
A A

f f e f s ds f f e f s ds
    

 
 

              

. ناكم لك يف ًابيرقت 2
( ) ( )

i sx
f x e f s ds






  نأ لوقلا نكمي و

[9 p 95] :
1
( )

n
L  يف هييروف ليوحت -5-3-1

: فير ا عت
يتلا و يقيقح لوحتم n ِ ب ةيدقعلا لا ودلا ءاضف وه : 1

( )
n

L  ءاضفلا -

. ( )

n

f x dx



  ققحت

ليوحت فَّرعُي ، 1
( )

n
L  نم ةلا د f نكتل : 1

( )
n

L  نم ةلا دل هييروف ليوحت -

:ِ ڊ n ىلع ةفرعملا f ةيدقعلا ةلا دلا هنأب f ِ ل هييروف
2 ( )

( ) ( )

n

i s x
f s e f x dx





   

ءادجلا لثمُت s x و
1 2

( , , ..., )
n

n
s s s s  و

1 2
( , , ..., )

n

n
x x x x  : ثيح

: هنم و .
1 1 2 2

...
n n

s x s x s x s x    : يأ x و s ِ ل يملسلا

1 1 2 2
2 ( ... )

1 2 , 1 2 1 1
( , ... ) ... ( , , ... ) ...n ni s x s x s x

n n n n
f s s s e f x x x dx dx dx


  

   


  

    

: نوكي و 1 2
( )f L  2n  ةلا ح يف -

1 1 2 2 1 1 2 2
2 ( ) 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
( , ) ( , ) ( , )

i s x s x i s x i s x
f s s e f x x dx dx e e f x x dx dx

  
   

   

   

      
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قيبطت نكمملا نمف ، ىلع ةلومك 1 1
2

2 1 2 1
( , )

i s x
x e f x x dx







 ةلا دلا نأ امب

نم هنأ امك . 2 2 1 1
2 2

1 2 1 2 1 2
( , ) ( , )

i s x i s x
f s s e e f x x dx dx

 
 

 

 

    : نوكي و ، ينيبوف

اهنأب 1 1 1 1

2

2 2

1 1 2 1 1 1
( , ) ( )

i s x i s x

x
s e f x x dx e f x dx

 
 

 

 

  ةلا دلا رابتعا نكمملا

: بتكن نأ نكميف ،
2

1 1 1 2
( ) ( , )

x
x f x f x x ةلا دلل هييروف ليوحت

ةلا دلا رابتعا نكمي كلذك ، 2 2

2

2

1 2 1 2
( , ) ( )

i s x

x
f s s e f s dx








  

نكميف ،
2

2 1
( )

x
x f s ةلا دلل هييروف ليوحت اهنأب 2 2

2

2

2 1 2
( )

i s x

x
s e f s dx










.    
2

1 2 1 2
( , ) ( )

x
f s s f s s    : ًاريخأ بتكن نأ

ليوحت باسحب 1 2 1 2
( , ) ( , )x x f x x ةلا دلل هييروف ليوحت ىلع لصحن اننأ يأ

ةجتانلا ةلا دلل هييروف ليوحت باسح مث نمو ،
1 1 2

( , )x f x x ةلا دلل هييروف
.

2
2 1

( )
x

x f s

.    1 2 1 2 1
( , ) ( )

x
f s s f s s    : ةقيرطلا سفنب وأ

: قبس ام ميمعت نكمي 2n  ةلا ح يف -

باسحب موقن
1 2 1 2

( , , ..., ) ( , , ..., )
n n

x x x f x x x ةلا دلل هييروف ليوحت ىلع لصحنل
هييروف ليوحت باسح مث نمو ،

1 1 2
( , , ..., )

n
x f x x x ةلا دلل هييروف ليوحت

. ةرم n ... اذكهو ، ةجتانلا ةلا دلل هييروف ليوحت باسح مث نمو ، ةجتانلا ةلا دلل

: صاوخ
و ، ةيلا تتملا لات ماكتلا ذخأب كلذو 1

( )
n

L  يف هتابثإ نكمي 1
( )L  يف هانتبثأ ام لك

: صاوخلا مهأ نم
لا لا يف صقانتت f ةلا دلا ، ةرمتسم f ةلا دلا ، ماظتناب ةدودحم f ةلا دلا (1

. ةياهن

g ةلا دلا ذئدنع ، 1 , 2 , ..., : 0
i

i n   : ثيح ، نم ًةيقيقح ًادادعأ
1
, ...,

n
  نكتل (2

ةلا دلا لبقت
1 1 1

( , ..., ) ( , ..., )
n n n

g x x f x x  ِ ڊ ةفرعملا

. اهل هييروف ليوحتك 1

1

1 1

1
( , ..., ) ( , , ..., )

...

n

n

n n

s s
s s f

   


 


ل ةلباق f ةلا دلا نإف ، 1
( )

n
L  نم ( ) ( )

i
h x x f x :ِ ڊ ةفرعملا h ةلا دلا تناك اذإ (3
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اننكمي كلذك .  2

i

f i h
s


   


: انيدل نوكي و

i
s ِلوحتملل ةبسنلا ب قاقتش لا

. f ِ ل ةيلا تتملا تاقتشملا باسح

ةلا دلا وه اهل هييروف ليوحت نإف ، 1
( )

n
L  نم

i

f

x




ةلا دلا تناك اذإ (4

ةلا دلا تاقتشمل هييروف ليوحت باسحو ميمعتلا اننكمي كلذك 2 ( )
i

s i s f s 

. f

و اهل هييروف ليوحت ةفرعمب f ةلا دلا داجيإ ( طورشلا ضعب نمض ) نكمملا نم (5

: نوكي

. 2 ( )
( ) ( )

n

i s x
f x e f s ds





  

:S ءاضفلا -2

[9 p 60] : ةمدقم -1-2

نم يه يأ  ىلع ةلومك يهف ( )D  نم ًةلا د  نكتل و ، 1
( )L  نم ًةلا د f نكتل
: نوكي ٍذئدنع ، 1

( )L 

( ) ( ) ( ) ( ) (1 )f x x dx f x x dx 
 

 

    
f

T  عيزوتلا فرعن نأ نكمملا نم يأ ًايلحم ةلومك يهف ةرمتسم f ةلا دلا نإ

عيزوتلا قفو  ةروص هنأب ( ) ( )f x x dx




  لماكتلا رابتعا نكمملا نم يلا تلا بو

f
T عيزوتلا قفو  ةروص هرابتعا نكمي فلا ( ) ( )f x x dx





 لماكتلا امأ ،
f

T 

ب تسيل يهف تارملا نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق تناك اذإ  ةلا دلا لأن
،( 0  تناك اذإ طقف ةصارتم نوكت  ةماعد ) ةصارتم ةماعد تاذ ةرورضلا

. ( )D  نم ةرورضلا ب تسيل  ةلا دلا نأ يأ
لثم ( )D  ءاضفلل يمتنت لا لا ود ىلع

f
T عيزوتلا قيبطت نكمملا نم كلذ عم و

. براقتم (1 ) ةق لا علا يف يناثلا لماكتلا لأن كلذ و ،  ةلا دلا
يأ لجأ نم ًةحيحص نوكت لا اهنكل ، , ,T T    ةق لا علا ةباتك نكمملا نم يأ

.T يرايتخا عيزوت



LXVIII

ةجاحب نحن كلذل ، صاوخلا سفنب ناعتمتت لا  و  ناتلا دلا كلذ نم رثكأ و
ب قلغم ءاضف يأ ، و  نم ً كلا يوحي ( )D  ءاضفلا نم عسوأ ءاضف فيرعتل

. هييروف ليوحتل ةبسنلا
[11p179] [13p 107] [9 p 98] : عيرسلا صقانتلا تاذ ةلا دلا -2-2

، تارملا نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقو n ىلع ةفرعم ًةيدقع ًةلا د  نكتل
(fonction à décroissance rapide) عيرس صقانت تاذ اهنإ  نع لوقن

: يأ 1

x
ىوق نم عرسأ صقانتت اهتاقتشم لك و  تناك اذإ

: يأ ,( )

,
, 0 : ( )

k lk

k l l

M
k l M x

x

   

( )

, ,
, 0 : ( )

lk

k l k l
k l M x x M    

. ( )
, : ( ) 0

l k

x
k l x x    وأ

[11p 179] [13 p107] [2 p 18] [9 p : ( )
n

S  ءاضفلا فيرعت -3-2

98]

قاقتش للا ةلباقلا n ىلع ةفرعملا ةيدقعلا لا ودلا ءاضف هنأب ( )
n

S  ءاضفلا فّرعُي
: ققحت يتلا لا ودلا ءاضف يأ عيرسلا صقانتلا تاذ و تارملا نم ِهتنم ريغ ًاددع

. ( )
, : ( ) 0

l k

x
k l x x   

. S ِ ب ( )
n

S  ءاضفلل زمرنس

( ) :S 

: ةلثمأ
. ( )

n
S  ءاضفلل يمتنت

2

( )
x

x e  ةلا دلا -

ءاضفلل يمتنت
2

( )
z x

x e  ةلا دلا ف  R e 0z  : ثيح z C ناك اذإ ، معأ لكشب -

. ( )
n

S 

. ( )S  ءاضفلل يمتنت 1
( )

( )
x

ch x
  ةلا دلا -
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[1 p 209] [9 p 61] [13 p : تاظح ملا و S ءاضفلا صاوخ -4-2

108]

: ٌيدقع يهجتم ٌءاضف S ءاضفلا -

للا ةلباق   ةلا دلا ٍذئدنع  نم  و  و ، S نم نيتلا د  و  تناك اذإ
. S نم اهنأ يأ ، عيرس صقانت تاذ و تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش

: S ءاضفلا نم يئزج يهجتم ءاضف D ءاضفلا -

نأ امك ، تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق يهف D نم ًةلا د  نكتل
نأ ينعي اذه و ( )

, : ( ) 0
l k

x
k l x x    : ققحت يهف ةدودحم اهتماعد

. S نم  ةلا دلا

. S نم P  ةلا دلا نإف دودح ريثك P و S نم ًةلا د  تناك اذإ -

. S نم لا ود يه ةيلا تتملا  تاقتشم ٍذئدنع ، S نم ًةلا د  تناك اذإ -

. S نم ةلا د يه   ةلا دلا نإف S نم نيتلا د  و  تناك اذإ -

يف ةصاخلا هذه تبثنس ، S نم نوكت  ةلا دلا نإف S نم  ةلا دلا تناك اذإ -

: 1n  ةلا ح

نأ تابثإ يفكي تارملا نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا نأ تابث لإ -

.( ققحم اذهو ) ةياهن لا لا يف ةعرسب صقانتت  ةلا دلا ّنأ يأ ، 1
L نم n

x  ةلا دلا
( ) 2

( ) ( ) ( 2 ) ( )
n n i sx n
s i e x x dx

  






     انيدل : عيرس صقانت تاذ  ةلا دلا -

: هنمو
( ) 2

2

( ) ( ) ( 2 ) ( )

( 2 ) ( ) ( )

k n n i sx n k

n k i sx n

k

s s i e x s x dx

dk
i e x x dx

dx





  

 







 



    

  




: ىلع لصحنف ةرم k ةئزجتلا ب لماكن

: يلا تلا بو ( ) 2
( ) ( ) ( 2 ) ( 1 ) ( )

k n n k k i sx n

k

dk
s s i e x dx

dx

  


 



     

   
( ) ( )

( ) ( ) (2 ) ( )
k kk k n k n

k

dk
s s s s x dx

dx
   






    
: انيدل حبصأ هنأ يأ
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 
( )

: ( ) 0
k k

s
k s s    

[13 p 108] [9 p 62] [11 p 179] [1 p :S ءاضفلا يف براقتلا -5-2

210]

: فيرعت
ةلا دلا نم براقتت  

1
p

p



ةيلا تتملا نإ لوقن ، S رصانع نم ةيلا تتم  

1
p

p



نكتل

. ,q n يأ لجأ نم ( )
( ) 0

n q

p
x x   : ناك اذإ S يف ةيرفصلا

ةيلا تتملا تناك اذإ S يف  ةلا دلا نم براقتت اهنإ  
1

p
p




ةيلا تتملا نع لوقنو

. S يف ةيرفصلا ةلا دلا نم براقتت  
1

p
p

 




: تاظح ملا و جئاتن
اهنإف D يف رفصلا نم براقتت D ءاضفلا نم ًةيلا تتم  

1
p

p



تناك اذإ -

رفصلا نم براقتت
هنم و ( )

( ) 0
q

p p
x  نأ ينعي D يف براقتلا لأن . S يف

. ( )
( ) 0

n q

p p
x x  

تسيل يهف S يف رفصلا نم براقتت D ءاضفلا نم ةيلا تتم  
1

p
p




تناك اذإ -

ا ققحم نوكي لا دق ةماعدلا طرش لأن ) D يف رفصلا نم براقتت ةرورضلا نم
.( ً

: ثيح 1
( ) ( )

p

x
x

p p
  : لكشلا ب ةفرعم ( )D  نم ةيلا تتم  

1
p

p



انيدل نكتل : لا ثم

ءاضفلا يف رفصلا نم براقتت لا  
1

p
p




ةيلا تتملا ،
2 2

1

( )

0

x a x a
ex

x a
 

   
( )D 

نم براقتت  
1

p
p




ةيلا تتملا نأ يأ
2

2

1

( ) 1
( ) 0

x
p

an q n

p p
x x x e

p
 

     نكلو

. ( )S  ءاضفلا يف رفصلا
ةيلا تتملا نإف S ءاضفلا يف رفصلا نم براقتت  

1
p

p



ةيلا تتملا تناك اذإ -

براقتت  
( )

1

q

p
p




( )q  : لكشلا ب S ءاضفلا ىلع فرعملا قيبطتلا نأ يأ . S ءاضفلا يف رفصلا نم
. رمتسم

ةيلا تتملا نإف S ءاضفلا يف رفصلا نم براقتت  
1

p
p




ةيلا تتملا تناك اذإ -

نم )  
1

p
p

P 



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فرعملا قيبطتلا نأ يأ . S ءاضفلا يف رفصلا نم براقتت ( P دودح ريثك يأ لجأ
. رمتسم P  : لكشلا ب S ءاضفلا ىلع

ةيلا تتملا نإف S ءاضفلا يف رفصلا نم براقتت  
1

p
p




ةيلا تتملا تناك اذإ -

براقتت  
1

p
p






  : لكشلا ب S ءاضفلا ىلع فرعملا قيبطتلا نأ يأ . S ءاضفلا يف رفصلا نم
. رمتسم

: لكشلا ب
p

f ةلا دلا فرعنل ، 1n  ةلا ح يف ةصاخلا هذه تبثنس
( )

( ) ( 2 ) ( )
q n

p p
f x i x x  

: ققحت و 1
L نم يهف يلا تلا بو S ءاضفلا ىلإ يمتنت

p
f ةلا دلا نإ

نكلو ( )
( ) (2 ) ( ) ( ) ( )

n n q

p p p
f s s s f      : يلا تلا بو ( )

(2 ) ( ) ( )
n q

p p
f i s s   

: انيدل
1 1

1 1

1 1

2 2

2 2

1 1

2 2

1 1 1

2

1

( ) ( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( )

sup ( ) 2 sup ( ) sup ( )

2 sup ( ) 2 sup ( ) 0

p p p p

p p p

p p p

x x x

p p p
x x R

f f x dx f x dx f x dx

x f x dx f x dx x f x dx
x x

x f x f x x f x

f x x f x

 

 

 

 

  


 

  

  

  

  

  

  

يف رفصلا نم براقتت  
1

p
p




 ةيلا تتملا نأ يأ ( )
( ) 0

n q

p
s     : هنمو

. S ءاضفلا
[5 p 126] [9 p 68] : ( )S  نم ةلا دل يسكعلا هييروف ليوحت -6-2

داجيا نكمملا نم يلا تلا ب و ، 1
( )L  نم  ٍذئدنع ، ( )S  ءاضفلا نم ةلا د  نكتل

. 2
( ) ( )

i sx
s e x dx

 






   نوكي و ، اهل هييروف ليوحت

: انيدل هنأ امك
(1 ) . ةطقن لك يف قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا

(2 ) . 1
( )L  نم يهف ، ( )S  ءاضفلا نم  ةلا دلا

(3)
2

,

lim ( ) 0

A

i sx

A B
B

e s ds
 




 
: (3) و (2 ) و (1 ) نم

2 2 2

,

2 2

,

( ) lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) ( )

A A A

i sx i sx i sx

A B A
A B A

A

i sx i sx

B A
B

x e s ds e s ds e s ds

e s ds e s ds

  

 

   

 



 
  




 

 
      

 

   

  

 
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ب 2
( )

i sx
x e s ds

 



 ةلا دلا ب S ءاضفلا نم  ةلا د لك طبري يذلا ليوحتلل زمرنل

هييروف ليوحت ِ ب  ليوحتلا وعدن . 2
( ) ( )

i sx
x e s ds

 




   بتكن و ، زمرلا

، كلذ نم رثكأو  هييروف ليوحت صاوخ سفن كلمي هنأ تابثإ نكمي و يسكعلا
: ٍذئدنع S ءاضفلا نم نيتلا د  و  نكتل

,      

سكع وه  ليوحتلا و ، S ءاضفلا يف  ليوحتلا سكع وه  ليوحتلا نأ يأ
. S ءاضفلا يف  ليوحتلا

ءاضفلا ىلع مزيفروموتوأ وه  و نيليوحتلا نم لك : نإ لوقلا نكمي يلا تلا بو
. رخ الآ سكع امهنم لكو ، رمتسم امهنم لكو ، S يهجتملا

. S ءاضفلا نم ديحو رصنعل هييروف ليوحت وه S ءاضفلا نم رصنع لك : ةجيتن

: ةلدتعملا تاعيزوتلا -3

[9 p 63] : فيرعت -1-3

يطخ لكش وه : n ىلع فّرعملا (distribution tempérée) لدتعملا عيزوتلا
: ققحي يأ رمتسمو ( )

n
S  ىلع فرعم T

)(
p

T  ةيلا تتملا نوكت ( )
n

S  يف رفصلا نم ةبراقتم  
1

p
p




ةيلا تتم لك لجأ نم

. رفصلا نم ةبراقتم
)(

p
T  ةيلا تتملا نوكت ( )

n
S  يف  نم ةبراقتم  

1
p

p



ةيلا تتم لك لجأ نم وأ

نم ةبراقتم
.( يطخ T لأن كلذ (و )(T

. )(T نم ً لا دب ,T بتكنس

[2 p 21] [9 p 63]: تاظح 2-3-ملا

:ً ا عيزوت نوكي لدتعم عيزوت لك -

. عيزوت هنأ تبثنلو ً لا دتعم ًاعيزوت T نكيل

يئزجلا يهجتملا ءاضفلا ىلع يطخ لكش وهف ( )
n

S  ىلع يطخ لكش T (1

. ( )
n

D 

نم ةبراقتم يهف ( )
n

D  يف رفصلا نم ةبراقتم ًةيلا تتم  
1

p
p




تناك اذإ (2

. عيزوت وهف ، ( )
n

D  ىلع ًارمتسم T نوكيو ، ( )
n

S  يف رفصلا
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:ً لا دتعم ًاعيزوت نوكي نأ ةرورضلا ب سيلف عيزوتلا امأ -

لا دتعم ًاعيزوت نوكي لا ( ًايلحم ةلومك ) ( )
x

f x e ةلا دلل قفارملا عيزوتلا : لا ثم

نكلو ( )S  ءاضفلا نم 1
( )

( )
x

sh x
  ةلا دلا لأن ً

, ( ) ( )
( )

x

f

e
T f x x dx dx

sh x
 

 

 

    

ةيلمع و  ,,, TSTS  : عمجلا ةيلمعب ًةدوزم ةلدتعملا تاعيزوتلا -

زمرن ، ًايدقع ًايهجتم ًءاضف لكشت  ,, TT  :C نم ددعب برضلا

. ( )
n

S   ِ ب ءاضفلا اذهل

يهجتملا ءاضفلا نم يئزج يهجتم ءاضف ( )
n

S   ءاضفلا نأ قبس امم جتنتسن
. ( )

n
D  

[9 p 64] : ةلثمأ -3-3

: لدتعم عيزوت وه ، ةصارتم هتماعد يذلا عيزوتلا 
. لدتعم ٌعيزوت هنأ نهربنل و ، ةصارتم هتماعد ًاعيزوت :T D C نكيل
ةعومجم ىلع دحاولل ةيواسم D نم ةلا د  نكتل : لكشلا ب S ىلإ T ددمن (1

يوحت ةحوتفم
D نم   ةلا دلا نوكت S ءاضفلا نم  ةلا د يأ لجأ نم ٍذئدنع .T ةماعد

. , ,T T    : لكشلا ب ,T  فرعنو
. S ىلع يطخ T (2

ةيلا تتملا نإف ، رفصلا وحن براقتت S ءاضفلا نم ًةيلا تتم  
1

p
p




تناك اذإ (3

لأن: D يف رفصلا وحن براقتت D ءاضفلا نم  
1

p
p

 




. ةدودحم supp و ( ) ( )
p

supp supp    -

: يلا تلا ب و ( )
( ) ( ) 0

q

p p
x     ( )

( ) 0
q

p p
x  و ةدودحم  ةلا دلا -

. , , 0
p p

T T    

. لدتعم عيزوت وهف ، رمتسم و يطخ لكش وه S ءاضفلا ىلع T ددمم َّنأ يأ
. لدتعم عيزوت وه كاريد عيزوت ً لا ثمف

تاعيزوتلل (dérivées successives) ةيلا تتملا تاقتشملا 
: ةلدتعم تاعيزوت يه ةلدتعملا

: ( )
n

S   نم ً لا دتعم ًاعيزوت T نكيل

. ( )
n

S  نم نوكت
i
x
 ةلا دلا نإف ( )

n
S  نم ًةلا د  تناك اذإ -
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1










pi

p

x


ةيلا تتملا نإف ( )

n
S  يف رفصلا نم ةبراقتم ًةيلا تتم  

1pp
 تناك اذإ -

يأ 0,, 








i

p

p

i
x

T
x

T 
 يلا تلا بو ( )

n
S  يف رفصلا نم ًةبراقتم نوكت

. رمتسم
i
x

T


 ّنأ

. ( )
n

S  ىلع يطخ ٌلكش
i
x

T


 نإف يطخ ٌلكش T نأ امب -

نم نهربن كلذك .ً لا دتعم ًاعيزوت نوكي لدتعم عيزوت قتشم نأ ينعي اذه و
. ةيلا تتملا تاقتشملا لجأ

عيزوت وه f ِ ل قفارملا عيزوتلا ٍذئدنع ، 1
( )

n
L  نم ًةلا د f نكتل 

. لدتعم

: ققحت يأ ( )
n

S  يف رفصلا نم ةبراقتم ( )
n

S  ءاضفلا نم ةيلا تتم  
1

p
p




نكتل

: ٍذئدنع ( ) 0
p p
x  صاخ لكشبو ,q n يأ لجأ نم ( )

( ) 0
n q

p p
x x  

, ( ) ( ) ( ) ( )

( ) sup ( ) sup ( ) 0

n n

n n
n

p p p

p p p

x x

T f x x dx f x x dx

f x x dx f x

  

 

 


 

   

    

 



: ثيح 0, 0,A B r N    : ققحت  ىلع ًايلحم ةلومك ًةلا د f نكتل 

ًاعيزوت نوكي f ِ ل قفارملا f
T عيزوتلا ٍذئدنع ( )

r
x A f x B x  

.ً لا دتعم
ةلا دلا نوكت ،S ءاضفلا نم  ةلا د يأ لجأ نم هن لأ S ءاضفلا ىلع فرعم T -

ةلا دلا نوكتو ، ( )x x A    : ثيح 0A   دجوي يأ ةدودحم 

: ثيح 0B   دجوي يأ ةدودحم يهف S ءاضفلا نم 2
( )

r
x x x 

: يلا تلا بو 2
( )

r
x x x B    
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2 2

2 2

2

2

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

sup ( ) sup ( ) ( ) sup

A A

A A

A A

r r r r

A A

A A

r

x A x A x
A

T f x x dx f x x dx f x x dx f x x dx

dx dx
x f x x x f x x dx x f x x x

x x

dx
B x x x f x dx B

x

    

  

 

  

  

 
   

 




  

       

       

          

   

  

  2

2

2

( )

2 sup ( ) sup ( ) ( ) 2 ( )

r

A
A

A A

r

x x
A A

dx
x x

x

B B
x x x f x dx B A f x dx

A A



 








   

   

           



 
( )

( ) 0
n q

p p
x x   نإف S يف رفصلا نم ةبراقتم ًةيلا تتم  

1pp
 تناك اذإ -

و ( ) 0
p p
x  صاخ لكشب و ، ,q n يأ لجأ نم

: يلا تلا بو 2
( ) 0

r

p p
x x

 

2
, 2 sup ( ) sup ( ) ( ) 0

A

r

p p p p
x x

A

B
T x x x f x dx

A
  


  

       
. لدتعم عيزوت وه ةدودحم ًايلحم ٍةلومك ٍةلا دل قفارملا عيزوتلا : ً لا ثمف

. لدتعم عيزوت وه ٍةيدودح ٍةلا دل قفارملا عيزوتلا

[13 p 113]: ةلدتعملا تاعيزوتلا براقت -4-3

وحن ىعست اهنإ  
1r r

T


نع لوقن ، ةلدتعملا تاعيزوتلا نم ًةيلا تتم  
1r r

T


نكتل -

ةيلا تتملا تناك اذإ ، رفصلل ىعست 1

r
امدنع ( )

n
S   يف يرفصلا عيزوتلا

. ( )
n

S  نم  ةلا د يأ لجأ نم رفصلا وحن ىعست  
1

,
r

r
T 



وحن ىعست اهنإ  
1r r

T


نع لوقن ، ةلدتعملا تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1r r

T


نكتل -

 
1r r

T T


 ةيلا تتملا تناك اذإ ، رفصلل ىعست 1

r
امدنع ( )

n
S   يف T عيزوتلا

. ( )
n

S   يف رفصلا وحن ىعست

يف T عيزوتلا وحن براقتت ةلدتعملا تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1r r

T


تناك اذإ -

. ( )
n

S   يف T  عيزوتلا وحن براقتت  
1r r

T


 ةيلا تتملا ٍذئدنع ( )
n

S  
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: ةلدتعملا تاعيزوتلا ىلع تايلمعلا -4

: رخآ عيزوتب لدتعم عيزوت ءادج -1-4

[9 p 71]: ةمدقم -1-1-4
ٍذئدنع ، تارملا نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقلا f ةلا دلا و T عيزوتلا انيدل نكيل

عيزوتلا وه T عيزوتلا ب ( f ِ ڊ هل زمرنس ) f ةلا دلل قفارملا
f

T عيزوتلا ءادج
: لكشلا ب فّرعملا

. ( ) : , ,D f T T f       

كلذل ،ً لا دتعم ًاعيزوت ةرورضلا ب سيل وهف T لدتعم عيزوتب f عيزوتلا ءادج امأ
ةاواسملل نوكيل f ةلا دلا ىلع ديدج ضرفل ةجاحب نحن

. ىنعم ( ) : , ,S f T T f       

اهءامتنا ضرف ىلإ ةجاحب نحنف ، f  ةلا دلا ىلع قبطُيس T عيزوتلا نأ ظح نلا
. S ءاضفلا نم  ةلا د يأ لجأ نم S ءاضفلل

و  نم ٍ لك ل ةيلا تتملا تاقتشملا نإف ،S ءاضفلا نم f  ةلا دلا تناك اذإ
. S ءاضفلا نم ( )q

f  ةلا دلا نوكت كلذكو ، S ءاضفل ا نم ًاضيأ نوكت f 

.
( )

( )
: 0

q

n x

f x
q n

x
   : ةيلا تلا ةصاخلا ئفاكي ضرفلا اذه نأ نهربنس

: طرشلا موزل
ققحت f ةلا دلا نأ نهربنلو ، S ءاضفلا نم ( )q

f  ةلا دلا نأ ضرفنس
( )

( )
: 0

q

n x

f x
q n

x
  

نم ققحتي لا
( )

( )
0

q

n x

f x

x
 طرشلا نأ ضرفنل ، ضرفلا ضقنب كلذ تبثنس

دادع الأ نم  
1

p
p

x


ةيلا تتم دوجو ضرفنل يأ ، 0q  لجأ نمو ، n يأ لجأ

: اهلجأ نم نوكي
1

2
p p
x x   و 1

p
x  : ثيح ةيقيقحلا

.   ( ) 0
p

p p
x f x A


  

: لكشلا ب ةفّرعملا  ةلا دلا ذخأنل و
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 ةلا دلا نإ ،
1

( ) ( ) ( )
p

p p

p

x x x x 






   ةلا دلا و
2

1

1 1
( )

1
0

x x
ex

x
 

   

نإف 1 1
p p
x x x    ناك اذإ و ، تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق

: انيدل و
 

( )
( )

r

pr

p r

p
p

x xx
x x

x x


 

  
    

 

 

 
2

1

1 1

2

1 1
1 0 ( ) (1 )

1

px x

p

p

e e x x
ex x

         
 

(3)
p r

p p
x



 1
1 1 2 (2 )

p

p p

x
x x

x x
     

( )
( ) 0

r q

x
x x  نأ تبثن كلذك ( ) 0

r

x
x x  نأ جتنتسن (3), (2 ), (1 ) نم

: نكلو ، S ءاضفلل يمتنت ًاقباس ةفرعملا  ةلا دلا هنمو

نم f  ةلا دلا نوك ضقاني اذهو  
1 1

( ) ( ) ( ) 0
p

p p p p
f x x f x x A

e e



      

. S ءاضفلا
: طرشلا ةيافك

ةلا دلا نأ نهربنلو ،
( )

( )
: 0

q

n x

f x
q n

x
   ققحت f ةلا دلا نأ ضرفنس

. S ءاضفلا نم ( )q
f 

نم ًاضيأ يه ( )
( )

n p q
x x x  لا ودلا نم لك نإف ،S ءاضفلا نم  ةلا دلا نأ امب

انيدل حبصأ ،( ,q p يأ لجأ نم ) S ءاضفلا

: يلا تلا بو
( )

( )
0 , ( ) 0

q

n p

n x x

f x
x x

x


   

ةلا د يه ( )q
f  ةلا دلا نأ يأ ( ,q p يأ لجأ نم ) ( )

( ) ( ) 0
p q

x
x f x x   

. S ءاضفلا نم

: ةظح ملا
 ثيح f g  : لكشلا ب بتكت يهف قباسلا طرشلا ققحت f ةلا دلا تناك اذإ
: لكشلا ب ًاضيأ بتكت f ةلا دلا تاقتشم و ، 1

L ءاضفلا نم g ةلا دلا و دودح ريثك
. ( )q قاقتش الا ةبترمب قلعتت  دودح ريثكلا ةجرد ثيح ( )q

f g 

[2 p 19] [9 p 73] : M
O ءاضفلا -2-1-4

ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقلا f لا ودلل ةقفارملا تاعيزوتلا ءاضف وه
M

O ءاضفلا

.
( )

( )
: 0

q

n x

f x
q n

x
   : طرشلل ةققحملا و ، تارملا نم

: تاظح ملا
نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق يهف ، M

O ءاضفلا نم f ةلا دلا تناك اذإ -

P دودح ريثك دجوي q يأ لجأ نم : ققحت و ، تارملا
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. ( )
( ) ( )

q
f x P x : ثيح

fonction à ) ءيطبلا ديازتلا تاذ لا ودلا ىعدُت
M

O ءاضفلا لا ود -

.(croissance lente
. اهل قفارملا عيزوتلا ىلع ةل لا دللو ، ةلا دلا ىلع ةل لا دلل f زمرلا مدختسنس -

[9 p 73] : M
O ءاضفلا صاوخ -3-1-4

: S  ءاضفلا نم يئزج يهجتم ءاضف
M

O ءاضفلا (1

تارملا نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق f ةلا دلا ٍذئدنع ، M
O نم ًاعيزوت f نكيل

عيزوتلا ف ،( ةدودحم يهف ) : ( ) P (x )P f x  : ققحتو ،( ًايلحم ةلومك يهف )

.ً لا دتعم ًاعيزوت نوكي اهل قفارملا
.

M
O نم تاعيزوت يه

M
O نم تاعيزوتل ةيلا تتملا تاقتشملا (2

. لدتعم عيزوت وه T لدتعم عيزوتب
M

O نم f عيزوت ءادج (3

. S نم ةلا د نوكت f  ةلا دلا ٍذئدنع ، S نم ةلا د نكتل -

ةيلا تتملا نإف S يف رفصلا نم ةبراقتم ًةيلا تتم  
1pp

 تناك اذإ -

يأ لجأ نم )  يف ماظتناب رفصلا نم ةبراقتم نوكت   
( )

1

( )
q

n

p

p

x f x


 

: نوكي و S يف رفصلا نم ًةبراقتم نوكت  
1

p
p

f 


 ةيلا تتملا يلا تلا بو ،( ,n q

. رمتسم f T يأ , , 0
p p p

f T T f     

. S ىلع يطخ ٌلكش f T نإف ٌيطخ T نأ امب -

. ً لا دتعم ًاعيزوت نوكي T لدتعم عيزوتب
M

O نم f عيزوت ءادج نأ يأ

:
M

O يف براقتلا (4

يف رفصلا نم ةبراقتم اهنإ لوقن ، M
O نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  

1
p

p
f


نكتل

ةلا د يأ لجأ نم ) S يف رفصلا نم ةبراقتم  
1

p
p

f 


 ةيلا تتملا تناك اذإ M
O

.( S نم 

: تاظح ملا

، M
O يف رفصلا نم براقتت M

O نم تاعيزوتلا نم ًةيلا تتم  
1

p
p

f


تناك اذإ -

رفصلا نم براقتت  
1

p
p

f 


 ةيلا تتملا S نم  ةلا د يأ لجأ نم انيدل ٍذئدنع

ةيلا تتملا  S يف رفصلا نم براقتت   
( )

1

q

p

p

f 


 ةيلا تتملا  S يف

. M
O يف رفصلا نم براقتت   

( )

1

q

p

p

f

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، M
O يف رفصلا نم براقتت M

O نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1

p
p

f


تناك اذإ -

رفصلا نم براقتت  
1

p
p

f 


 ةيلا تتملا S نم  ةلا د يأ لجأ نم انيدل ٍذئدنع

, ( ) ( ) 0
p p p

f f x x dx 





      ( ) 0
p p

f x    S يف

. S  يف رفصلا نم براقتت  
1

p
p

f


ةيلا تتملا  ( S نم  ةلا د يأ لجأ نم )

[9 p 74] : ءادجلا رارمتسا -4-1-4
: لو الأ لماعملل ةبسنلا ب رمتسم برضلا o

نكيل و ، M
O يف رفصلا نم ةبراقتملا M

O نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1

p
p

f


نكتل

S ءاضفلا نم  ةلا د يأ لجأ نم انيدل ٍذئدنع ، S  نم ً لا دتعم ًاعيزوت T

براقتت  
1

p
p

f T


 ةلدتعملا تاعيزوتلا ةيلا تتم َّنأ يأ , , 0
p p

f T T f    

. S  يف رفصلا نم

: يناثلا لماعملل ةبسنلا ب رمتسم برضلا o

يف T لدتعملا عيزوتلا نم ةبراقتملا ةلدتعملا تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1r r

T


نكتل

: S ءاضفلا نم  ةلا د يأ لجأ نم انيدل ٍذئدنع ، M
O نم ًاعيزوت f نكيل و ، S 

ةلدتعملا تاعيزوتلا ةيلا تتم ّنأ يأ . , , , ,
r r

f T T f T f f T         

. S  يف f T لدتعملا عيزوتلا نم براقتت  
1r r

f T




: ةلدتعملا تاعيزوتلل هييروف لات يوحت -2-4

[9 p 67] : فيرعت -1-2-4
: لكشلا ب T عيزوتلل هييروف ليوحت فَّرعُي ، S  نم ً لا دتعم ًاعيزوت T نكيل

. : , ,S T T      

: ٌلدتعم ٌعيزوت T نإ
. S ىلع يطخ ٌلكش T نإف يطخ هييروف ليوحت و T نم ً كلا نأ امب -

 
1

p
p




 ةيلا تتملا نإف S يف رفصلا نم ةبراقتم ًةيلا تتم  
1pp

 تناك اذإ -

: نوكي يلا تلا بو S يف رفصلا نم ةبراقتم نوكت
. رمتسم T نأ يأ , , 0

p p p
T T     
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. ً لا دتعم ًاعيزوت نوكي لدتعم عيزوتل هييروف ليوحت نأ يأ

[9 p 67]: هييروف لات يوحت صاوخ -2-2-4
نأ يأ S  يهجتملا ءاضفلا ىلع مزيفرومودنا وه هييروف ليوحت 

. رمتسمو يطخ T T قيبطتلا

.  T S T S     : S و T نيعيزوت يأ لجأ نم -

.  T T     : يقيقح ددع يأ لجأ نمو T عيزوت يأ لجأ نم -

: ٍذئدنع ، S  يف T عيزوتلا وحن ىعست تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1r r

T


تناك اذإ -

 
1r r

T


 ةيلا تتملا ّنأ يأ  : , , , ,
r r

S T T T T            

. T عيزوتلا وحن ىعست

: T لدتعملا عيزوتلل ةيلا تتملا تاقتشملا باسح 
ب (

M
O نم ) x x ةلا دلل قفارملا عيزوتلا ءادج S و ، ً لا دتعم ًاعيزوت T نكيل

لأن:    2T i S    و لدتعم عيزوت S نإ ، T عيزوتلا

ةلا د ( ) ( )s s s   : ثيح    , , , , 2T T T T i             

   , , 2 2 , 2 ,T T i i S i S              هنم و . S ءاضفلا نم

: T لدتعملا عيزوتلل ةيلا تتملا تاقتشملل هييروف ليوحت باسح 
ب (

M
O نم ) x x ةلا دلل قفارملا عيزوتلا ءادج U و ً لا دتعم ًاعيزوت T نكيل

لأن:   2T i U  و لدتعم عيزوت U نإ ، T عيزوتلا

( ) ( )x x x   : ثيح      , , , , 2T T T T i             

هنم .و S ءاضفلا نم ةلا د
   , , 2 , 2 2 ,T T i T i i U           

[9 p 68]: لدتعم عيزوتل يسكعلا هييروف ليوحت -3-2-4
: فيرعت 

: لكشلا ب T عيزوتلل يسكعلا هييروف ليوحت ف َّرعُي ً لا دتعم ًاعيزوت T نكيل
. , ,T T   

: ,T T S S    نأ تبثنل و نيلدتعم نيعيزوت S و T نكيل
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: , , , ,S T T T T            

: , , , ,S S S S S            

لا كو ، S  يهجتملا ءاضفلا ىلع مزيفروموتوأ وه  و نيليوحتلا نم ً كلا ّنأ يأ
. رخ الآ سكع امهنم ً لا كو ، رمتسم امهنم ً

. S  ءاضفلا نم ديحو رصنعل هييروف ليوحت وه S  ءاضفلا نم رصنع لك
: ةظح ملا 

امأ ، ,f f f f    نوكي نأ يرورضلا نم سيل ٍذئدنع ، 1
L نم ًةلا د f تناك اذإ

. ,
f f f f

T T T T    ققحي وهف f ةلا دلل قفارملا لدتعملا
f

T عيزوتلا
[1 p 211][9 p 70]: ةلثمأ -4-2-4

: كاريد عيزوتل هييروف ليوحت (1

1  : يأ 2
, , ( ), ( ) ( ) 1 ,

i sx
s e x dx x dx

       
 



 

      
وه يأ ، 1x  ةدودحملا و ًايلحم ةلومكلا ةلا دلل قفارملا عيزوتلا وه 1 ثيح

. لدتعم عيزوت
 1   (2

 
2 2

1 , 1 , ( ) ( ) ( )
i sx i sx

s ds e x dx ds e x dx ds
     

    


    

   
         

   
    

( ) : 1 , 1 ,S        يأ    1 , ( ) 1 , 1 ,s ds   




       هنمو

.    1 1     يلا تلا بو  1   نإف 1  نأ امب و    1 1   

: ٍذئدنع 2 i ax
x e

 ةلا دلل قفارملا لدتعملا عيزوتلا
a

T نكيل (3

a a
T  : -

2 2
, , ( ), ( ) ( ) ,

i sx i ax

a a a a
s e x dx e x dx T

        
 

 

 

      
:

a a
T   -

2 2 2 2
, , ( ) ( )

i as i sx i as i sx

a a
T T e e x dx ds e e x dx ds

      
   

 

   

   
       

   
   

نأ امب و
a a

T T    يأ 2
, ( ) , ,

i as

a a a
T e s ds T T

   


 


       هنمو

.
a a a

T T      يلا تلا بو
a a

T   نإف
a a

T  

: ٍذئدنع f ِ ل قفارملا لدتعملا عيزوتلا
f

T نكيل و 1
L نم ًةلا د f نكتل (4

, , ( ) ( ) ( ) ( ) ,
f f f

T T f x x dx f x x dx T    
 


 

        
: ةصارتم هتماعد عيزوتل هييروف ليوحت (5
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ب ةفرعم g ةلا دلا ثيح
g

T T  ٍذئدنع ةصارتم هتماعد ً لا دتعم ًاعيزوت T نكيل

. 2
, ( ), ( )

i xt
T T x e t dt

 






   : يأ 2
( ) ( ),

i tx
g t T x e

 : لكشلا

: قاقتش للا ةلباق g ةلا دلا نأ ً لا وأ تبثنل

2

2

0 0

2 0 2

( ) ( ) 1
lim lim ( ), ( )

( ), ( ) ( 2 ) ( ), 2 ( )

i hx

i tx

h h

i tx i tx

g t h g t e
T x x e

h h

T x x e i x e T x i x x e




 



   




 

 

  
 

      

.T ةماعد ىلع دحاولل ةيواسم ( )D  نم ةلا د ثيح
2

2

( ) : , ( ) ( ) ( ), ( )

( ), ( ) , ,

i tx

g

i tx

D T g t t dt T x e t dt

T x e t dt T T





   

  

 


 






    

    

 



[9 p 75] : C
O  ءاضفلا -5-2-4

: ةمدقم 

دتعم ًاعيزوت نوكي f و f نيعيزوتلا نم لك ٍذئدنع ، M
O ءاضفلا نم ًاعيزوت f نكيل

قاقتش للا ةلباق 1
L نم ةلا د g ثيح f g  لكشلا ب بتكُت f ةلا دلا نأ امك ،ً لا

و ،ً لا دتعم ًاعيزوت g عيزوتلا نوكيو ، دودح ريثك  و تارملا نم ِهتنم ريغ ًاددع
. g ةدودحملا و ةرمتسملا ةلا دلل ًاقفارم ً لا دتعم ًاعيزوت g عيزوتلا

ةرمتسم 1
L نم ةلا دل قفارم عيزوتل ًايطخ ًابيكرت هفصوب بتكُي f عيزوتلا يلا تلا بو
عيزوت  ثيح f  ءادجلا نأ امك . ةيلا تتملا هتاقتشم و ( ةدودحم و ةلومك )

نم ةلا دل قفارم عيزوتل ًايطخ ًابيكرت هفصوب بتكُي ًاضيأ بتكُي دودح ريثكل قفارم
. ةيلا تتملا هتاقتشم و ( ةدودحم و ةلومك ) ةرمتسم 1

L

: C
O  ءاضفلا فيرعت 

نكمي ثيح T تاعيزوتلا يأ ، ةقباسلا ةصاخلا ققحت يتلا تاعيزوتلا ءاضف وه
عيزوتل ًايطخ ًابيكرت هفصوب بتكُي نأ ( دودح ريثك يأ لجأ نم ) T  عيزوتلل
. ةيلا تتملا هتاقتشم و ( ةرمتسم ) ةدودحم و ةلومك 1

L نم ةلا دل قفارم
: ةظح ملا

نم وهف ةقباسلا ةصاخلل ًاققحم f عيزوتلا نوكي M
O نم f عيزوت يأ لجأ نم

.
C

O  يف M
O نم يطخ قيبطت هييروف ليوحت نأ لوقلا نكمي يأ ،

C
O 

: C
O  ءاضفلا صاوخ 
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: S  ءاضفلا نم يئزج يهجتم ءاضف C
O  ءاضفلا 

ةلا دل قفارم عيزوتل ًايطخ ًابيكرت هفصوب بتكُي وهف ،
C

O  نم ًاعيزوت T نكيل
بتكُي هنأ يأ ، ةيلا تتملا هتاقتشم و ةدودحم و ( ًايلحم ةلومك يهف ) ةرمتسم

ًابيكرت هفصوب بتكُي يأ ، ةيلا تتملا هتاقتشم و لدتعم عيزوتل ًايطخ ًابيكرت هفصوب
. لدتعم عيزوت وهف ، ةلدتعم تا عيزوتل ًايطخ

: C
O  يف براقتلا 

C
O  يف رفصلا نم ةبراقتم اهنإ لوقن ،

C
O  نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  

1
p

p
T


نكتل

قفارم عيزوت يأ لجأ نم ) S  يف رفصلا نم ةبراقتم  
1

p
p

T


 ةيلا تتملا تناك اذإ

.(  دودح ريثكل

ةيلا تتملا نإف ، M
O يف رفصلا نم براقتت  

1
p

p
f


ةيلا تتملا تناك اذإ : ةظح ملا

. M
O يف رفصلا نم براقتت هتاقتشم و

p
f ِ ل ةيطخلا قيفاوتلا نم ةلكشتملا

: رمتسم C
O  يف M

O نم هييروف ليوحت 


M

O يف رفصلا نم براقت ت M
O نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  

1
p

p
f


نكتل

نم براقتت  
1

p
p

f


 ةيلا تتملا  S  يف رفصلا نم براقت ت  
1

p
p

f


ةيلا تتملا

ةيلا تتملا  S  يف رفصلا
ةيلا تتملا  ( دودح ريثك يأ لجأ نم ) S  يف رفصلا نم براقتت  

1
p

p
f




.
C

O  يف رفصلا نم براقتت  
1

p
p

f




: رمتسم و M
O يف C

O  قبطي هييروف ليوحت 

و 1
L نم ةلا دل قفارم عيزوتل ًايطخ ًابيكرت هفصوب بتكُي وهف

C
O  نم ًاعيزوت T نكيل

ةلا دل قفارم عيزوت ءادج لكش ىلع بتكُي T عيزوتلا يلا تلا بو ، ةيلا تتملا هتاقتشم
عيزوت وه T عيزوتلا نأ يأ ، ةدودحمو ةرمتسم ةلا دل قفارم عيزوتب ةيدودح

.
( )

: 0
n x

f x
n

x
  : ققحتو ةرمتسم f ةلا دل قفارم

،( ةيدودحلا ةلا دلل قفارم عيزوت يأ لجأ نم ) T  عيزوتلا لجأ نم تبثن كلذك
نأ يأ

: ققحتو ةرمتسم f  ةلا دل قفارم عيزوت وه  T  عيزوتلا



LXXXIV

.
( )

: 0
n x

f x
n

x


 

ققحت g ةرمتسم ةلا دل قفارم (  T  لكشلا ب بتكُي )  T
 عيزوتلا يلا تلا بو

ب إلا اهضعب نع فلتخت لا  T
 ِ ل ةيلص الأ تاعيزوتلا نأ امب و . قباسلا طرشلا

، g ةلا دلل ةيلص الأ ةلا دلل قفارم T عيزوتلا ف ، ةتباثلا لا ودلل ةقفارملا تاعيزوتلا
ةلا دلا قتشم و ، ناكم لك يف ًابيرقت f ةلا دلل ةيواسم g ِ ل ةيلص الأ ةلا دلا نوكتو

تبثن كلذك و ( )
: 0

n x

f x
n

x



  ققحت f  ةلا دلا نأ انتبثأ يأ . g ةلا دلا وه f

ةلباقلا f ةلا دلل قفارم T عيزوتلا يلا تلا بو
( )

( )
: 0

q

n x

f x
n

x
  : ققحت ( )q

f نأ

َّنأ يأ ،
( )

( )
, : 0

q

n x

f x
q n

x
   : ةققحملا و تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا

. M
O ءاضفلا نم T عيزوتلا

: ةجيتنلا
M

O يدقعلا يهجتملا ءاضفلا نم نارمتسم نايربج نامزيفروموزيا ,  لان يوحتلا
ءاضفلا ىلع

C
O  يدقعلا يهجتملا ءاضفلا نم و ،

C
O  يدقعلا يهجتملا ءاضفلا ىلع

وأ
C

O  نم T عيزوت يأ لجأ نم T T T    نأ امب و ، M
O يدقعلا يهجتملا
: نأ جتنتسن . M

O نم

. ناسكاعتم : , :
M C C M

O O O O     : نيليوحتلا

. ناسكاعتم : , :
C M M C

O O O O     : نيليوحتلا

: هييروف لات يوحت و ةلدتعملا تاعيزوتلا تلاف -3-4
[9 p 77] : فيرعت و ةمدقم -1-3-4

ضعب نمض (إلا ً لا دتعم ًاعيزوت ةرورضلا ب سيل نيلدتعم نيعيزوت تلاف نإ
.( طورشلا

هتماعد عيزوت امهف لا تو لان دتعم امهف ، ةصارتم امهتماعد ناعيزوت انيدل نكيل (1

. لدتعم وهف ةصارتم

ةدودحم امهادحإ ةماعد نكتلو ، ًايلحم ناتلومك امهف ، 1
L نم نيتلا د ,g f نكتل (2

نيلدتعملا نيعيزوتلا تلاف ِذئدنع ، ىلع الأ نم ةدودحم امهنم لك ةماعد وأ
عيزوت وهف ( 1

L نم يتلا ) f g ةلا دلل قفارم عيزوت وه ,g f ِ ل نيقفارملا
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. لدتعم

عيزوت امهف تلا ٍذئدنع ،
C

O  نم ًاعيزوت S و S  نم ً لا دتعم ًاعيزوت T نكيل (3

. S  نم لدتعم
: تابث الإ

: لكشلا ب T و S تلاف فّرعُي
( ) , ( ), ( ), ( )S S T S x T y x y       

: فرعم S T عيزوتلا نأ تبثنل
ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق اهن لأ : ( )S  ءاضفلا نم ( )y x y  ةلا دلا -

اهنأ امك ، ( )
( )

q
y x y  ةلا دلا وه  q ةبترملا نم اهقتشم و تارملا نم

2 , 0
y

x y
x y

  


 x y x   ةيافك ةريبك y تناك اذإ : ققحت

: نإف x y y    نأ امب و

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0

n

n n n n

y

y
y x y x y x y x y x y

x y
               



ةلا دلا نأ ينعي اذه و ، ( )
( )

q
y x y  ةلا دلا لجأ نم تبثن كلذك

قيبطت نكمملا نمف . ( )S  ءاضفلا نم اهنأ يأ عيرس ص قانت تاذ ( )y x y 

. اهيلع T عيزوتلا
نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق ( ) ( ), ( )x x T y x y   ةلا دلا -

: تارملا

نأ تابثإ يفكي

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ), ( ), ( )

h

x h x x h y x y
T y T y x y

h h

    

        

: نأ تابثإ وأ

0

( ) ( )
( ) ( )

h

x h y x y
y x h y y x y

h

    

          

 0, : ( ) : 1
2

n
A y A y x z y z z

           : 1h  نأ ضرفنس

 ( ( ) 0
n

y
y x y 

   لأن كلذو )

 : ( ) ( ) (1 )
n

y A y x h y x y         

ب و 1 , 1A x A x       قلغملا لا جملا ىلع ماظتناب ةرمتسم  ةلا دلا

: يلا تلا
0 1 : ( ) ( )

n
z A x z y x y              
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: هنمو x y A x   لجأ نم كلذو

 , : ( ) ( ) (2 )
n

y A h y x h y x y           

ةلا دلا انلدبتسا اذإ كلذك ،  
0

( ) ( )
n

h
y x h y x y   

      : (2 ), (1 ) نم
ًاددع قاقتش للا ةلباق ( ) ( ), ( )x x T y x y   ةلا دلا نأ يأ . اهتاقتشمب 

. تارملا نم ِهتنم ريغ

اذإ طقف و اذإ  ةلا دلا ىلع S عيزوتلا قيبطت نكمي ، C
O  نم ًاعيزوت S نكيل -

ةلا دلا نأ امب و .
( )

( )
, : 0

q

n x

x
q n

x


   : تققح

عيزوتلا قيبطت نكمملا نمف ، قباسلا طرشلا ققحت ( ) ( ), ( )x x T y x y  

. اهيلع S

: رمتسم S T عيزوتلا نأ تبثنل
نإف S يف يرفصلا عيزوتلا نم براقتت S ءاضفلا نم ةيلا تتم  

1
p

p



تناك اذإ

عيزوتلا نأ يأ ، رفصلا نم براقتت  
1

( ), ( ), ( )
p

p

S x T y x y


 ةيلا تتملا

. رمتسم S T

. لدتعم عيزوت S T عيزوتلا نأ جتنتسن قبس امم

ٌ دحاو ناك اذإ ةلدتعملا تاعيزوتلا نم ٍ هتنم ددع تلاف نكمملا نم : ةظح ملا
.

C
O  ىلإ يمتني لا رثك الأ ىلع اهنم

: ةرمتسم ، ةيعيمجت ، ةيليدبت ةقباسلا تاعيزوتلا تلاف ةيلمع نأ تابثإ نكمي
يف رفصلا نم براقتت C

O  ءاضفلا نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  
1

p
p

S


تناك اذإ

عيزوت يأ لجأ نم ). S  يف رفصلا نم براقتت  
1

p
p

S T


 ةيلا تتملا نإف ، C
O 

تناك اذإ T).و لدتعم
نإف ، S  يف رفصلا نم براقتت S  ءاضفلا نم تاعيزوتلا نم ةيلا تتم  

1
p

p
T



.( C
O  نم S عيزوت يأ لجأ نم ) ،S  يف رفصلا نم براقتت  

1
p

p
T S


 ةيلا تتملا

[1 p 214][9 p 81] لاف: تلا و هييروف لات يوحت -2-3-4

S  نم ًاعيزوت T و ،( C
O  نم  S عيزوتلا )

M
O نم ًاعيزوت S ناك اذإ

و S  نم  S T  عيزوتلا ) S  نم S T عيزوتلا : نإف ،( S  نم  T عيزوتلا )

: ققحتي و ،( S  نم    S T  عيزوتلا
.      S T S T    

عيزوتلا ) S  نم ًاعيزوت T و ،(
M

O نم  S عيزوتلا ) C
O  نم ًاعيزوت S ناك اذإ
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عيزوتلا و S  نم  S T  عيزوتلا ) S  نم S T عيزوتلا : نإف ،( S  نم  T

: ققحتي و ،( S  نم    S T 

.      S T S T    

: ةصارتملا ةماعدلا تاذ تاعيزوتلا لجأ نم كلذ تبثنل
قفارملا عيزوتلا وه هل هييروف ليوحت ) ةصارتم هتماعد و C

O  نم ًاعيزوت S نكيل
هل هييروف ليوحت ) ةصارتم هتماعد و S  نم ًاعيزوت T و ،( 2

( ),
i ty

T y e
 ةلا دلل

.( 2
( ),

i tx
S x e

 ةلا دلل قفارملا عيزوتلا وه
عيزوتلا وه هل هييروف ليوحت يلا تلا ب و ةصارتم هتماعد S T عيزوتلا انيدل

: هنمو ، 2
,

i tx
S T e

 ةلا دلل قفارملا

 

   

2 2 ( )

2 2 2 2

2 2

, ( ) ( ),

( ), ( ), ( ), ( ),

( ), ( ),

i tx i t x y

i tx i ty i tx i ty

i tx i tx

S T S T e S x T y e

S x T y e e S x e T y e

S x e T T S x e S T

 

   

 

  

   

 

     

 

      

[1 p 201][9 p : ىلع ةفرعملا تاعيزوتلا و ةيرودلا تاعيزوتلا -5

82]

: ةيرودلا تاعيزوتلا -1-5

ةيرود اهنإ f ةلا دلا نع لوقن ، يقيقح لوحتمب ًةيدقع ًةلا د f نكتل : ةركذت
: ناك اذإ يأ

p
f f  : ناك اذإ p (période) رودلا نم (périodique)

. : ( ) ( )x f x p f x   

يرود هنإ T عيزوتلا نع لوقن ، ىلع ًافرعم ًاعيزوت T نكيل : فيرعت
: ناك اذإ يأ

p
T T  : ناك اذإ p رودلا نم (périodique)

. ( ) : , , ,
p p

D T T T         
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: ىلع ةفرعملا تاعيزوتلا -2-5

لا ودلا ءاضف هنأب ( )D  ءاضفلا فَّرعُي ،  0, p لا جملا  نكيل : ( )D  ءاضفلا -

ءاضف وه و ، تارملا نم ِ هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقلا و ىلع ةفرعملا
. يدقع يهجتم

اهنإ 
 

1

p

p




نع لوقن ، ( )D  نم ًةيلا تتم 
 

1

p

p




نكتل : ( )D  يف براقتلا -

ماظتناب براقتت 
 

( )

1

( )
q

p

p

x


ةيلا تتملا تناك اذإ ( )D  يفرفصلا نم براقتت

نم ) ىلعرفصلا وحن

تناك اذإ ( )D  يف  نم براقتت اهنإ 
 

1

p

p




ةيلا تتملا نع لوقنو .(q يأ لجأ

. ( )D  يف رفصلا نم براقتت  
 

1

p

p

 


 ةيلا تتملا

لأن ( )D  ءاضفلا يف براقتلا فيرعت يف هدجن لا ةماعدلا طرش : ةظح ملا
. ةدودحم  ةعومجملا

يأ رمتسم و ( )D  ىلع فّرعم T يطخ لكش وه  ىلع فرعملا عيزوتلا -

نإف ( )D  يف رفصلا وحن براقتت ( )D  نم ًةيلا تتم 
 

1

p

p




تناك اذإ : ققحي

 ىلع ةفرعملا تاعيزوتلا ءاضفل زمرُي ، رفصلا نم براقتت  
 

1

, p

p

T 


ةيلا تتملا

. يدقع يهجتم ءاضف وه و ( )D   ِ ڊ

هقفرن نأ نكمُي ( )D  ىلع فرعم عيزوت لك نأ تبثنل -3-5

. p رودلا نم يرود عيزوتب

: ةقيرطلا ب فرعملا T عيزوتلا ذخأنلو ، ىلع ًافرعم ًاعيزوت T نكيل
لكشلا ب

n
 ةلا دلا فِّرعُنل ،و ( )D  نم ًةلا د  نكتل 

 

 

( ) , ( 1 )
( )

0 , ( 1 )
n

x x np n p
x

x np n p




     

اهتماعد و ، ( ) ( )
n

x x 




 : ققحت و ، ( )D  ءاضفلا ىلإ يمتنت لا
n

 ةلا دلا

.  , ( 1 )np n p لا جملا يف ةاوتحم
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: يأ ( ) ( )
n

x x np 




  لكشلا ب  ةلا دلا فِّرعُنل 

2 1 0 1 2
( ) ( 2 ) ( ) ( ) ( ) ( 2 )x x p x p x x p x p                  

نم ٍهتنم ٍددعل نوكي قباسلا عومجملا نإف ةدودحم  ةلا دلا ةماعد نأ امب (1

. دودحلا
لا ودلا نم ً كلا نإف ( 1 )x np n p   وأ x np np  ناك اذإ (2

لا جملا يف ةاوتحم  ةلا دلا ةماعد نأ ينعي اذهو مدعنت ( )
n

x x np 

.  0, p

.  0, p لا جملا ىلع تارملا نم ِ هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا (3

: ققحت  ةلا دلا q يأ لجأ نم (4

           
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

0 ( 1 ) ( 1 )
q qq q q q

n n
np np n p n p p     

   

   

         

  0, ( ) ( )x p x x    : لكشلا ب  ىلع  ةلا دلا فرعنل 

نم يهف  ىلع تارملا نم ِ هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا (1

. ( )D 

نإف ، ( )D  يف رفصلا نم ةبراقتم ( )D  نم ًةيلا تتم  
1

p
p




تناك اذإ (2

نم لك ةماعد و  ىلع ماظتناب رفصلا نم براقتت  
( )

1

( )
q

p
p

x


ةيلا تتملا

يلا تلا بو ، ةدودحملا و ةقلغملا ةعومجملا سفن يف ةاوتحم  
1

p
p




لا ودلا

ةيلا تتملا هنم و  ىلع ماظتناب رفصلا نم براقتت 
 

( )

1

( )
q

p
p

x


ةيلا تتملا

. رمتسم   قيبطتلا نأ يأ ، ( )D  يف رفصلا نم براقتت 
 

1
p

p




 ( ) , ,D T T      : لكشلا ب T قيبطتلا فرعنل 

يف رفصلا نم براقتت ( )D  نم ًةيلا تتم  
1n n




تناك اذإ و ، يطخ T قيبطتلا

ةيلا تتملا يلا تلا بو ، ( )D  يف رفصلا نم براقتت 
 

1
n

n




ةيلا تتملا نإف ، ( )D 

يأ ، رفصلا نم براقتت  
1

,
n

n
T 


ةيلا تتملا يأرفصلا نم براقتت  

 
1

,
n

n

T 


هنمو ،  
p

   : نإف ( )D  نم  ةلا د يأ لجأ نم و ، رمتسم T قيبطتلا نأ

. p رودلا نم يرود T عيزوتلا نأ يأ    , , , ,
p p

T T T T        

. p رودلا نم يرود T عيزوتب  ىلع فرعملا T عيزوتلا قفرن نأ انعطتسا
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عيزوتب هقفرن نأ نكمُي p رودلا نم يرود عيزوت لك نأ تبثنل -4-5

: ( )D  ىلع فرعم

: ةقيرطلا ب فرعملا T عيزوتلا ذخأنلو ، p رودلا نم ًايرود ًاعيزوت T نكيل
ٍ ذئدنع ،

1 2 3 4
0 x x x x p     ققحت ًةيقيقح ًادادعأ

4 3 2 1
, , ,x x x x نكتل 

.
 

 

2 3

1 4

1 ,
( )

0 ,

x x x
a x

x x x

   
: ثيح ( )D  نم a ةلا د دجوت

ةلا دلا نأ امب و ،  0, p لا جملا ىلع يأ  ىلع a ةلا دلا روصقم  ةلا دلا نكتل 

ًاددع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا نإف ( ) ( )
(0) ( ) (0) ( ) 0

q q
a a p a a p    ققحت a

. ( )D  نم يهف  ىلع تارملا نم هتنم ريغ

ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق  ةلا دلا ، ( ) 1 ( )x x   : لكشلا ب  ةلا دلا فرعنل 
( ) ( ) 1x x   : بتكن وأ ، ( )D  نم يهف  ىلع تارملا نم هتنم

:        ٍ ذئدنع ( )D  نم ًةلا د  نكتل 
ةفرعم A ةلا دلا نوكت ثيحب ،  0, p ىلع A ةلا دل روصقم يه   ةلا دلا -

يف ةاوتحم اهتماعد و تارملا نم هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقو  ىلع
ةاوتحم يلا تلا بو  1 4

,x x

. ( )D  نم يهف ،  0, p يف
للا ةلباق C ةلا دلا ،  0, p ىلع C D عومجملل روصقم يه   ةلا دلا -

 20, x يف ةاوتحم اهتماعد و  20, x ىلع تارملا نم هتنم ريغ ًاددع قاقتش
اهتماعد و  3

,x p ىلع تارملا نم هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق D ةلا دلا ،

.
( ) ( )

lim ( ) (0)
q q

x p

D x C


 : ناققحتو ،  3
,x p يف ةاوتحم

ةفرعم B ةلا دلا ، ( ) ( ) ( )B x C x D x p   : لكشلا ب  ىلع B ةلا دلا فرعنل 
يف ةاوتحم اهتماعد و ، تارملا نم هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقو  ىلع

. ( )D  نم يهف ،  ,p p

:ٍ ذئدنع ،
p

  : ثيح ( )D  نم ةيلا تتم  
1

p
p




نكتل 

 supp( ) 0,
p

A p و ( ) ( )
( ) ( )

q q

p
A x A x : ققحت ةقفارملا

p
A تايلا تتملا -

( )D  يف 
p

A A

 supp( ) ,
p

B p p  و ( ) ( )
( ) ( )

q q

p
B x B x : ققحت ةقفارملا

p
B تايلا تتملا -

. ( )D  يف 
p

B B
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نأ دجن قبس امك  ةلا دلا اندجوأ اذإ . ( )D  يف
p p

A B A B     -

.  

( ) , ,D S T A B      : لكشلا ب  ىلع S قيبطتلا فرعنل 

يف  نم ةبراقتم ( )D  نم ًةيلا تتم  
1n n




تناك اذإ و ، يطخ S قيبطتلا
يلا تلا بو ، ( )D  يف A B نم براقتت  

1n n n
A B


 ةيلا تتملا نإف ( )D 

 
1

,
n

n
S 


ةيلا تتملا َّنأ يأ , , , ,

n n n
S T A B T A B S     

نم  ةلا د يأ لجأ نم هنأ امك ، رمتسم S قيبطتلا نأ يأ ، رفصلا نم براقتت

.   , , , , ,S T A B T T T        : ( )D 

.  ىلع فرعم T عيزوتب T ( p رودلا نم ) يرودلا عيزوتلا قفرن نأ انعطتسا

ةعومجم نيب (application biunivoque) دحاول دحاو قيبطت كانه : ةجيتنلا
ىلع ةفرعملا تاعيزوتلا ةعومجمو ، p رودلا نم ةيرودلا و  ىلع ةفرعملا تاعيزوتلا

. رمتسم و يطخ امهنم ً كلا نأ امك ،  ,T T T T  : نيقيبطتلا قفو ،

: ةلثم 5-5-الأ

عيزوتلا دجونل و ،    ( ) : , (0)D T      : لكشلا ب  ىلع T عيزوتلا فرعنل (1

:
n

 ةلا دلا ً لا وأ دجون . T ِ ل قفارملا يرودلا

( ) ( )
n

x x np 




  لكشلا ب  ةلا دلا مث ،  

 

( ) , ( 1 )
( )

0 , ( 1 )
n

x x np n p
x

x np n p




     

:T عيزوتلا فرعن مث نم و .   ( ) ( ) 0,x x x p    : لكشلا ب  ةلا دلا و

  , , (0) (0) ( ) ( )
n np

T T np np      
  

  

       

،  ِ ڊ T عيزوتلل زمرنو .
np





 : عيزوتلا وه p رودلا نم يرودلا عيزوتلا 

. ًايرود ًاعيزوت سيل كاريد عيزوت نأ ظح نلا و

قفارملا عيزوتلا  p رودلا نم ةيرود و ، ىلع ًايلحم ًةلومك ًةلا د f نكتل (2

لأن: يرود عيزوت اهل

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
f f p

T f x x dx f x p x p dx f x x p dx T     
  


  

           

:
f

T ِ ل قفارملا  ىلع فرعملا عيزوتلا دجونل
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 



0

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

f n n n

p

f

T f x x dx f x x dx f x np x np dx

f x x dx f x x dx f x x dx T

   

   

    

    



 

   
          

   

      

    

  

. ىلع ةلومك يهو ، ىلع f ةلا دلا روصقم يه f ةلا دلا ثيح

، p رودلا نم ةيرود و ًايلحم ةلومك f ةلا دل قفارملا  ىلع فرعملا عيزوتلا ًاذإ
f ةلا دلا روصقمل قفارملا عيزوتلا وهو ، ىلع فرعم عيزوتب هقفرن نأ نكمُي

. ىلع
و ، ىلع فرعم g

T عيزوتلا نإف ، ىلع ًةلومك ًةلا د g تناك اذإ : سكعلا ب و

ةلومك ( ةديحو ) g ةلا دلا ثيح g
T عيزوتلا وه هل قفارملا يرودلا عيزوتلا

. g ةلا دلا  ىلع اهروصقم و ، p رودلا نم ةيرود و ًايلحم

لكشلا ب  ىلع
n

e ةيرودلا ةلا دلا فرعنل و ، 2
w

p


 ذخأنل : ةصاخ ةلا ح (3

روصقمل ne
 ِ ڊ و . اهل قفارملا يرودلا عيزوتلل

n
E ِ ڊ زمرنلو ، ( )

niwx

n
e x e

. ne
 ِ ل قفارملا و  ىلع فرعملا عيزوتلل 

nE ِ ڊ و  ىلع
n

e ةلا دلا

:  nE تاعيزوتلا صاوخ -6-5

: براقتم 
nE




 عومجملا 

و ةرمتسم
2

( )ne x

n







ةلا دلا ف ، ىلع ماظتناب براقتي
2

( )ne x

n







عومجملا انيدل

نأ امب و . 


2

nE
T

n





 وه  ىلع فرعملا و اهل قفارملا عيزوتلا و ، ىلع ةلومك

بتكن نأ نكميف ( )D   ىلع رمتسم قتشملا

ةدوجوم ةياهنلا نأ ينعي اذهو   


2

, ,

lim , lim

q q
n

n

p q p q
p p

wi E
T w E T

n 
 

    

. براقتم 
nE




 عومجملا يلا تلا بو

:  0nX E





  

نمف ، ىلع تارملا نم ِ هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق ne
 ةلا دلا نأ امب
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: نوكيو 
nE




 عيزوتلا ب  1E عيزوتلا برض نكمملا

ثيح ،   
1 1 0 (1 )nE E





   : هنمو      
1 1 1n n n nE E E E E E

   



   

       

ًاددع قاقتش للا ةلباقلا و  ىلع ةفرعملا ةيدحاولا ةلا دلل قفارملا عيزوتلا وه 1

نم ِهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق 1 1e   ةلا دلا . تارملا نم ِ هتنم ريغ
 ةلا د دجوي يلا تلا بو روليات ةلسلستم قفو اهرشن نكميف رفصلا دنع تارملا

ب اهتباتك نكمي ( )D  نم ةلا د يأ كلذك ، 
1( 1 )( ) ( )e x x x   : ثيح ( )D  نم

: نإف  
1( 1 ) 0E S   ققحي ًاعيزوت S ناك اذإ نكلو .    لكشلا

 0X S  : يأ           
11, , , ( 1 ) ( 1 ) , 0X S S x S e E S                  

.  0nX E





  : نأ دجن (1 ) نمو

:  
nE p 





  

 
nE  





  يأ  عم بسانتم 
nE




 عيزوتلا نإف  0nX E





  نأ امب

 ,1 ,1 (1 )n nE E

 

 

   : براقتم 
nE




 عومجملا نأ امب ، p  نأ تبثنل

: نكلو

0n   2

00

1 1
,1 1 0 (2 )

pp

niwx niwx ni
nE e dx e e

niw niw

      

. 0n  
0

0

,1 (3)

p

E dx p 

: نكل و  
0,1 ,1nE E p





    : (3), (2 ), (1 ) نم

. p  يأ  ,1 ,1 1 (0)nE    




       

: تاظح ملا 

ريغ يهف niwx
ne e

 

 

  ةلسلستملا امأ ، ( )D   يف ةبراقتم 
nE




 ةلسلستملا (1

نم براقتت لا :ً لا ثم  نم ةطقن لك دنع ةبراقتم ريغ اهن لأ ، ( )D  يف ةبراقتم
. 0x  لجأ

: 0
p

n n
p n a    : ققحت ةيدقعلا دادع الأ نم ًةرسأ  n n Z

a
 تناك اذإ (2
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عومجملا انيدل : ةبراقتم 
nn

a E




 ةلسلستملا نإف , :

p

n
p M a M n   وأ

، ىلع ةلومك و ةرمتسم
2

nn

p

a e

n








ةلا دلا ف ، ىلع ماظتناب براقتي

2

( )nn
a e x

n








ىلع رمتسم قتشملا نأ امب و . ىلع فرعم 


2

nn

p

a E
T

n






 اهل قفارملا عيزوتلا و

: بتكن نأ نكميف ( )D  







   
2

( 2 ) 2

1
, , ,

lim , lim , ..., lim

q q q
pn n

nn n np p
p q p q p q

p p p

wi E w E
T a T a T a wi E

n n



  
  

      :

. براقتم 
nn

a E




 عومجملا يلا تلا بو ةدوجوم ةياهنلا نأ ينعي اذهو

نم هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباقو  ىلع ةفرعم 1 ةيدحاولا ةتباثلا ةلا دلا (3

قاقتش للا ةلباق يهف ، ىلع ةفرعملا 1 ةتباثلا ةلا دلا امأ . ( )D  نم يهف تارملا
ىلإ يمتنت لا يهف ةصارتم ريغ اهتماعد نكل و تارملا نم ِ هتنم ريغ ًاددع

. ( )D 

.
n np

E p 
 

 

   : نإف  
nE p 





  نأ امب (4

:(série de Fourier) هييروف ةلسلستم -7-5

هييروف روشنم ، p رودلا نم ةيرود و ، ىلع ًايلحم ًةلومك ًةلا د f تناك اذإ : ةركذت

ةلسلستم داجي لإ امأ .
0

( )

p

niwx

n
a e f x dx

  : ثيح niwx

n
a e




 : ةلسلستملا وه f ِ ل

: ىلع فرعم عيزوتل هييروف
اهنكلو ، ( ), ( )D D   نيءاضفلا ةساردل ةهباشم ( ), ( )D D   نيءاضفلا ةسارد نإ -

يلا تلا بو . ةماعدلا ىلع طورش كانه سيلو ةدودحم ةعومجم  لأن ةطاسب رثكأ
تلاف فيرعت ةقيرط سفنب  ىلع نيفرعم نيعيزوت يأ تلاف فيرعت نكمي

. ىلع ةفرعملا تاعيزوتلا
: نإف  ىلع ًافرعم ًاعيزوت T ناك اذإ -

  T T  : يأ
        

     

, ( ) ( ), ( ) ( ), ( ), ( )

( ), ( 0) ( ), ( ) ,

T T x y x y T x y x y

T x x T x x T

     

  

     

   

نم ةبراقتم ةلسلستمل ًاعومجم  عيزوتلا ناك و ىلع ًافرعم ًاعيزوت T ناك اذإ -

نم ةبراقتم ةلسلستمل ًاعومجم ًاضيأ وه T عيزوتلا نإف ( )D   يف تاعيزوتلا
. ( )D   يف تاعيزوتلا

نم  ةلا د يأ لجأ نم نكلو       
 

1 1
n nT T E T E T

p p


 

 

 
      

 
  : انيدل -
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: ( )D 

           

   

   

    

( )

0

0 0

, , ( ) ( ), ( ) ( ), ( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( )

( ), ( ) ( ), ( )

( ), , ( ) , ,

n n n n

p x p

inwx inw z x

x

p p

inwx inwz inwx inwz

inwx inwz
nn

E T T E T x E y x y T x E y x y

T x e x y dy T x e z dz

T x e e z dz T x e e z dz

T x e e z T e E

   

 

 

 




 




       

  

  

 

 

 


هييروف روشنم ةلسلستملا هذه وعدن ،   
 

 1 1
,n nnT E T T e E

p p

 


 

     يأ

. T عيزوتلل

: هييروف ةلسلستم لوح تاظح ملا
نوكتو ، هييروف ةلسلستم قفو هرشن نكمي  ىلع فرعم T عيزوت لك -1

. T عيزوتلا اهعومجمو ( )D   يف ةبراقتم ةلسلستملا

:ٍ ذئدنع T عيزوتلل ًاقفارم ، p رودلا نم ًايرود ًاعيزوت T ناك اذإ -2

قفو هرشن نكمي p رودلا نم يرود T عيزوت لك يأ ، 1
, n n

T T e E
p






  

.T عيزوتلا اهعومجمو ( )D   يف ةبراقتم ةلسلستملا نوكتو ، هييروف ةلسلستم

نل اهل هييروف روشنم نإف ، p رودلا نم ةيرود و ًايلحم ًةلومك ًةلا د f تناك اذإ -3

f
T ناك اذإ امأ . f ِ ل ًايواسم ةرورضلا ب سيلو ماعٍ لكشب ًابراقتم نوكي
.

f
T ِ ل واسم و براقتم هل هييروف روشنم نإف f ِ ل قفارملا عيزوتلا

يف ( ىلع فرعملا T عيزوتلل هييروف رشن ) 
nn

a E




 ةلسلستملا براقت طرش -4

( )D   يف (T يرودلا عيزوتلل هييروف رشن )
n n

a E




 ةلسلستملا براقتو ، ( )D  

. : , 0
p

n
n

p n T e     : يلا تلا بو : 0
p

n n
p n a    : وه

و ، ىلع ةرمتسم ةلا دل قفارم عيزوتل قتشم وه  ىلع فرعملا عيزوتلا -5

ةلا دل قفارم عيزوتل قتشم وه p رودلا نم يرودلا و  ىلع فرعملا عيزوتلا
. ىلع ةرمتسم

هنأب     
 

 

0

1 1
, , , , ( )

p

niwx
nn nT T e E T e e x dx

p p
  

 

 
 

 
    

 
    رابتعا نكمي -6
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.  ةلا دلا و T عيزوتلا نم ٍلكل هييروف لات ماعم عومجمب 1

p
ءادج

: تاقيبطت -8-5

ةلا دل قفارم عيزوتل قتشم وهف ، p رودلا نم ًايرود و  ىلع ًافرعم ًاعيزوت T نكيل
. لدتعم T عيزوتلا يلا تلا بو لدتعم عيزوتل قتشم وه يأ ، ىلع ةدودحم و ةرمتسم

يهف ةدودحمو ةرمتسم لا ودل ةقفارم تاعيزوت يه
n n

a E تاعيزوتلا نأ امك
: هييروف ليوحت رارمتسا بسح و . ةلدتعم تاعيزوت

عومجم وه T ِ ل هييروف ليوحت يأ . n
p

n n n n n
T a E a E a 

  

  

       

. ىلع ماظتناب ةعزوم طاقن دنع كاريد عيزوت عم ةبسانتم تاعيزوت
: تاظح ملا

n

p
n

a 



 ةلسلستملا  : 0

p

n n
p n a     ةبراقتم

n n
a E




 ةلسلستملا -1

. لدتعم T عيزوتلا و ةبراقتم

ليوحت وه n

p
n

a 



 عيزوتلا نإف ، : 0

p

n n
p n a    : ققحي p دجو اذإ -2

يرودلا عيزوتلا وه n

p
n

a 



 ِ ل هييروف ليوحت و . p رودلا نم يرود عيزوتل هييروف

.
n n

a E







: 1p  رودلا ةلا ح يف : ةجيتن

n n n np
E E p 

   

   

      : انيدل

n

p
n n n

E E p 
   

   

        : انيدلو

نم  ةلا د يأ لجأ نم ، لدتعم عيزوت وه ةقباسلا تاعيزوتلا نم لك
: ( )S  ءاضفلا

, , , ( ) (1 )
n n n

E E n    
   

   

         

, , ( ) (2 )
n n

E n   
  

  

    

ا ىلع ذوخأملا  ةلا دلا ميق عومجم يأ ( ) ( )n n 
 

 

   : نأ دجن (2 ), (1 ) نم

دادع الأ ىلع ًاضيأ ذوخأملا  ةلا دلا ميق عومجم يواسي ةحيحصلا دادع لأ
. ةحيحصلا
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عبار لا لصفلا

تاعيزوتلا ةيرظن تاقيبطت ضعب

Quelques applications de la théorie des

distributions

: ةيئزجلا ةيلضافتلا لات داعملا لح يف : ً لا وأ

ةبترملا نم ةيطخلا ةيئزجلا ةيلضافتلا لات داعملا فينصت -1

[6 p 266][8 p 12 ] : ةيدحلا طورشلا و ةيناثلا

ةيئزجلا ةيلضافتلا ةلداعملا نإ ، ةحوتفم ًةعومجم n نكتل
ةلا د نيب ةق علا يه (EDP) (équation aux dériviées partielles)

: لكشلا نم ةق علا يه يأ ، اهتاقتشم و u لات وحتم ةدعب

1

, ( , , ..., , ..., )( ) ( ) (1 )

m

m

n n

u u u
x F u x f x

x x x

  
  

  

. ىلع ةفرعم ةلا د f ثيح

. ةيئزجلا ةيلضافتلا ةلداعملا لا جم  ةعومجملا وعدن

. ةيلضافتلا ةلداعملا ةجردب ةلداعملا يف قاقتشا ةبترم ىلعأ وعدن

. اهتاريغتمل ةبسنلا ب ًةيطخ F ةلا دلا تناك اذإ ٌةيطخ اهنإ (1 ) ةلداعملا نع لوقن

: وه ةيناثلا ةبترملا نم ةيطخلا ةيئزجلا ةيلضافتلا ةلداعملل ماعلا لكشلا

: ( ) (2 )C u b u a u f      

. ةلداعملا لات ماعم ىعدُت ( ) , ( ) , ( )
n n n

C x b x a x
   : ثيح

و
2

i j

u

x x

 
    

ةفوفصملا يه ( )u  ةفوفصملا و ،
1

( ) , ...,

T

n

u u
u x

x x

  
     

.
2

, 1

: ( )

n

i j

i j i j

u
C u C

x x


  

  :ِ ڊ فّرعم : ( )C u  ءادجلا

. x نع ةلقتسم اهت لا ماعم تناك اذإ ةتباث لات ماعم تاذ اهنإ ةلداعملا نع لوقن
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(2 ) ةق لا علا يف ،
i j
z z ِ ڊ

2

i j

u

x x


 

و ،
i
z ِ ڊ

i

u

x




، 1 ِ ڊ u انلدبتسا اذإ

: لكشلا نم حبصت اهنإف

.
1

( , ..., )
n

n
z z z  : ثيح (3)

T
z c z b z a f     

ةلا ح يف صقان عطق مسجم ) صقان عطق ةلداعم يه (3) ةلداعملا تناك اذإ
équation ) ٌةيصقان ٌةلداعم اهنإ ةيلضافتلا ةلداعملا نع لوقن اننإف ( 2n 

عطق مسجم ) ئفاكم عطق ةلداعم (3) ةلداعملا تناك اذإ و ،(elliptique
ٌةيئفاكم ٌةلداعم اهنإ ةيلضافتلا ةلداعملا نع لوقن ( 2n  ةلا ح يف ئفاكم

دئاز عطق ةلداعم (3) ةلداعملا تناك اذإ امأ و ،( équation parabolique)
اهنإ ةيلضافتلا ةلداعملا نع لوقن اننإف ( 2n  ةلا ح يف دئاز عطق مسجم )

.(équation hyperbolique) ٌ ةي دئاز ٌ ةلداعم

: لكشلا نم نوكت ، ةتباثلا لات ماعملا تاذ ةيطخلا ةيئزجلا ةيلضافتلا ةلداعملا نإ

. ( ) (4)p D u f

َو 



mp

p

n

p

p

nxxaxP ...)( 1

1
: يأ m ةجردلا نم ةيدودح P ثيح

1 2 1 2 1 2
( , , ..., ) , ( , , ..., ) , ... ,

n n

n n n p
x x x x p p p p p p p p a        

ةتباث لات ماعمب ًايطخ ًايلضافت ًارثؤم ىعدُي 



mp

p

p
DaDP )( رثؤملا

(opérateur différentiel linéaire à coefficients constants)

.
n

n

p

xn

p

x

p

x

p

p

n

ppp
DDDD





...

...
21

21

21

21
: ثيح ،m ةجردلا نم

هذه و ،( )  ةهبج ىلع ةيفاضإ ٍتامولعم نم دب لا ديحو لكشب u نييعتل
.(conditions aux limites) ةيدحلا طورشلا ىعدُت تامولعملا

طرشلا اذه ىعدُي و ، نم x يأ لجأ نم ةاطعم ةلا د يواست ( )u x ةلا دلا : لثم
. يدحلا هيلخريد طرش

اذه ىعدُي و ، نم x يأ لجأ نم ةاطعم ةلا د يواست ( )
u
x





ةلا دلا

. ناموين طرش طرشلا

. ًاعيزوت f و u نم لك نوكي نأ نكمملا نم : ةظح ملا
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يساس الأ (Solution élémentaire) يئادتب الا لحلا -2

[11p 203] [13 p 55] :(fondamentale)

ِ ل يئادتب الا لحلا فَّرعُي ، ةتباث لات ماعمب ًايطخ ًايلضافت ًارثؤم )(DP نكيل
. ))(( EDP : ثيح )(

n
D  نم E ٌعيزوت هنأب )(DP

: ةنهربم

ِ ل ًايئادتبا ً حلا E ناك و ، ةتباث لات ماعمب ًايطخ ًايلضافت ًارثؤم )(DP ناك اذإ
نم T عيزوت دجوي ةدودحم هتماعد S عيزوت يأ لجأ نم هنإف ٍذئدنع ، )(DP

STDP ))(( : ثيح )(
n

D 

: تابث الإ

. SSSEDPSEDPTDP  ))(())(())(( : ٍذئدنع SET  عضنل

[6 p 267][8 p لابلاس:[13 ةلداعم -3

لابلا رثؤم ىعدُي 
 



n

j j
x

DP

1

2

2

)( يلضافتلا رثؤملا نإف ، 2 2

1
( ) ...

n
P x x x   ناك اذإ

لابلاس ةلداعم و ، ِ ڊ هل زمرنو (opérateur de Laplace) س
: لكشلا نم نوكت

.
2 2

2 2

1

( ) ... ( ) ( ) (5)

n

u u
u x x f x

x x

  
       

يهو ، 2 2 2

1 2
... ( )

n
z z z f x    : لكشلا نم نوكت لابلاس ةلداعم ، (3) بسحو

. ةيصقان ةلداعم



XCIV

لح نأ يأ ، 1
4

r
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[6 p 269] [8 p 8]: ةرارحلا ةلداعم -4
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2 2

2

2 2
( , ) ( , ) ( , ) 0,1 ; 0,

u u
x t c x t f x t x t T

t x

 
    

 

.  (0, ) (1 , ) 0 0,u t u t t T   : ةيدحلا طورشلا ققحت و

.  0 1
( , 0) ( ); ( , 0) ( ) 0,1

u
u x u x u x u x x

t


  


: ةيئادتب الا طورشلا ققحت و

1
u و ، (0) ةظحللا يف رتولا عضوم

0
u ، رتولا يف توصلا راشتنا ةعرس c ثيح

. (0) ةظحللا يف رتولا ةعرس

:(problème d'une membrane vibrante) زتهملا راط الإ ةلأسم كلذك

يأ ، 2 يف جاوم الا ةلداعم ققحت  : 0,u T  :u ةلا د داجيإ انيلع
: ققحت

 
2

2

2
( , ) ( , ) ( , ) ; 0,

u
x t c u x t f x t x t T

t


    



.  ( , ) 0 0, ,u x t t T x   : ةيدحلا طورشلا ققحت و

.
0 1

( , 0) ( ); ( , 0) ( )
u

u x u x u x u x x
t


  


: ةيئادتب الا طورشلا ققحت و



CI

: 3 يف جاوم الأ رثؤمل يئادتب الا لحلا دجونل

.
2

, ( )
4

t

S

t
T t d   


  : لكشلا ب 3 ىلع فرعملا

t
T عيزوتلا ذخأنل

. 2
S ىلع غيبول سايق d و ، 3 يف ةدحاولا ةرك 2

S ثيح

:[13 p 61] ةنهربم

:ِ ڊ  ىلع فّرعملا قيبطتلا ناك و ، n ىلع ًافرعم ًاعيزوت
t

T ناك اذإ -

دجوي هنإف ٍذئدنع ، تارملا نم ٍهتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ً لا باق ,
t

t T 

: ققحي (
( )l

t
T ِ ڊ هل زمرن ) ( N نم l لك لجأ نم ) ٌعيزوت

.
0

( )

0 0
: , ( ) ,

l

l

t t

d
t T t T

dt
      

 

:ِ ڊ  ىلع فّرعملا قيبطتلا ناك و ، n ىلع ًافرعم ًاعيزوت
t

T ناك اذإ -

نم  ةلا د يأ لجأ نم هنإف ٍذئدنع ، قاقتش للا ً لا باق ,
t

t T 

للا ً لا باق , ( , .)
t

t T t :ِ ڊ  ىلع فّرعملا قيبطتلا نوكي ( )
n

D 

: نوكي و ، قاقتش

(1 )

, ( , .) , ( , .) , ( , .)
t t t

d
T t T t T t

dt t

  
 



: ققحي
t

T عيزوتلا نإ : ةنهربم

.
( )

: , ,

l

l

t t

d
l T T

dt
      

 
 ثيح ، ( 2 ) (1 )

0 0 0 0
0, , 0T T T   -1

.
( 2 ) ( 3 ) (1 )

0 : 0
t t t t

t T T T T      -2

: تابث الإ

.
2

0

0
, (0) 0

4
S

T d  


  -1
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2

2 2

(1 )

3

1

, , ( )
4

1
( ) ( )

4 4

t t

S

i

i iS S

d d t
T T t d

dt dt

t
t d t d

x

    


     
  

       
   


 





 

.
2 2

(1 )

0 0

1 1
, (0) (0) (0) ,

4 4
S S

T d d       
 

     : هنم و

:
3

( 2 )

1

t

i i

T
T T

x


  

 نأ ً لا وأ تبثنل

: انيدل

2 2

2 23 3

( 2 )

1 , 1

1
, , ( ) ( ) (1 )

2 4
t t i i j

i i ji i jS S

d t
T T t d t d

dt x x x

         
  

         
  

2

, , ( ) (2 )
4

t t

S

t
T T t d    


    

: نيرغ ةغيص بسح نكلو

3

1

1

i

i i

x
n r x

 


  ثيح ( ) ( )
r

x r x r

x dx x d
n

 
 


 

 

: هنم و x t ذخأنل يأ ةقباسلا ةق لا علا يف ةيبطقلا تايثادح الإ ىلإ لقتننل
: نوكيف ، 2 2

,
r

d r d dx t dtd   

2 2

3

2 2

10

( ) ( )

r

i

i iS S

t t d dt r r d
x

     



 

  

: دجنف ، r ِ ل ةبسنلا ب ةقباسلا ةق لا علا قتشنل

2 2

2

3

2

1

23

2

, 1

( ) : ( ) 2 ( )

( ) (3)

i

i iS S

i j

i j i jS

F r r r d r r d
x

r r d
x x

     

   






  






 

 

 

: دجن (3) و (1 ) نم و ، 1
, ( )

4
t

T F r
t




  : دجن (3) و (2 ) نم

.
( 2 ) 1
, ( )

4
t

T F r
t





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.
( 2 )

0 0
, , 0T T     ( 2 )

, , (4)
t t

T T   : نأ يأ

ةق لا علا قاقتشاب و ، ( 2 )

, , 0
t t

T T    : نأ دجن (4) نم -2

نأ يأ (1 ) ( 3 )

, , 0
t t

T T    نأ دجن t ِ ل ةبسنلا ب ( 2 )

, , 0
t t

T T   

.
(1 ) ( 3 )

, , 0
t t

T T   

0

0 0

t

t

T t
S

t


  

: لكشلا ب 3 ىلع فّرعملا
t

S عيزوتلا ذخأنل

: لكشلا ب 4 ىلع فّرعملا E عيزوتلا و

4

0 0 1

( ) : , , ( , .) , ( , .) ( , )
4

t t

t
D E S t dt T t dt t t d dt



      


 

 

        

. جاوم الأ رثؤمل يئادتبا ٌلح وه E عيزوتلا نأ نهربنل و

: ةنهربم

ا رثؤمل ًايئادتبا ً حلا نوكي E نإف ٍذئدنع ، ًاقباس فّرعملا E عيزوتلا انذخأ اذإ
. E  : نوكي هنأ يأ جاوم لأ

: تابث الإ

: ةقباسلا ةنهربملا بسح انيدل

2

(1 )

2
, ( , .) , ( , .) , ( , .)
t t t

T t T t T t
t t t t

     
 

   

(1 ) (1 ) ( 2 )

, ( , .) , ( , .) , ( , .)
t t t

T t T t T t
t t

  
 

 

2

(1 ) ( 2 )

2
, ( , .) , ( , .) , ( , .) , ( , .)
t t t t

T t T t T t T t
t t t t

      
  

   
: هنم و

( , 0) ( , 0) 0t t
t







 


نأ ةظح لا مب و  0, لا جملا ىلع نيفرطلا ةلماكمب

: دجن
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2

(1 ) ( 2 )

0 02

0 0

2

02

0

0

, ( , .) , (0, .) , (0, .) , ( , .)

, , (0, .) , ( , .)

(0, 0) , ( , .) , ,

t t

t

t

T t dt T T T t dt
t t

E T t dt
t

T t dt E

   

   

    

 





 
  

 


  



     

 





الأ ةلداعمل ٌيئادتبا ٌلح E نأ يأ .
2

2
, , , ,E E E

t

   
   


 

. جاوم

[6 p 270]: نامير يشوك رثؤم -6

2 يف (opérateur de Cauchy-Riemann) نامير يشوك رثؤم فَّرعُي

. iyxz  : ثيح )(
2

1

y
i

xz 










: رثؤملا هنأب

: ةنهربم

يشوك رثؤمل يئادتب الا لح لا وه
z
1 َّنأ يأ . )(

2D يف 






)
1

(
zz

نإ

. نامير

: تابث الإ

: لابلاس رثؤم يف تابث الإ مت امك

,(5-6-3) لو الأ لصفلا يف ةدراولا ةنهربملا طورش ققحت لا
z

xf
1

)(  ةلا دلا نإ

نوكي ثيحبو ةنهربملا هذه طورش ققحت f ةيلا تتم دجونس كلذل
.

0f f
T T

 

. 0 ثيح




















z
z

z
z

yxf

2

1

),( : لكشلا ب f ةيلا تتملا فّرعُنِل

: ( حجارلا براقتلا ةنهربم بسح ) انيدل نوكي يلا تلا بو ةدودحم f  ةلا دلا نإ








22

),(),(),(),(
0

dxdyyxyxfdxdyyxyxf  

طورش ققحت f ةلا دلا يلا تلا ب و ،
z

T

z

T
ff









0

 هنمو
ff

TT  0
يأ

(5-6-3) لو الأ لصفلا يف ةدراولا ةنهربملا
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x

f

f
T

x

T









 و























z

z
zyx

x

f

2

2

1

1

),( 

و
























z
i

z
z

i

yx
y

f

2

2

),(

y

f

f
T

y

T













































 z

z

T
y

iT
x

T
z

fff

2

1

0

2

1
: نأ الآن دجن

. ),0( B ةركلل ةزيمملا ةلا دلا ينعت
),0(

1 B
ثيح

),0(2
1

1

 Bf
T
z





اذهو 
 

 








 ),0(2

00

1
1

limlim
B

ff

z

T

z

T
: يلا تلا ب ، 

 


 ),0(2
0

1
1

lim
B

نكلو

. نامير يشوك رثؤمل ٌيئادتبا ٌلح وه
z

E

1

 عيزوتلا نأ ينعي

ةيداعلا ةيلضافتلا لات داعملا لح يف : ًايناث
[1 p 217][2 p 221 ][3 p :(équations différentielles)

105]

: ةتباثلا لات ماعملا تاذ ةيلضافتلا لات داعملا -1

ةيلضافتلا ةلداعملا انيدل نكتل

( ) ( 1 )

0 1 1
... (1 )

n n

n n
a x a x a x a x f


     

ةلداعملا نإ . ةصارتم هتماعد عيزوت f و ،
0

0a  ، ةيدقع تباوث
0 1
, , ...,

n
a a a ثيح

يأ ( 1

0 1 1
...

n n

n n
A a D a D a D a


     ثيح ) ،  A x f   لكشلا ب بتكت ةقباسلا

: ةلداعملا ققحي ًاعيزوت g ناك اذإ و تلاف. ةلداعم اهنأ

( ) ( 1 )

0 1 1
... (2 )

n n

n n
a g a g a g a g 

     

ثيح x عيزوتلا نوكي (1 ) ةلداعملا لح و . (1 ) ةلداعملل ًايئادتبا ً حلا ىعدُي هنإف
. x g f 
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: ةسناجتملا ةلداعملا لولح نم ةيساسأ ةلمج
1 2
( ), ( ), ..., ( )

n
x t x t x t نكتل

( ) ( 1 )

0 1 1
... 0 (3)

n n

n n
a x a x a x a x


     

: عضنل و

0

1

( ) 0
( )

( ) 0

t t
g t

t t





  

0 1 1 2 2

1 1 1 2 2

( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ( ) ... ( )

n n

n n

t x t x t x t

t x t x t x t

   
   

   
   

ةلداعملل ً حلا g نوكي يك هنإف ، كاريد عيزوت وه Heaviside ةلا د قتشم نأ امب

.
( ) ( ) ( 1 ) ( 1 )

0 1 0 1

0

1
(0) (0) : 0,1 , ..., 2 , (0) (0)

k k n n

k n
a

         : ققحتي نأ يفكي (2 )

: دجن
i i i
    عضوب

1 1 2 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

1 1 2 2

( 1 ) ( 1 ) ( 1 )

1 1 2 2

0

(0) (0) ... (0) 0

........................................................

(0) (0) ... (0) 0

1
(0) (0) ... (0)

n n

n n n

n n

n n n

n n

x x x

x x x

x x x
a

  

  

  

  

  

   

   

   

لولحلا نأ امب و ،(wronskienne ) ينايكسنور ىعدُي ةلمجلا هذه ددحم نإ
ةلمج لحب و ، رفصلا يواسي لا ددحملا نإف ًايطخ ةلقتسم

1 2
( ), ( ), ..., ( )

n
x t x t x t

ةيهتنم ريغ ةرسأ و ،
1 2
, , ...,

n
   نم ةديحو لولح ىلع لصحن ةقباسلا لات داعملا

.
1 2 1 2
, , ..., , , , ...,

n n
      دادع الأ نم

: طورشلل ًاققحم ، (3) ةسناجتملا ةلداعملل ً حلا ( )x t نكيل

( ) ( 1 )

0

1
(0) 0 : 0,1 , ..., 2 , (0)

k n
k n

a
     

.
0 0

( ) ( ) ( )
( ) 0

t
g t Y t t

t t





    
: عضنل و

لأن: (1 ) ةلداعملل ًايئادتبا ً حلا نوكي g نإف
.      ( )A g A g A Y        

ًاماه ًارود بعلي 0t  لجأ نم ( ) 0g t  :ِ ل ققحملا g يئادتب الا لحلا نأ امك
. تاقيبطتلا يف
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: ةصاخلا لات داعملا ضعب لولح دجونس

: x f  ةيلضافتلا ةلداعملا -

،
1 2
( ) 1 , ( )x t x t t  ةيساس الأ لولحلا ةلمج لبقت 0x   ةسناجتملا ةلداعملا نإ

: لحلا اهل x   ةلداعملا يلا تلا ب و

0 0
( )

0

t
g t

t t 


   

الا لحلا و ، 1 , 0   نأ دجن (0) 1 , (0) 0    ةيئادتب الا طورشلا نم و
: نوكي ةلداعملل يئادتب

0 0
( )

0

t
g t

t t


  

: لكشلا نم نوكيف x f  ةلداعملا لح امأ ، t زمرلا ب عيزوتلا اذهل زمرن و
. x t f 

: x x x f    ةيلضافتلا ةلداعملا -

1

2
3 3

( ) cos sin
2 2

t

t e t t  
  

   
 

لحلا لبقت 0x x x    ةسناجتملا ةلداعملا نإ

ا ةلداعملا لحو ، 2
0,

3

   نأ دجن (0) 1  (0) 0  ةيئادتب الا طورشلا نم و ،

: نوكي يئادتب لا

1

2

0 0

( ) 2 3
sin 0

23

t

t

g t
e t t



 




: 0  ثيح 2
x x f   ةيلضافتلا ةلداعملا -

نم و ، ( ) sin cost t t      لحلا لبقت 2
0x x   ةسناجتملا ةلداعملا نإ

طورشلا

: نوكي يئادتب الا ةلداعملا لحو ، 1
0, 


  نأ دجن (0) 1  (0) 0  ةيئادتب الا
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0 0

( ) 1
sin 0

t

g t
t t




 



ناك اذإ صاخ لكشب و ، x g f  : لكشلا نم وهف 2
x x f   ةلداعملا لح امأ

يقيقحلا روحملا فصن يف ةاوتحم اهتماعد ًايلحم ٍةلومك ٍةلا دل ًاقفارم f عيزوتلا

.
0

sin( )
( ) ( ) ( )

t
t s

x t Y t f s ds



   : لكشلا نم نوكي لحلا نإف ، بجوملا

: ةريغتملا لات ماعملا تاذ ةيلضافتلا لات داعملا -2

لات ماعملا تاذ ةيطخلا ةيلضافتلا ةلداعملا انيدل نكتل و ، ةرمتسم ةلا د f نكتل 
: ةرمتسملا

( ) ( 1 )

1 1
( ) ... ( ) ( ) (1 )

n n

n n
x a t x a t x a t x f


     

: اهل ةقفارملا ةسناجتملا ةلداعملل ةيساس الأ لولحلا نم ةلمج
1 2

( , , ..., )
n

x x x نكتلو

( ) ( 1 )

1 1
( ) ... ( ) ( ) 0 (2 )

n n

n n
x a t x a t x a t x


     

: ثيح (3)T A T S   : لكشلا ب بتكت (1 ) ةلداعملا نإ

( 1 )

1 2 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

( ) , , 0

0 0 0 1

( ) ( ) ( ) ( )
n

n n n

x

x

A t T Sx

a t a t a t a t x f


 

     
          

       
     
     
             




    
  


ةيساس الأ لولحلا ةلمج لبقت (4)T A T  ةسناجتملا ةلداعملا و

.

( 1 )

i

i

i
i

n

i

x

x

X x

x


 
 

 
   
 
 
  



ثيح
1 2

( , , ..., )
n

X X X X

وه C عيزوتلا نأ يأ 1
C X S

   ثيح ،T X C  لحلا لبقت يهف (3) ةلداعملا امأ
: يأ . 1

X S
  عيزوتلل يلص الأ عيزوتلا
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1 1 2 2

1 1 2 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

1 1 2 2

( 1 ) ( 1 ) ( 1 )

1 1 2 2

... 0

... 0

.................................................

... 0

...

n n

n n

n n n

n n

n n n

n n

x c x c x c

x c x c x c

x c x c x c

x c x c x c f

  

  

     

        

     

     

: نأ دجن رمارغ ةغيص بسح ةقباسلا لات داعملا ةلمج لحب و
 1

( ) ( ) ( )
( )

n i

i ni
c t A t f t

t

 


ةفوفصملا ددحم وه
ni

A و ،

1 2

1 2

( 1 ) ( 1 ) ( 1 )

1 2

n

n

n n n

n

x x x

x x x

x x x
  

  




   



ددحملا وه  ثيح

. i دومعلا و لو الأ رطسلا اهنم ًافوذحم
1 2

1 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

1 2

1 1 1

n

n

n n n

n

x x x

W x x x

x x x
  

 
 
 
     
 
 
  





   



:ِ ڊ ىطعُي (1 ) ةلداعملا لح و ،  
0

( )
( ) 1 ( )

( )

t

n i
ni

i

A s
c t f s ds

s

 
 : هنمو

 
1 1 0 0

( )
( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( , ) ( )

( )

t tn n
n i

ni

i i i

i i

A s
x t x t c t x t f s ds e t s f s ds

s



 

   
   

 
1

1 2

1 2

1

1 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

1 2

( )
( , ) 1 ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( 1 )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

n
n i

ni

i

i

n

n
n

n

n n n

n

A s
e t s x t

s

x t x t x t

x s x s x s

x s x s x s
s

x s x s x s







  

 


   







   



: ثيح

ةققحملا و (2 ) ةسناجتملا ةلداعملا لح يه ( , )e t s ةلا دلا نأ دجن ةق لا علا هذه نم و
: طورشلل
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.
1

1

( , ) ( , )
0 : 0,1 , ..., 2; 1

k n

k n

t s t s

e t s e t s
k n

t t




 

    
          

ةلداعملا لح نكمي هباشم لكشب 
( ) ( 1 )

1 1
( ) ... ( ) ( ) (5)

n n

n n s
x a t x a t x a t x 

     

1

( ) ( ) ( )

n

i i

i

x t x t c t



 : لكشلا نم اهلح نوكيو ، ةرمتسم لا ود
1 2
, , ...,

n
a a a ثيح

،    1 1
( )

n i n i

i ni s ni s
c t A Y prim A Y

              

هنمو ،  1
n i

i ni s
c A 

 


ثيح

: ثيح

: نوكي و .
0

( ) ( )
1

s

t s
Y t Y t s

t s


    

و يلص الأ عيزوتلا ينعت prim

: لكشلا ذخأي (5) ةلداعملا لحو .
 

0

( ) ( )
1

( )

n ii ni

t s

c t A s
t s

s




    

.
0

( )
( , )

s

t s
g t

e t s t s


  

ثيح ( ) ( 1 )

1 1
( ) ... ( ) ( ) (6)

n n

n n
x a t x a t x a t x f


      ةلداعملا لح امأ 

عيزوت f و ،m ةبترملا ىتح ةرمتسم اهتاقتشم و قاقتش للا ةلباق لا ود
1 2
, , ...,

n
a a a

s
g ثيح ، x G f  لكشلا نم وهف . راسيلا نم ةدودحم هتماعد و 1m  هتبترم

:ِ ڊ ىطعُي G f عيزوتلا و ، (5) ةلداعملا لح
s

g ةلا دلل قفارملا عيزوتلا وه
. ( ) ( ), ( )

s
s g t t  ثيح , ,G f f 

ةلداعملا ف تارملا نم هتنم ريغ ًاددع قاقتش للا ةلباق
1 2
, , ...,

n
a a a لا ودلا تناك اذإ و

. راسيلا نم ةدودحم هتماعد f عيزوت يأ لجأ نم لحك G f عيزوتلا لبقت (6)

( ) ( 1 )

1
( ) ... ( ) (7 )

n n

n s
x a t x a t x      ةلداعملا ذخأنل و ، 0m  نأ ضرفنل 

يهف

ب و ، , , ( ) ,
s s s

G s g
s

           


 : نوكي و ، s
x G    لحلا لبقت
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.

0

( ) ( , )

t s

x t e t s
t s

s


 
  

: نوكي (7 ) ةلداعملا لح يلا تلا

: لا ثم 

ماعلا لحلا نإ ،
2 2

1
(8)

1 1
s

t
x x x

t t
   

 
ةيلضافتلا ةلداعملا انيدل نكتل

لكشلا نم نوكي اهل ةقفارملا ةسناجتملا ةلداعملل
( , )

1

t s

e t s

t 

    
ةيئادتب الا طورشلا نم و ،    

2 2
( ) 1 1x t t t t t      

لح نوكيف ،
2 2 2 2

1 1 1 1
,

2 2

s s s s s s      
  : نأ دجن  ( , ) 0

t s
e t s




: نوكي (8) ةلداعملا لح و ، 2 2 2
( , ) ( 1 ) ( 1 )( 1 )e t s t s s s t     ةسناجتملا ةلداعملا

.
2 2 2

0

( )

( 1 ) ( 1 )( 1 )
s

t s

x t

t s s s t t s

 
    

وهف
2 2

1

1 1
s

t
x x x

t t
    

 
ةلداعملا لح امأ

. 2

2

2

0

( ) ( 1 )
2 (2 1 )

( 1 )

s

t s

y t t
st s t s

s


  
    


