


1 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ةعلم الحرك –الميكانيك الهندسي 
  
  
  
  
  



2 
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  الأولى: السنة
  هندسة الميكانيك العام: القسم

  هندسة التصميم الميكانيكي       
  هندسة السيارات والآليات الثقيلة       
  هندسة ميكانيك الصناعات النسيجية وتقاناتها       

  
  
  
  
  



3 
 

  ورات جامعة دمشقمنش      
  كلية الهندسة الميكانيكية والكهربائية

  جامعة دمشق           
  

  الميكانيك الهندسي
  علم الحركة

  
  الدكتور إسكندر عمجة

  أستاذ في قسم هندسة الميكانيك العام
  

  معن الحوراني رالدكتو
  أستاذ في قسم هندسة ميكانيك الصناعات النسيجية وتقاناتها

  

  ةالدكتور جمعة شحاد
  استاذ مساعد في قسم هندسة السيارات والآليات الثقيلة

  

  الدكتور أيمن الخباز
  مدرس في قسم هندسة الميكانيك العام

  

  الدكتور حسين حمزة
  مدرس في قسم هندسة الميكانيك العام

  

  سلطي اليوسفالدكتور 
  هندسة التصميم الميكانيكيمدرس في قسم 

  

  هـ 1433-1434
  ــــــــــــ    شقجامعة دم               

  م 2013-2014



4 
 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



5 
 

  CONTENT                                  الفهرس

  NTRODUCTION    مقدمة              

  Preface                                مهيدت

1 -  Mechanics 13  علم الميكانيكا 
2 -  Kinematics 14  ةعلم الحرك 

 Basic Concepts 16  مفاهيم الأساسيةلا 3-
 Concept of Space 16  الفراغمفهوم  1-3-
 Concept of Time 17 الزمنمفهوم  2-3-
 Concept of Rigid Body 17 الجسم الصلبمفهوم  3-3-

 Concept of Rigid Body 18 الأساسية لتعاريفا 4-
 Reference Frame 18 مجموعة المقارنةال 1-4-
 Particle 18 لجسيم الماديا 2-4-
 Scalar Quantity 19 الكمية القياسية 3-4-
 Vector Quantity 19 الكمية الشعاعية 4-4-

  وصف مسائل علم الحركة 5-
Description of Kinematics Problems 

19 

  الفصل الأول

  Curvilinear motion of particlesالحركة المنحنية لجسيم مادي  

1 -  Path 21 المسار 

2 -   درجات الطلاقة لجسيم 
Degrees of Freedom of a Particle 

21 

  الحركة المنحنية الفراغية لجسيم مادي 3-
Curvilinear Space Motion of a Particle 

22 

 Natural Method 23 الطريقة الطبيعية 1-3-
 Coordinate Method 24  طريقة الإحداثيات 2-3-
 Vector Method 26  طريقة المتجهات 3-3-



6 
 

 Concept of Velocity 27 مفهوم السرعة 4-
 27  السرعة بطريقة المتجهات 1-4-
 29  السرعة بطريقة الإحداثيات 2-4-
 30  السرعة بالطريقة الطبيعية 3-4-

 Freinet’s Frame of Reference 32 ثلاثية فرينيةجملة  5-
 Concept of Acceleration 35 التسارعمفهوم  6-

 36  التسارع بطريقة المتجهات 1-6-
 37  التسارع بطريقة الإحداثيات 2-6-
 39  التسارع بالطريقة الطبيعية 3-6-

  الحركة بالنسبة لمجموعة إحداثيات تتحرك حركة انسحابية 7-
Relative Motion to a Frame in Translation 42 

 43  حل مسائل حركة الجسيم 8-

  المستوية لجسيم مادي الحركة المنحنية 9-
Curvilinear Plane Motion of a Particle 47 

 47  الحركة المستوية بالإحداثيات الديكارتية 1-9-
 53  الحركة المستوية في الإحداثيات القطبية 2-9-

 55  السرعة في الإحداثيات القطبية 1-2-9-
 56  التسارع في الإحداثيات القطبية 2-2-9-
 56  ةحالات خاص 3-2-9-

 65  مسائل غير محلولة 
  الفصل الثاني

  ماديالالخاصة لحركة الجسيم  الحالات بعض
Some Special Cases of a Particle Motion 

  مادي الحركة المستقيمة لجسيم 1-
Rectilinear Motion of a Particle 

71 

 71  معادلة الحركة المستقيمة 1-1-

 الحركة المستقيمة المنتظمة 2-1-
Uniform Rectilinear Motion  

77 

  الحركة المستقيمة المتغيرة بانتظام 3-1-
Uniformly Variable Rectilinear Motion 

81 



7 
 

  الحركة المستقيمة لمجموعة جسيمات مادية 2-
Rectilinear Motion of Several Particles 

95 

  الحركة النسبية لجسيمين ماديين 1-2-
Relative Motion of Two Particles 

95 

  الحركة المستقلة لجسيمات مادية 2-2-
Independent Motion of Several Particles 

98 

  الحركة الغير مستقلة لجسيمات مادية 3-2-
Dependent Motion of Several Particles 

103 

  الحركة ذات التسارع الثابت 3-
Constant Acceleration Motion of Particle  

109 

الحركة ذات التسارع الثابت معادلة 1-3-  109 

  الحركة الدائرية لجسيم مادي 4-
Circular Motion of Particle  109 

 119  معادلة الحركة الدائرية 1-4-
 Linear Velocity 120 السرعة الخطية 2-4-
 Linear Acceleration 122 التسارع الخطي 3-4-
 Uniform Circular Motion 123 الحركة الدائرية المنتظمة 4-4-

  الحركة الدائرية المتغيرة بانتظام 5-4-
Uniformly Variable Circular Motion 

124 

  الحركة اللولبية لجسيم مادي 5-
Spirogyra Motion of Particle 

131 

 131  معادلات الحركة اللولبية 1-5-
 Linear Velocity 133  السرعة الخطية 2-5-
 Linear Acceleration 134 خطيالتسارع ال 3-5-
 136  الحركة اللولبية المنتظمة 4-5-

 الحركة الدورية لجسيم مادي 6-
Periodical Motion of Particle 

141 

 141  معادلة الحركة الدورية 1-6-
 Simple Harmonic Motion 142   الحركة التوافقية البسيطة 2-6-

  الخطي والتسارع الخطية السرعة 3-6-
Linear Velocity and Linear Acceleration 

145 

 151  التمثيل الهندسي للحركة التوافقية البسيطة 4-6-
 155  مسائل غير محلولة 



8 
 

  الفصل الثالث

  Kinematics of a Rigid Body               حركة الجسم الصلب 

 Translation Motion of a Rigid Body      الحركة الانسحابية 

  Rotation Motion of a Rigid Body           حركة الدورانيةال 

 163 حركة الجسم الصلب 1-

  درجات الطلاقة للجسم الصلب 2-
Degrees of Freedom of a Rigid Body 

164 

  الحركة المستوية للجسم الصلب 3-
Plane Motion of a Rigid Body 

166 

  الحركة الانسحابية للجسم الصلب 4-
Translation Motion of a Rigid Body 

167 

  الانسحابية الحركة معادلة 1-4-
Equation of Translation Motion 

167 

  الخطي والتسارع الخطية السرعة 2-4-
Linear Velocity and Linear Acceleration 

169 

  الحركة الدورانية للجسم الصلب 5-
Rotational Motion of a Rigid Body 

171 

  الدورانيةالحركة  عادلةم 1-5-
Equation of Rotational Motion 

171 

  التسارع الزاويو السرعة الزاوية 2-5-
Angular Velocity and Angular Acceleration 

172 

 173 السرعة الخطية لجسيم من جسيمات الجسم الدائر 3-5-
 178  التسارع الخطي لجسيم من جسيمات الجسم الدائر 4-5-

  لجسم الصلبالدورانية لحركة اللات معاد 5-5-
Equation of Rotational Motion of a Rigid Body 

179 

 Uniform Rotational Motion 181 الحركة الدورانية المنتظمة 1-5-5-

  الحركة الدورانية المتغيرة بانتظام 2-5-5-
Uniformly Variable Rotational Motion 

182 

 187  مسائل غير محلولة 



9 
 

  فصل الرابعال

  General Plane Motion of a Rigid Body الحركة المستوية العامة للجسم الصلب

  المستوية العامة لحركةامعادلات  1-
Equation of General Plane Motion 

193 
 194 العرضاني مستوي المقطع جسيماتسرع  2-
  لدورانلالمركز الآني  3-

Instantaneous Centre of Rotation 
198 

 201  نتائج المركز الآني للدوران 1-3-
 203  حالات خاصة لتعيين المركز الآني للدوران 2-3-

 204  المنحنيات التدحرجية 4-
 Velocity Diagram 207                        مخطط السرعات 5-
 210  العرضاني مستوي المقطع جسيماتتسارع  6-
  المركز الآني للتسارع المعدوم 7-

Instantaneous Centre of Zero Acceleration 
212 

 214  لتسارع المعدوملنتائج المركز الآني  1-7-
 237  مسائل غير محلولة 

  الفصل الخامس
  حركة الدورانية للجسم الصلب حول نقطة ثابتة منهال

Rotational Motion of a Rigid Body about a Fixed Point 
  Independent Rigid Body Motion   الصلب الحرالحالة العامة لحركة الجسم 

 251  حركة الدورانية للجسم الصلب حول جسيم ثابت منهال تعريف 1-
 251  لحركةالهندسي لتمثيل ال 1-1-
 Equations of Motion  254                     ةمعادلات الحرك 2-1-
 256  ابتةالعلاقات بين الإحداثيات المتحركة والإحداثيات الث 3-1-
 259  الثلاثية المتحركة 4-1-
 Angular Velocity 261  السرعة الزاوية 5-1-
 Angular Acceleration 264  التسارع الزاوي 6-1-
 266  الخطية لجسيم من الجسم السرعة 7-1-
 269  الخطي لجسيم من الجسم التسارع 8-1-



10 
 

  

 286  الحر الجسم الصلبالعامة لحركة ة الحال 2-
 288  ادلات حركة الجسم الحرمع 1-2-
 289  السرعة الخطية لجسيم من الجسم الحر 2-2-
 290  التسارع الخطي لجسيم من الجسم الحر 3-2-

 295  مسائل غير محلولة 
  الفصل السادس

  Resultant Motion of a Particle          مادي لجسيمالحركة المركبة 
 301  الحركة المركبة تعريف 1-
 301  المركبة ل الحركةتمثي 2-
 303  اتتركيب السرع 3-
 306  تركيب التسارعات 4-
 307  انعدام تسارع كوريوليس 5-

 329   مسائل غير محلولة 
 الفصل السابع

  Resultant Motion of a Rigid Body    صلباللجسم ل المحصلةالحركة 
 335  الحركة المحصلة تعريف 1-
 335  يتينتركيب حركتين انسحاب 2-
 336  تركيب حركتين دورانيتين 3-

 336  توازي محوري الدورانحالة  1-3-
 346  تقاطع محوري الدورانحالة  2-3-

 352  تركيب دوران وانسحاب 4-
 352  الانسحاب يوازي متجه الدورانحالة  1-4-
 354  الدورانمتجه عامد يالانسحاب حالة  2-4-
 356  ا مع متجه الدورانالانسحاب يصنع زاوية محالة  3-4-

 365  مسائل غير محلولة 
 References 377  المراجع العلمية 

 Scientific Terms Dictionary  379   العلميةمعجم المصطلحات  



11 
 

  INTRODUTIONمقدمة    
  

إن لمقرر الميكانيك الهندسي منزلة خاصة بين العلوم الأساسية، ويعتمد عليه كثيراً 
علوم الهندسية الأخرى؛ لذا فهو يشكل حلقة رئيسة في خطة تأهيل المهندسين للانتقال إلى ال

وقد اصطلح ، وركيزة أساسية يعتمدون عليها في دروب العمل الهندسي المبدع، الميكانيكيين
والميكانيك التطبيقي، فهو ، ن الميكانيك النظريمعلى تسميته الميكانيك الهندسي؛ تمييزاً له 

  .منهما معاً شيء بينهما، أو أنه
إن هذا المقرر مخصص أساساً لطلبة كلية الهندسة والمعاهد الصناعية العليا، والكتاب 

وهو مقرر ، يسالهندمن البرنامج الكلي للميكانيك  الأوسطيمثل الجزء  الحركةعلم في الحالي 
، لتوازنويفترض أن الجزء الأول منه علم ا، في كلية الهندسة الميكانيكية الأولىلطلبة السنة 

  .قد أعطي لطلاب السنة الأولى
يتفق مع المستوى  الحركةعلم في بعد ممارستنا للتدريس، أردنا القيام بوضع كتاب 

ولا عجب فإنه يحتوي على مجموعة ، ذلك الذي تم تقديمه في الماضي لىبل يزيد ع، العالي
دته وعرضها، أن ولقد راعينا قبل كل شيء عند اختيار ما، من المسائل التي أعدت حديثاً

يعطي صوراً وافية عن طرق الميكانيك الأساسية اللازمة للمهندس في ، يكون المنهاج كاملاً
مجالات هذا العلم، وأن يكون للطلاب معيناً في دراستهم الجامعية، ومصدراً عربياً يضاف 

عند دراسة  كما راعينا أيضاً إمكانية استخدام الكتاب ،إلى المصادر الأخرى باللغات الأجنبية
  .موسع مبرنامج مختصر أأكان في موضوع الميكانيك؛ سواء 

لقد انطلقنا عند وضع الكتاب من اعتقادنا العميق؛ الذي أكدته مراجع عديدة من 
فصول، وضعت بطريقة منهجية لا  سبعةضمن  الحركةالبرامج التعليمية، بشرح أركان علم 

فبدأنا الكتاب ، أى عن الاستقلالية والرصانةتعدم التسلسل والترابط، وبأسلوب متميز لا ين
ليتمكن الطالب من فهم المادة ، الجسم الصلب حركة ثم، الجسيم المادي حركةبدراسة 
  .بسهولة أكثر، مما يجعل عملية الدراسة أكثر وضوحاً ومنطقية هاواستيعاب

حليلية؛ قد استخدمنا في هذا الكتاب طريقة المتجهات الشائعة إلى جانب الطريقة التو
ولما لها من مميزات عديدة في ، نظراً لأهميتها في دقة دلالاتها للتفسيرات الفيزيائية والهندسية

مئة مسألة،  لىوأفردنا جزءاً كبيراً منه للأمثلة والمسائل المحلولة بما يزيد ع، الوقت الحاضر
نا عند اختيارها بمراعات ،أيضاً مئة مسألة لىالمحلولة بما يزيد ع غير للأمثلة والمسائلو

ودراسة الأنواع الأساسية من المسائل، وحلها بكل ، ضرورة توضيح الظواهر الميكانيكية
وتحتوي حلول المسائل على إرشادات وملاحظات ، ق المشروحة في الكتابائطريقة من الطر

ها في تطبيق ونوعلى تجاوز الصعوبات التي يواجه، لمساعدة الطلاب عند دراستهم دون معلم
معلومات النظرية على مسائل هندسية، ولتخطي الفاصل بين مجرد الإلمام بالمبادئ العامة، ال

  .وبين القدرة على تطبيقها في المسائل الواقعية، وذلك هو الهدف الحقيقي للتعليم الهندسي
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الترجمة والنقل عن المصادر  عن مجرد الجهد في هذا الكتاب للابتعاد نالقد بذل
في كتب الميكانيك الهندسي المعروفة،  أخذ أفضل ما لينتيار والانتقاء، محاوالأجنبية إلى الاخ
  .للمهندس العربي مفيداً مرجعاً عدهحيث يمكن  ؛بالغرض إلى حد كبير اًفجاء الكتاب وافي

واستعمال الرموز ،  SIتم حل المسائل بوحدات مجموعة القياس العالمية   لقد
عند اختيار المصطلحات الهندسية والعلمية  ناحاول كما .الفيزيائية المصطلح عليها دولياً

عتقد أنه لابد من المحاولة الجدية لتوحيد هذه مال الدارج والمألوف في سورية، ونالعربية استع
من  عدداً ناوقد جمع ،من دونها انتشار النهضة العربية العلمية سيبقى بطيئاً لأنالمصطلحات، 

  .مباشرةمعجم المصطلحات العلمية  ا الكتاب بعدالرموز التقنية الواردة في هذ
ذلك الذي  لىبل يزيد ع، تتفق مع المستوى العاليمن هذا الكتاب،  الثانيةن الطبعة إ

كلمات  إلى قد يجد الدارس كلمات لا يرى أن محلها فيه، وقد يفتقدومع ذلك ، قدم في الماضي
ومع ، على ذلك واحرصلو حتى  ينكان يفضل أن يراها فيه، مما لا يمكن تجنبه من المؤلف

ومهما كانت الكتب  ،أفضلن هذا الكتاب خطوة تتلوها خطوات رجو أن يكون اننإذلك ف
ن المصلحة العامة تقتضي دعمها وتشجيعها، ولا إف ،الجامعية العربية في حالتها الراهنة
  .وتشل حركتها ،مناص من إزالة القيود التي تحد منها

، ومرشداً للطالب في دراسته، من وضعه اب الفائدة المرجوةهذا الكتيكون لرجو أن ن
في المستقبل إلى مرجع أكبر  هريتطويتم  ، وأنوعوناً للمهندس الممارس في البحث والإنتاج

في مجال  آملين أن نكون قد قدمنا بعملنا هذا خدمة لوطننا. وأوفى في الميكانيك الهندسي
إن اري، فضاملين من أبنائه في مجال الثقافة والتقدم الحللع رافداً وأن يكون هذا الكتاب، العلم

  .استطعنا تحقيق هذه الغاية فذلك رجاؤنا
لمجهودها  ؛إلى وزارة التعليم العالي نريد في ختام هذه المقدمة أن نرفع جزيل شكرنا

كخطوة أولى  ،نكون إليها التي نحن أحوج ما ؛الطيب في تشجيع الأساتذة على تأليف الكتب
مار مسيرة وطننا في درب الحضارة والعلم، حتى يتبوأ المكانة التي تليق به بين دول في مض

  .المعرفة والعلم والحضارة
  2012 - كانون الأولدمشق     

  خبازالأيمن . د                حسين حمزة د                يوسف سلطي ال.د
  

  سكندر عمجةإ. د.أ         معن الحوراني  . د.أة               جمعة شحاد د
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  Preface            مهيدت
  

من  فكثير ،وما من جسم ساكن في هذا الكون ،الكون في حالة حركة دائبة أننعلم 
وتنتقل حول الشمس في  ،تدور حول محورها الهندسي التي الأرضتحرك على سطح ت الأجسام

تحرك بين عدد كبير من النجوم وهذه الكواكب ت ،مدار مثلها العديد من كواكب المجموعة الشمسية
  .المتحركة في الفضاء

لها مثيل في  ،والشمس والكواكب والنجوم الأرضالكبيرة مثل  للأجساموهذه الحركة 
وكثير من الظواهر مثل الكهرباء  ،فهذا الجزء يموج بالحركة ،ةالذرالمادة وهو  أجزاء أدق

  .الحركة صور مختلفة من صور أنهاثبت العلم أ ،والضوء والحرارة
هذا السؤال هو موضوع بحث علم  ؟ركة التي هي الحياة نفسهاحال أكيف تنش إذن

  .ا أو علم الميكانيكنطلق عليه علم الميكانيك ما أوالحركة 
عها في موض أوها مكانُ ،بصورها المختلفة ،الحركة من تغيير المادة أتنش وعموماً

ولا يمكن فصل  ،والزمان هم عناصر الحركةوعلى ذلك فالمادة والمكان ، لحظات زمنية مختلفة
على  ومثالاً ،سكون نسبي إلاما هو  للأجساموالسكون الذي نلاحظه  ،الآخرينهذه العناصر عن 

التي  للأرضت بالنسبة آوهو سكون هذه المنش ،الأرضعلى سطح  المنشآتاتزان  أولك ثبات ذ
  .هي في حالة حركة مستمرة حول الشمس كما ذكرنا

  
  Mechanics                                                    اكالميكانيعلم 1- 

  :إلىمن ناحية نوع المادة الذي ينقسم  الميكانيكأو ما يطلق عليه علم 
  

 Mechanics of Elasticity and Plasticity         ميكانيك المرونة واللدونة •

عند تعرضه لمؤثرات وأبعاده  لتغيير شكله يتهقابلوالذي يبحث في مرونة الجسم 
كما يبحث في لدونة الجسم وقابليته لتغيير شكله . وعودته إلى شكله الأصلي بعد زوالها، خارجية

  .وعدم عودته إلى شكله الأصلي بعد زوالها، وأبعاده عند تعرضه لمؤثرات خارجية
  

 Mechanics of Fluid                                         ميكانيك الموائع •

  :وتنقسم بدورها إلى
  Hydro-Mechanicsميكانيك السوائل  §
 Gas-Dynamicsالغازات  ديناميك §
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  ميكانيك الجسيمات والأجسام المتماسكة •
Mechanics of Particles and Rigid Bodies  

  :وهمانقسم بوجه عام إلى فرعين أساسيين وت
  

 Statics   الاستاتيك §

 اتزانوشروط  ،ذي يبحث في الدراسات العامة للقوىالطلق عليه علم السكون يأو ما 
ويخدم هذا الفرع من  ،بالقيمة والاتجاه بالنسبة للزمن التي تؤثر عليها القوة الثابتة ؛الأجسام المادية

  .العلم الإنشاء الهندسي على وجه العموم
  

 Dynamics   الديناميك §

ويهتم  ،ودراسة مقوماتها في وصف الحركة الذي يبحث ،التحريكأو ما يطلق عليه علم 
والشروط الابتدائية لها ، المادية المتحركة الأجسام وهي القوى المطبقة على، بمسببات الحركة

ولذلك تنقسم بدورها ، لتثبيت المفاهيم والعلاقات الحركية الأساسية، لحظة تأثير القوى عليها
  :قسمين

  

 kinematics  الكينماتيك  -

 الخواص الهندسية لحركةفي  الذي يبحث ،المجردة أو ما يطلق عليه علم الحركة
، عليها تأثير القوىو كتلتها أب الاهتمامدون  ،مجرداً وصف الحركة وصفاًبويهتم ، الأجسام المادية

  .أي يدرس حركة الأجسام دون دراسة مسبباتها
 

 Kinetics   الكينيتيك -

بربط فعل القوى  ،ركةفي تكييف القوى للح يبحث الذي، حركتأو ما يطلق عليه علم ال
  .أي يدرس حركة الأجسام مع مسبباتها، على الأجسام بحركتها الناتجة عن هذه القوىالمطبقة 

  
  Kinematics                                                       الحركةعلم  2-

يعة من وجهة الأجسام المادي حركة يدرس الذي؛ من علم الميكانيك جزءاً الحركةعلم  د
أنه يقوم بدراسة  :أي، للأجسام الأخرىبالنسبة  لإيجاد العلاقة بين المكان والزمان نظر هندسية؛

التي لها ، على بعض العناصر التفاضلية ملتيشرياضي خاص  بتعبير ،للحركةالمظاهر الخارجية 
يمكن  نة مفروضةجملة مقارالذي يسير عليه المتحرك بدلالة ، صلة وثيقة بالشكل الهندسي للمسار

أي المتماسكة مفهوم الجملة ، نين أساسييالتعريف مفهوم هذا ويتضمن ،ثابتة أوتكون متحركة  أن
  .ومفهوم الزمنالجسم الصلب 
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وجب أن ندرس المسافات التي ، في حالة حركة وه ما جسيماًفإذا أردنا التحقق من أن 
صلبة أخرى متصلة  امأو أجس، لأرضثابتة كا نفترضهاوجملة مقارنة  الجسيم اتفصل بين هذ

وبالتالي صالحاً لأن يكون جملة مقارنة إلا إذا تألف من ، الجسم صلباً دولا يحق لنا ع، معها
ولا يمكننا التأكد من ثبات هذه الأبعاد ، مجموعة من الجسيمات تبقى المسافات الفاصلة بينها ثابتة

فنحن ، بواسطة أجسام صلبة :أي ،بثبات الطول النسبية إلا بواسطة أجهزة قياس تتصف هي نفسها
مفهوم  دعلذا ، آخربجسم صلب  إلالا يمكن التحقق من صلابة الجسم  إذدائرة مفرغة  أمامإذاً 

 التقليديأي ، الكلاسيكيأو ، النيوتني الميكانيكواتخذ أساساً لبناء ، أولياً الجسم الصلب مفهوماً
(Classical Mechanics).  

  

بمعنى أن ظاهرة الحركة تختلف بحسب الجملة المقارنة المتخذة  ؛الحركة نسبيةوبما أن 
 ،ترد إليها الحركة التيالجملة المقارنة  لذا وجب أن نحدد دوماً، لدراسة هذه الحركة أساساً

 ونكون، المتماسكةوبحدوث الحركة يحدث تحول في المسافة بين الجسم المتحرك ونقط الجملة 
لان مفهوم تحول المسافة لا يمكن توضيحه إلا بمفهوم ، هو الزمن اًجديد اًفهومقد أدخلنا م بذلك

  .تحول الزمن
  

ولكن كيف نستطيع قياس الزمن في حالة عدم وجود حركة؟ لو كان الكون دون 
ولا ، زمن دون حركةفلا  !التي تقيسه الأجهزةنقتبس مفهوم الزمن ونصنع  أينحراك فمن 

  .مثل المسافة مفهوم أوليالزمن هو ف، دون زمنحركة 
التي تميز حركة  تنحصر مسائل علم الحركة في تعيين جميع مميزات الحركةو
 تسارعو خطية سرعةومسار من  أو حركة كل جسيم من جسيماته على انفراد، الجسم ككل

  .تهحرك معادلةبمعرفة في مختلف الأزمنة؛  خطي
  

مين لَع إلىيرجع ، وجامعاتناالثانوية ارسنا سه الآن في مدالذي نُدرّ تقليديالوالميكانيك   
 (1564-1642) (Galileo Galilee) يو غاليليغاليلمن أعلام القرن السابع عشر هما العالم 

الذي يعقام بدراسة متقنة للأجسام في  حيث، جامعة بيزافي عمل أستاذاً  وقد، مؤسساً لهذا العلم د
ل الأكبر في ضوكان له الف، وحركة النواس، أملس مائل على مستوٍ تهاولحرك، حالة السقوط الحر

وهو الذي رفض الفكرة الخاطئة التي كانت سائدة في  ،إيجاد التقريب العلمي للمسائل الفيزيائية
والتي تقول أن سرعة السقوط الحر للأجسام الثقيلة أكبر من سرعة سقوط الأجسام  تلك الأيام

جامعة في الذي عمل أستاذاً  (1642-1727) (Isaac Newton) ق نيوتناسحوالعالم إ، الخفيفة
 :أي، من وضع الصيغ الدقيقة لعلم الحركة يبالأعمال التي قام بها غاليل مسترشداً ،كمبردج

  .الأساسات الصحيحة لعلم التحريك
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في مجال  هاستخدام مفاهيموب ،الهندسية ولقد أدى هذا العلم خدمات جليلة للأبحاث  
إذ ساعد في حل كثير من مسائل الإنشاء الهندسي  ،له قيمة عملية مستقلة كان ةالتطبيقات الهندسي

ولهذا السبب ، خاصة عند دراسة انتقال الحركة في الآلات عبر التركيبات الآلية المكونة لها
دفع بعض العلماء إلى إطلاق اسم الهندسة الحركية وتحت تأثير متطلبات تطور صناعة الآلات 

  .إنشاء قسم مستقل في علم الميكانيك لدراسة الحركةو على علم الحركة
  

          النظرية النسبيةخطوة كبيرة بإدخال  التقليديالميكانيك علم  اولقد خط
(Theory of Relativity)  نينشتايأألبير التي أعلنها (Albert Einstein) (1879-1953) 

كما ، للطاقة تلك هي الطاقة الذريةوبها وضعت البشرية يدها على منبع هائل ، (1905)في عام 
 والميكانيك الموجي (Quantum Mechanics) يميكانيك الكمالنشط البحث فيما يسمى ب

(Wave Mechanics)  عن  التقليديلتفسير بعض الظواهر الطبيعية التي عجز علم الميكانيك
  .تفسيرها

  
  Basic Concepts                                                  المفاھیم الأساسیة 3-

المكان ف ،لحركةاللازمة لدراسة علم ا المفاھیم الأساسیة على التقليدييعتمد الميكانيك     
  الحركةعلم ھم عناصر والجسم الصلب والزمان 

  
  Concept of Space                                        الفراغمفهوم  -31-

نه يجب تعيين وضعه اللحظي بالنسبة إف ،جسيم وأسكون جسم  أوعندما ندرس حركة 
هو  الفراغ من الناحية الهندسيةو، في الفراغ مع مرور الزمن تجري حركة الأجسامف، لفراغ معين

  .المجال المعين الذي يحوي الجسم الذي ندرسه
  

 وهو فراغ الأبعاد ،قليدسإفراغ  وسنستخدم كلمة الفراغ هنا للرجوع إلى
(Dimensional Space) ويفرض فيه ثبات  ،والارتفاعوهي الطول والعرض  مألوفةالثلاثة ال
  .د المادة أو حصول الحركة فيهووعدم تغيرها بوج ،المسافات بين نقطه المختلفة

  

والتي يعبر عنها  ،القائمة المباشرة الإحداثياتالفراغ بمجموعة من بالتالي يتعين 
بـ اغ رويرمز للف، الإحداثيةن تقاطع المستويات التي نتجت م  X , Y , Z  الإحداثيةبالمحاور 

T(OXYZ)    حيثO  هي نقطة مشتركة بين المستويات والمحاور الإحداثية.  
  

ان تُعدفإنهما ، المادي على طول خط مستقيم أو على مستوى الجسيمعند دراسة حركة و
  .ق عليها كالمتر مثلاًوتقاس المسافات بمقاييس معينة ومتف، بعد أو بعدين يكحادثتين في فراغ ذ
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  Concept of Time                                    الزمن      مفهوم  2-3-
وتعرف  ،فترةنه أيعرف في أشهر القواميس على و، الزمن هو قياس تتابع الحوادث

 يحدث عندما لا الزمن هو مان إ قولالكان ينبغي  وربما، وذلك يبدو غير مفيد، بأنها زمن فترةال
  .خرآيحدث أي شي 

  

المتفق عليه  العياريفالزمن  ،سهولكن كيف نستطيع قيا ،ليس المهم تعريف الزمن
بالنسبة لجملة  :أي ،وهو مقتبس من حركة دوران الأرض في الكون، هو الثانية النجمية عالمياً

  .بدلالة الكون ؛مقارنة ثابتة
  

 ،متكررة بانتظام دورية وسيلة لها صفة استخدام الزمن قياسلوتقضي إحدى الطرق 
يحتاجها  الزمنية التي فترةوهي ال ،واحدة الزمن هي الثانية النجمية إذ ،النواس اتكساعة الحائط ذ

 ،ساعة (24)ا أن اليوم يساوي مبو ،دورة في الساعة ليقوم بنوسة واحدة (3600) نواس يقوم بـ
فالثانية  ،عين من سطح الأرضوهو الزمن اللازم لمرورين متتاليين لنجم معين فوق خط طول م

  .من اليوم الوسطي (1/86400)تساوي 
  

ككمية مطلقة في  دعن الزمن هو قياس لحوادث متتالية و يإ :يمكن القولفي النتيجة 
د عوت، ويؤخذ كمتغير مستقل، وهو عبارة عن كمية قياسية متغيرة باستمرار، التقليديالميكانيك 

 نطلاقاًًويقاس ا ،الثانية كوحدة قياسه دوتع ،ميات متغيرة بمرور الزمنالكميات المتغيرة الأخرى ك
= t) ابتدائيةمن لحظة  تتعين اللحظة الزمنية المعطاة بعدد الثواني التي مرت و ،يتفق عليها (0 

  الزمنية  الفترةيسمى الفرق بين لحظتين زمنيتين بو ،من لحظة البدء نطلاقاًا
  

وتعتبر الكميات الأخرى كالمسافة والسرعة ، غيراً مستقلاًفي علم الحركة يؤخذ الزمن مت
  .والتسارع الخطي والزاوي توابع لهذا المتغير، الخطية والزاوية

  
 Concept of Rigid Body                                 الجسم الصلبمفهوم  3-3-

 أي دسي صلداًفي علم الميكانيك الهن دويع، مادة محدودة بسطح مغلق الجسم الصلب هو
أن المسافة بين أي نقطتين ضمنه و، من أجزائه جزأينتحدث فيه أي تشوهات نسبية بين أي  لا

تتغير جميع الأجسام  لياًموع، هذه الفرضية مثالية. مهما تعرض لمؤثرات خارجية تبقى ثابتة
إذا  شكل مهملاًعندما يكون مقدار التغير في اللكن  ،بمقدار معين تحت تأثير القوىوتتشوه الصلبة 

فرضية  استعماليمكن عندها ، الجسم ككلموضع  اتتغيرب أو، ما قورن بأبعاد الجسم الكلية
  .دون الوقوع في أخطاء تذكر، الجسم الصلب
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 Basic Definitions                                        الأساسية التعاريف 4-
  .لحركةاللازمة لدراسة علم االأساسية  التعاريف من سنورد فيما يلي بعضاً

  

  Reference Frame                                  مجموعة المقارنة ال1-4- 
 ،جغرافيةفي الفراغ بالنسبة لبعض الإحداثيات ال هي المجموعة التي تعين موضعاً

 ،ثابتاً تدل المشاهدات على أن النجوم تشكل جسما صلباًو ،طة قياسات خطية أو زاويةابوس
  .وتسمى الجملة النجمية ،جملة النجوم المتماسكة هي بدورها جملة ثابتةب والجملة المقيدة

هي مجموعة المقارنة  الكلاسيكيمجموعة المقارنة الأساسية لقوانين الميكانيك الو
  .مجموعة المقارنة النيوتنية وتسمى أحياناً ،العطالية الرئيسية أو الفلكية

(Primary Inertial System or Astronomical Frame of Reference) 
وتتجه المحاور ، الشمسمركز وتتألف من ثلاثة محاور متعامدة خيالية تقع نقطة الأصل في 

تتحرك حركة دورانية ولا  يفترض أنها لا :أي، في الفضاء أساسية نجوم ثابتة باتجاه ةالثلاث
جل هذه المجموعة من أصحيحة من  يديالتقلوتبين القياسات أن قوانين الميكانيك  ،انسحابيةحركة 

وتسمى  ،المدروسة تكون مهملة بالمقارنة مع سرعة الضوء ةالسرعطالما أن  ،الإحداثيات
لكن من ، (Absolute)القياسات المطلقة بالقياسات التي تجري بالنسبة لهذه المجموعة العطالية 

  .يق النظرية النسبيةيجب تطب (km/sec 300000)نفسها  أجل سرعة من رتبة سرعة الضوء
 ،الأرضبمرتبطة  محاورمجموعة تؤخذ عادة  الأرضعند دراسة الحركة على سطح 

ينبغي إجراء تصحيحات على معادلات لذا ، معقدة بالنسبة للمجموعة الرئيسيةوتكون حركتها 
ت لكي يمكن تطبيقها على القياسات التي تجري بالنسبة لمجموعة الإحداثيا، الميكانيك الأساسية
  .المرتبطة بالأرض

تكون حركة الأرض المطلقة ، الصواريخ ومساراته في الفضاء حركة في حسابات مثلاً
الموجودة على سطح الأرض والباقية لحركة الأجسام إلا أنه في أغلب المسائل الهندسية ، مهمة
ه المسائل يمكن في أمثال هذبالتالي ، يمكن إهمالهحيث  جداً يكون مقدار التصحيح صغيراً، عليه

  .كقياسات مطلقةلنظر إليها او، على القياسات الأرضية تطبيق قوانين الميكانيك مباشرةً
  

 Particleالجسيم المادي                                                     2-4-
وعلى ، الهندسية أبعادهبل تعتمد أيضاً على ، شكلهالمادي على حركة الجسم لا تعتمد 

 لو توخينا الدقة الكاملة في دراستنا لما وجدنا في الطبيعة كلها شيئاًو ،لنقاط المكونة لهمواضع ا
 ،من المادة لا بد أن يشغل بعض المكان اًمحدود اًوذلك لأن مقدار، يمكن أن نسميه نقطة مادية

  .تسميته بالجسيم المادي يمكنعليه و
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ده بالنسبة للفراغ المحيط به صغيرة أبعاعندما تكون ، الجسم كجسيم دع أيضاً كما يمكن
تقطعها نقط هذا الجسم خلال حركته كبيرة للغاية بالمقارنة مع  التيالمسافات أو إذا كانت ، جداً

لصغر حجمها  في دراسة حركتها حول الشمس نظراً الكرة الأرضية جسيماً دوللتمثيل تع، أبعاده
  .الكبير حول الشمس بالنسبة للمسافات الشاسعة التي تقطعها في مدارها

  
  Scalar Quantity                                         الكمية القياسية 3-4-

ليس لها اتجاه فراغي مثل  معينة يعبر عنها بعدد من وحدات التيأو الكمية العددية وهي 
دقيقة ولكل منها وحداته الخاصة كالساعة وال ،الحجم، المساحة ،الطول، درجة الحرارة، الزمن
وتخضع  ،ولا تتضمن هذه الكميات بطبيعتها معنى الاتجاه ،وكالمتر المكعب للحجم، ية للزمنوالثان

بالنسبة  اشتقاقوسنستخدم رمز النقطة فوق الحرف لتشير إلى  ،للعمليات الحسابية والجبرية
&x :أن أي، للزمن 22عنيت  &&x و /dtdx عنيت   / dtxd.  

  
 Vector Quantity                                        الكمية الشعاعية 4-4-

، مثل السرعة ،يبالإضافة إلى المقدار العدد الاتجاههي كمية يلزم لتحديدها تعيين 
، وقيمتها العددية واتجاهها أثيرهايتم التعرف عليها إلا بذكر نقطة ت وكلها لا، الانتقال، التسارع

  . AB المتجه  مثلاً ،الشعاعية بحروف غامقة رمز للكميةوسن
  

  Description of Kinematics Problems          الحركةوصف مسائل علم 5- 
من مسار وسرعة المختلفة الحركية هي فهم ووصف الكميات ، الحركةإن غاية علم 

بمعرفة ، أو حركة كل جسيم من جسيماته على انفراد، ككل الجسمحركة تميز التي ، وتسارع
  .ولا تتطلب دراسة الحركة أية قوانين أو بديهيات اضافية، معادلة حركة هذا الجسم أو الجسيم

أو موصوفة ، معطاةأو الجسيم ولحل مسائل الحركة يجب أن تكون حركة الجسم 
في كل لحظة  هيعني إعطاء موضع حركالمتوإعطاء الحركة أو إعطاء معادلة حركة ، بطريقة ما

تحديد الطرق الرياضية لإعطاء حركة الجسيم أو  دويع، زمنية بالنسبة لمجموعة القياس المعطاة
ولذا فسنبدأ دراسة حركة أي جسم بتحديد طرق إعطاء هذه  ،همةمالأجسام إحدى مسائل الحركة ال

  .الحركة
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ن الحلول مهما كانت تفقد إإذ  ،وإتقانه هأن يعتاد على ترتيب عملالطالب كما يجب على 
وسيجد الطالب أن الترتيب  ،عند تعذر قراءتها بسهولة وخصوصاً ،قيمتها عند خلوها من الترتيب

إذ تبدو كثير من  ،هاوتحليل لمعالجة المسائل وزيادتها على تطوير قابليته الجيد سيساعده تلقائياً
بدراستنا لها  وواضحاً لكن يصبح حلها متسلسلاًو، المسائل صعبة ومعقدة في الوهلة الأولى

  .وخطوات متقنةمنتظم بأسلوب 
 ،ودقتها، صحة حساباته وأجوبته باختبارالطالب أن يقوم على من الضروري كما أنه 

من تجانس الوحدات  وعليه أن يتأكد دوماً، عند حصوله على أرقام غير مقبولة وخصوصاً
  .لعلاقاتالمختلفة التي يستعملها في جميع ا

الخبرة بخزن  هذه في التحليل والدراسة ولا نحصل على وللخبرة أهمية كبيرة جداً
دراسة وحل عدد كبير ومتنوع من  أثناءفي وإنما ، حسبف وحفظهامعادلات وعلاقات الحركة 

  :يمكن أن يتم حل أي مسألة بطريقتينو، شروط مختلفة أيضاًفي حالات مختلفة وفي المسائل 
 .قيم العددية مباشرة في عمليات الحلالباستخدام  .1

يترك في هذه الطريقة جواب المسألة على حيث  ،رموز تمثل مختلف الكميات باستخدام .2
مكان الرموز في أي مرحلة من مراحل  لهاك لحدودلويمكن تبديل القيم العددية ، شكل علاقة

  :وهي ،لىن لهذه الطريقة عدة مزايا عن الطريقة الأوإلذلك ف إضافةً، الحسابات
  .الرموز باستخدامالذي نحصل عليه  الاختصار -
بينما يتعذر ذلك  ،تجانس وحدات العلاقة في أي مرحلة من مراحل الحل بسهولة اختبار -

  .عند استعمال الحل العددي
 عدة مرات استعمالهحيث يمكن ، أن يشكل الحل بالرموز الحل العام لمسألة ماإمكانية  -

  .مجموعات ومعطيات جديدة باستعمال نفسها؛ يجاد أجوبة المسألةإجل أمن 
وسيجد  ،ولا يتم له ذلك إلا بكثرة التمرين ،يجب على الطالب أن يعتاد على كلا الحلين

 :ق الثلاث التاليةائيمكن أن تتم بإحدى الطر الحركةلمختلف معادلات علم  أن حلولاً

ü وعند كون  ،لك ممكناًالحل الرياضي المباشر عن طريق الحسابات اليدوية عندما يكون ذ
يدخل ضمن هذه الفئة معظم حيث  ،أو قيم عددية ،الجواب المطلوب على شكل رموز جبرية

 .الحركةمسائل 

ü عند تعيين السرعة  مثلاً ،في بعض المسائل وسهلاً ويكون ذلك ممكناً ،الحل البياني
  .والتسارع في الحركة النسبية لجسم صلب يتحرك حركة مستوية

ü لكترونية لإسبات ااالح الحل باستخدام(Computers) وهي ، في حل بعض المسائل
  .الطرق الأخرىطريقة حديثة قد تمكن من حل مسائل كان من المتعذر حسابها ب
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  الفصل الأول
  لجسيم ماديالمنحنية حركة ال

               Curvilinear motion of particle 
  

 Path                                                                   المسار1- 

أثناء حركته في   M المتحرك  الماديالجسيم رسمه ي الذي  C  إن الخط المستمر
يمثل  فهو إذاً ،الجسيميسمى بمسار  ،   T(OXYZ)في الفراغ بدلالة جملة إحداثية ثابتة

وهو ، ة للحركةويعتبر أحد العناصر الهندسي، بمرور الزمن الجسيم المحل الهندسي لأوضاع
أو  فراغياً اًويكون في الحالة العامة منحني، فراغي ينتج عن تقاطع سطحين عبارة عن منحنٍ

حسب شكل المسار تحدد حركة بو، بسط الحالات عندما يكون المسار مستقيماًأو، مستوياً
 ةالحركة بالحرك سميت )1a-1الشكل(كما في   OX  مستقيماً فإذا كان المسار خطاً، الجسيم

سميت  )1b-1الشكل(اً كما في منحني وإذا كان خطاً ،(Rectilinear motion) ةمستقيمال
  .(Curvilinear motion)ة منحنيالحركة بالحركة ال

  
  
  
  
  

                   a                                                                        b 
  -1-1)الشكل(

  
  Degrees of Freedom of a Particle                لجسيم درجات الطلاقة2- 

إن مفهوم درجات الطلاقة ذو فائدة كبيرة في التعبير عن الأبعاد أو الإحداثيات 
ن عدد الإحداثيات المستقلة عن إإذ ، جسام المتحركةلأاللازمة لتوصيف مواضع جميع ا

ي لحظة يساوي عدد درجات أبعضها بعضاً واللازمة لتحديد وضع نظام ميكانيكي في 
ويساوي عددها العدد ، هذه الإحداثيات المستقلة بالإحداثيات المكانية ىتسم، الطلاقة لهذا النظام

  .منه عدد العلاقات الهندسية التي تربط بينها الكلي للإحداثيات مطروحاً
  

  

O M 
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، يتحرك بطلاقة في الفراغ  Mأن وضع جسيم مادي   )1b-1الشكل(يلاحظ من 
تمثل إحداثيات هذا الجسيم بالنسبة إلى ، بثلاث قيم جبرية مستقلة عن بعضها بعضاًيتحدد 

 r , θ, zسطوانية  أو أ  x , y , zن تكون هذه الإحداثيات ديكارتية  أيمكن . جملة محاور ثابتة
  .إذن للجسيم المادي الطليق الحركة في الفراغ ثلاث درجات طلاقة. أو أي إحداثيات أخرى

  

فإنه توجد بين  يأو بشكل خاص في مستو، يد الجسيم بالحركة على سطحلكن اذا ق
ن وضع الجسيم إوبالتالي ف، حداثيات الثلاث علاقة هندسية هي تابع السطح المقيد للحركةلإا

  .ن لها درجتي طلاقةأ :أي، فحسبين تمستقل نيحدد عندئذ بإحداثيتي
  

 فيلأن المنحني  ،فحسبواحد  ذا قيد الجسيم بمنحنٍ فإنه يبقى إحداثي مكانيإأما 
  .ن للجسيم في هذه الحالة درجة طلاقة واحدةأوهذا يعني ، هو خط تقاطع سطحين، مموعال
  

  الفراغية لجسيم مادي المنحنية الحركة3- 
Curvilinear Space Motion of a Particle 

، نبدلالة الزم معرفة معادلة حركته في الفراغ المادي الجسيمتتطلب دراسة حركة 
 بدلالة جملة إحداثية مختارة في كل لحظة زمنية الجسيمحدد موقع تالتي  ،أي معادلة انتقاله
  :التالية بتطبيق إحدى الطرق الثلاث هايمكن إيجادالتي و، )1-2الشكل(كما هو مبين في 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )1-2الشكل(
  

  

X 

Y 

O 

Z 
τ 

n 
z 

x 

y 
r 

R A 
B M 

θ 
φ 

 المسار
C 



23 
 

  Natural Method                                      الطريقة الطبيعية 1-3- 
تحرك بدلالة ي  M  ماديلجسيم   C  تستخدم الطريقة الطبيعية عندما يكون المسار

  .)1-3الشكل(والموضح في  ،معلوم سلفاً T(OXYZ)  ثابتةال الجملة الإحداثية
  
  
  
  
  
  
  

  -1-3)الشكل(
  

 ثم ،ها نقطة بداية القياسدنع  O  هذا المسار نقطة ثابتةالتعيين على على  نختار لا
ونحدد عليه الاتجاهين الموجب والسالب كأي محور ، للإحداثيات منحنياً المسار محوراً دنع

تحديداً كاملاً بالإحداثية ، على المسار  M لجسيم وبالتالي يحدد موضع ا ،عادي للإحداثيات
المساوية لطول القوس أي لبعد الجسيم ، وحيدة القيمة تدعى بالفاصلة المنحنية،  sالمنحنية  

حسب حركته بو، الجسيمحسب موضع بالموجبة أو السالبة  ةمع وضع الإشار،  O ن المبدأ ع
  .إن كانت في الاتجاه الموجب أو السالب للمنحني  Oلمبدأ  من ا اًنطلاقا
  

فتتغير الفاصلة ، على التوالي  M2و   M1إلى مواضعه الجسيم نتقل يعند الحركة 
  :كننا أن نكتب المعادلةلذا يم ،المنحنية للمتحرك بمرور الزمن

(1-1)                                         )(tfs =  
 جسيمتدعى بمعادلة حركة الو، هذه المعادلة تعين موضع الجسيم في كل لحظة زمنية

  .المادي على مسار منحن بالطريقة الطبيعية
  

على المتحرك الجسيم موضع حدد ت (1-1)في المعادلة   s  الاحداثيةنشير إلى أن 
وفي ،  M0في الموضع    t0فإذا كان الجسيم في اللحظة  ، لا المسافة التي قطعهاالمسار 

فإن المسافة التي يقطعها الجسيم خلال فترة زمنية ،  Mأصبح في الموضع    tاللحظة  
t→0، في حال الحركة باتجاه واحد تساوي إلى:  

(2-1)                      000 OMOMMM sss −=−==∆  

X 

Z 

Y 

M0 

O 

- O + 
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C 
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M1 
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  :إلى تساوي  dtخلال فترة زمنية جزئية    sن تغير الإحداثية المنحنية  أأي 
dttfds .)(&=  

 وعند حركته بالاتجاه المعاكس يكون، ( Δs > 0 )يكون   sفعند حركة الجسيم باتجاه تزايد  
( Δs < 0 ) ،طوعة  في حين أن تغير المسافة المقΔs  هو موجب دوماً أي:  

dttfdsds .)(&==  

  :هو t→0وتكون المسافة التي قطعها الجسيم خلال المجال الزمني 
(3-1)                                dttfs

t

t .)(
00 ∫=→

&  

  
  Coordinate Methodطريقة الإحداثيات                                  2-3- 

ملة إحداثيات جبدلالة  المادي الجسيمتستخدم طريقة الإحداثيات عندما يكون مسار 
  M  المتحرك لجسيمبالتالي يمكن تحديد موضع ا .غير معلوم سلفاً T(OXYZ) ثابتة

        القائمةأي الإحداثيات الكرتيزية  ،(Cartesian Coordinates) بإحداثياته الديكارتية
x , y , z   4)الشكل(ا في كمa-1- ،أثناء الحركة بمرور  في وتتغير هذه الإحداثيات الثلاث

  :لذا يمكننا أن نكتب المعادلات .الزمن
(4-1)       )(3 tfz =                    )(2 tfy =                   )(1 tfx =  

تدعى بمعادلات حركة و، في كل لحظة زمنيةهذه المعادلات تعين موضع الجسيم 
  .في الإحداثيات الديكارتية الجسيم المادي

معادلة حركة مسقط الجسيم على محاور  (1-4)تمثل كل معادلة من المعادلات 
وبالتالي تتألف الحركة المنحنية الفراغية لجسيم من الحركات المستقيمة ، الجملة الإحداثية

  .على الترتيب  Zو  Yو  Xالمحاور الإحداثية  على   zو  yو  xلمساقطها  
  
  
  
  
  

                      a                                                                  b 
  -1-4)الشكل(
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بالإحداثيات ، 4b-1)الشكل( الجسيم في الفراغ كما فيإعطاء حركة كما يمكن 
مسار على الجسيم  حيث تعين معادلات حركة، (Cylindrical Coordinates) سطوانيةلأا

  :منحن بالمعادلات التالية
(5-1)      )(3 tfz =                   )(2 tf=θ                   )(1 tfr =  

  :هيمة القائحداثيات الديكارتية لإاإلى سطوانية لأت احداثيالإاوعلاقات الانتقال من 
 (6-1)          zz =                θsin.ry =                θcos.rx =  

  :سطوانية هيلأحداثيات الإاالقائمة إلى حداثيات الديكارتية لإا وعلاقات الانتقال من
(7-1)           zz =          2/122 )( yxr +=                    xy /tan =θ  

2/122 )/(sin yxy +=θ                 2/122 )/(cos yxx +=θ  
 حداثيات الكرويةلإبا ،1-5)الشكل(الجسيم في الفراغ كذلك يمكن إعطاء حركة 

(Spherical Coordinates) ، دلات التاليةمنحن بالمعا مسار على الجسيمحيث تعين حركة:  
(8-1)      )(3 tf=ϕ                  )(2 tf=θ                   )(1 tfR =  
،  OZوالمحور    OMالزاوية بين    φو  ،  Oبعد الجسيم عن المركز الثابت    Rحيث  

  . ZOXتوي الثابت  بالنسبة إلى المس  ZOMزاوية دوران المستوي    θو  
  
  
  
  
  
  

  -1-5)الشكل(
  

  :هيالقائمة حداثيات الديكارتية لإاإلى  الكرويةحداثيات لإاوعلاقات الانتقال من 
 (9-1)  ϕcos.Rz =         θϕ sin.sin.Ry =         θϕ cos.sin.Rx =     

  :هي الكرويةحداثيات لإائمة إلى القاحداثيات الديكارتية لإا وعلاقات الانتقال من
(10-1)      xy /tan =θ   2/122 )/(sin yxy +=θ   2/122 )/(cos yxx +=θ  

2/1222 )/(cos zyxz ++=ϕ ، zyx /)(tan 2/122 +=ϕ ، 2/1222 )( zyxR ++=  

من معادلات الحركة لإيجاد معادلة مسار الجسيم   tويمكننا حذف وسيط الزمن  
  .وهي علاقة تربط بين إحداثيات الجسيم، المتحرك
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  Vector Method                                         طريقة المتجهات3-3- 
حيث يمكن تحديد ،  T(OXYZ)يتحرك بدلالة جملة إحداثية   Mالجسيم   دنع

موضع  إلى  Oالذي يتجه من نقطة المبدأ  ،  R(t)موضعه في أي لحظة زمنية بالمتجه  
 بنصف القطرأو ، ويدعى بالمتجه الموضعي للجسيم ،-1-6)الشكل( الجسيم الموضح في

  .(Radius vector)الشعاعي 
  

مع مرور   R  أثناء حركة الجسيم على مساره يتغير مقدار واتجاه المتجهفي 
  . tمتجه متغير يعتمد على المتغير المستقل    R  بالتالي فإن، الزمن

(11-1)                                      )(tRR ==OM  
الاتجاهية أو بالطريقة  تحدد هذه العلاقة معادلة حركة الجسيم على خط منحنٍ

  .المتحرك  Mمسار الجسيم    R(t)  ويحدد المحل الهندسي لنهايات المتجه، الشعاعية
  

حيث يمكن ، امةيجاد العلاقات العإتصلح طريقة المتجهات لإعطاء الحركة عند 
  .بواسطتها وصف حركة الجسيم بمعادلة شعاعيه واحدة بدلاً من ثلاث معادلات قياسية

  
  
  
  
  

  

  -1-6)الشكل(
  

على  (1-11)ويمكن الانتقال إلى طريقة الإحداثيات الديكارتية بإسقاط العلاقة 
يات التي تساوي إحداث  R  حيث نحصل على مساقط المتجه، المحاور الإحداثية الموجهة

يمكننا   i , j , kالمتجهات الواحدية للمحاور الإحداثية   فرضومع ،  x , y , zالجسيم موضع 
  :أن نكتب
(12-1)                           kjiR ... zyx ++==OM  

  :إذا كانت حركة الجسيم في الفراغ محددة بالمعادلات، بالتالي
1,14,3 22 −=== tztytx  
  :ية لهذه الحركة تمثل بـفإن المعادلة الشعاع

kjiR )1(.14.3 22 −++== tttOM  
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وبذلك نحدد موضع ، لأية لحظة زمنية  Rحيث يمكن بواسطة هذه المعادلة أن نرسم المتجه  
  :بـ اًيكون المتجه الموضعي محدد، ( t1 = 1 sec )ففي اللحظة ، الجسيم المتحرك

jiR 143 +== 11OM  
  .وهكذا، ي الأضلاع المناظرويرسم هذا المتجه كقطر في متواز

  :وبالعكس إذا كانت حركة الجسيم معطاة بالمعادلة الشعاعية
k jiR .6-.3)2( 2 ttt +−==OM  

  :فإن معادلات حركة هذا الجسيم بطريقة الإحداثيات تمثل بـ
tztytx 6,3,)2( 2 −==−=  

  
  Concept of Velocity                                        السرعة مفهوم 4- 

يعين في كل لحظة من  إن سرعة الجسيم في الحركة المنحنية هي مقدار شعاعي
ولا تتحول السرعة ، بدلالة جملة مقارنة الزمن تغير مقدار واتجاه انتقال الجسيم بالنسبة للزمن

المتجه المسمى بسرعة الجسيم  دلذا يع، إذا استبدلنا الجملة المقارنة بأخرى ساكنة بدلالتها
  .الذي يتحدد بالطرق التالية، زات الحركية الأساسية لحركة الجسيمإحدى الممي

  

  طريقة المتجهاتالسرعة ب1-4- 
 ،T(OXYZ)ما بدلالة جملة محاور إحداثية  على منحنٍ نفرض أن الجسيم يتحرك

 t1وفي اللحظة  ،  Rالذي يتحدد بالمتجه    Mيكون عند الموضع    tففي اللحظة الزمنية  
عندئذ ، )-7a-1الشكل(كما في   R1الذي يتحدد بالمتجه    M1إلى الموضع  ينتقل الجسيم 

أي ، ( MM1 = R1 – R ) بالمتجه ( Δt = t1 - t )الزمنية  فترةاليتحدد انتقال الجسيم خلال 
( ΔM = ΔR )  الجسيم أو انتقال الذي يدعى بمتجه إزاحة(Displacement Vector).  

  
  
  
  
  
  

                         a                                                                b 
  )-1-7الشكل(

X 

Z 

Y 

M 

O 
R 

R1 ∆R 

M1 

V Vave 

X 

Z 

Y 

M 

O 
R 

R1 
∆R 

M1 

Vave 
V 
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فإن الحركة تكون ، زمنية متساوية مداتفعندما يتغير الانتقال بمقادير متساوية خلال 
مدات وعندما يتغير الانتقال بمقادير غير متساوية خلال ، (Uniform Motion)منتظمة 

وفي هذه الحالة ينتج  ،(Variable Motion)لحركة تكون غير منتظمة فا، زمنية متساوية
  (Average Velocity)مفهوم السرعة الوسطية 

  

تمثل ، ( ΔM / Δt )الزمنية المناظرة  فترةالبالتالي نسبة متجه إزاحة الجسيم إلى 
ما هو ك ، Vav  ويرمز له بـ ، Δtالزمنية   فترةالخلال   Mمتجه السرعة الوسطية للجسيم  

  :أي، )-7b-1الشكل(مبين في 

(13-1)                             
tt ∆

∆
=

∆
=

RVav
ΔM  

  :نلاحظ أن السرعة الوسطية هي كمية شعاعيه قيمتها العددية

                                
t

V
∆

∆
=

M
av  

كمية قياسية   Δtلأن  ، الوترأي على امتداد ،  ΔMاتجاهها ومنحاها باتجاه ومنحى المتجه  
  .( Δt > 0 )موجبة دوماً 

  

التي حسبت خلالها السرعة   Δtالزمنية   فترةالمن الواضح أنه كلما صغرت 
 للصفر تتناهى   Δtفعندما تتناهى  ، حركة الجسيم بدقة أكبر  Vavميز المقدار  ، الوسطية

M1  إلىM  ، وتتناهى النسبة( ΔM / Δt ) دة تدعى بالسرعة الآنية إلى نهاية محدو
(Instantaneous Velocity)  فيللجسيمM    في اللحظة  t  ،  ونرمز لها بـV ، أي:  

(14-1)               )(limlim 00 t
tddtttavt RdRdMVV &===

∆
== →∆→∆

ΔM  

وهو ، مشتق موضع الجسيم المتحرك بدلالة الزمن إلى فمتجه السرعة الآنية يساوي
  .يم بدلالة الزمنأيضاً يساوي إلى مشتق المتجه الموضعي للجس

  

ن حامل السرعة الوسطية هو الوتر  لأوذلك ، إن حامل السرعة الآنية هو المماس
MM1  ،  فعندما تتناهىΔt    الى الصفر تتناهىM1    إلىM  ،  ويتناهى الوترMM1  

  . Mإلى المماس للمسار في الوضع  
  

، موجب دوماً  Δtتزايد   لأنإن اتجاه السرعة الآنية هو اتجاه الحركة وذلك و
  .أي في اتجاه الحركة  ΔMفي اتجاه   ( ΔM / Δt )وبالتالي يتجه المتجه 
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  السرعة بطريقة الإحداثيات2-4- 
نحصل  (1-12)فاستناداً إلى المعادلة  ،(1-4)إذا أعطيت حركة الجسيم بالمعادلات 

لى علاقة متجه نحصل ع (1-14)واستناداً إلى المعادلة ، على علاقة المتجه الموضعي للجسيم
  :السرعة الخطية للجسيم

(15-1)          kjiVVVkjiV ...... ZYX VVVzyx ++=++=++= ZYX&&&  
  :حيث

kkV,jjV,iiV .zV.yV.xV &&& ====== ... ZYX ZYX  
 (Rectangular Components of Velocity) تمثل المركبات القائمة لمتجه السرعة

  :والقيمة العددية لهذه المركبات القائمة تساوي إلى ،)-1-8الشكل(الموضحة في 
(16-1)                  )()()( ZYX tzVtyVtxV &&& === ,,  

  

نلاحظ أن مسقط السرعة على محاور الإحداثيات تساوي المشتقات الأولى لإحداثيات 
  .أي أنها تمثل سرعة مسقط الجسيم المتحرك على محاور الحركة، الجسيم بالنسبة للزمن

  
  
  
  
  
  
  

  )-1-8الشكل(
  

ير إلى أن اتجاه المركبة الشعاعية فهذا يش، موجبة  VXفإذا كانت إشارة المركبة  
وأن اتجاه حركة مسقط الجسيم عليه هي ،  Xهي بالاتجاه الموجب للمحور    VXللمسقط  

حركة  اتجاهوأن ،  Xوالإشارة السالبة تعني أنها بالاتجاه السالب للمحور  ، الجهة اليمنى
هات المركبات ونحصل بنفس الطريقة على اتجا، الجهة اليسرىهي مسقط الجسيم عليه 

  .اً من إشارة المركبة العددية الموافقةبدءالأخرى 
  

  :أما القيمة العددية لمتجه السرعة الآنية فيمكن الحصول عليها من مركبات للسرعة
(17-1)                2/12222/12

Z
2

Y
2

X )()( zyxVVVV &&& ++=++=  

X 

Z 

Y 

VZ 

O 
R 

i j 

k 

VY 
VX M 

V 
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 واتجاهها Vويتعين منحى السرعة الآنية  ،  m/secووحدات قياس السرعة هي  
ونرمز لتجيبات هذه الزوايا ، ومحاور الإحداثيات  Vوايا المحصورة بين متجه السرعة  بالز

  :التي تساوي إلى  α , β , γالموجهة بـ  

(18-1)  
V
V

V
V

V
V, ZYX ),cos(),cos()cos( ====== kV,jV,iV γβα  

  :بالتالي يمكننا أن نكتب

(19-1)                         2/1222 )(
1

zyxzyx &&&&&& ++
±=== γβα  

  

تكون مركبات السرعة  سطوانيةلأاحداثيات لإة اوإذا أعطيت حركة الجسيم بطريق
  :هي ،4b)-1الشكل(الموضحة في   r,  θ,  Z  على المحاور

(20-1)                      )()(.)( Z tzVtrVtrVr &&& === ,, θθ  
  :وتكون القيمة العددية لسرعة الجسيم

(21-1)                  2/122222/12
Z

22 ).()( zrrVVVV r &&& ++=++= θθ  
  

تكون مركبات السرعة على  حداثيات الكرويةلإقة اوإذا أعطيت حركة الجسيم بطري
  :هي ،5)-1الشكل(الموضحة في   R,  φ,  θ  المحاور

 (22-1)           )(.)(.sin.)( tRVtRVtxVR θϕθ θϕ
&&& === ,,  

  :وتكون القيمة العددية لسرعة الجسيم
 (23-1)                          2/1222 )( θϕ VVVV R ++=  

  
  السرعة بالطريقة الطبيعية3-4- 

  نختار عليه، )-1-9الشكل(الموضح في   M المتحرك  الجسيم مسار  Cيكن  ل
M0  فإذا كان  ، مبدأ للأقواس دهنع للمتحركالابتدائي  الموضعs  وs1  نالإحداثيتا 

يمثل طول القطعة  ( s1 – s = Δs )فإن العدد ،  M1و  M  للمتحرك في وضعية المنحنيتان
وتعني الإشارة الموجبة أو السالبة لها ، على المسار  M1 و Mالمنحنية المحددة بالموضعين  

  .أو تليها  Mتسبق    M1أن  
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  )-1-9الشكل(
  

 Mإلى  M1وهي أنه بانتهاء الموضع  ، بخاصة أساسية   M͡M1 يتصف القوس
  أي أن طول الوتر، إلى الواحد  M͞M1إلى طول الوتر    M͡M1تتناهى نسبة طول القوس  

( ΔM = M͞M1 )   يقترب من الطولΔs    طول القوسM͡M1  عندما تتناقص  Δt .  
  :يمكن أن تكتب بالشكل (1-14)بالتالي علاقة السرعة 

s
dt
sd

t
s

t
VV ttavt &==

∆
∆=

∆
∆== →∆→∆→∆ 000 limMlimlim             (24-1)  

الذي يرسمه الجسيم   sوهكذا نحصل على القيمة العددية للسرعة الآنية باشتقاق طول القوس  
  .نسبة للزمنالمادي المتحرك بال

  :كما أن مفاهيم الاشتقاق تقودنا إلى العلاقة التالية

(25-1)                        
ds

V
dt
ds

sddt
dMdMdMV .. ===  

  .ويتجه باتجاه الأقواس المتزايدة دوماً، يكون محمولا على المماس  dM / ds  حيث المتجه
  :بالفعل

 قواس المتزايدة كان        باتجاه الأ  M1إلى    Mإذا اتجه الجسيم من الموضع  
( Δs = s1 – s ) ًواتجه المتجه  ، موجباΔM / Δs  وباتجاه الأقواس ، باتجاه الحركة

  .)-1-9الشكل(كما في المتزايدة 
  

بعكس اتجاه الأقواس المتزايدة كان      M1إلى   M  الموضعوإذا اتجه الجسيم من 
( Δs = s1 – s ) ًواتجه المتجه  ، سالباΔM / Δs  أي باتجاه الأقواس ، بعكس اتجاه الحركة
  .)-1-9الشكل(المتزايدة كما في 

Mo 

M 

M1 

C 

s 

s1 

M1 s1 

s∆
ΔM

s∆
ΔM ds

dM
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هو وبما أن طوله ، دوماً في اتجاه الأقواس المتزايدة  ΔM / Δsإذاً يتجه المتجه  
  :أن نكتب يمكننا ،الواحد

(26-1)                                    τM
=

ds
d  

ويتجه هذا المماس دوما ،  Cللمسار الموجه   للمماساحدي هو المتجه الو  τحيث  
  :ما يلي، (1-25)إذاً يمكننا أن نكتب استناداً إلى العلاقة . باتجاه الأقواس المتزايدة

(27-1)                                 τV .V=  
)(ذا كان ويتجه باتجاه المماس إ، محمولاً على المماس  V  بالتالي يكون sV &= 

  .اتجاه الأقواس المتزايدة والعكس بالعكسبأي أن الحركة ، موجباً
  

  :بالشكل (1-27)يمكن كتابة العلاقة 

(28-1)                                   
V
Vτ =  

يمكن ، حركةبإسقاط هذه العلاقة على جملة المحاور الإحداثية بعد معرفة معادلات ال
 α , β , γ والتي تمثل تجيبات زوايا توجيه متجه السرعة ،  τتحديد مركبات المتجه الواحدي 

  .(1-18)المعينة بالعلاقة 
  

زمنية محصورة بين   فترةلحساب طول القوس في  (1-24)كما يمكن مكاملة العلاقة 
t0  وt :  

(29-1)                            dtzyxss
t

t
.)(

0

2/1222
0 ∫ ++=− &&&  

  :نحصل على ( t0 = 0 )عندما يكون  ( s0 = 0 )أن الفاصلة المنحنية  افتراضومع 
(30-1)                             dtzyxs

t
.)(

0

2/1222∫ ++= &&&  

تعطي المعادلة الأخيرة طريقة الانتقال من الإحداثيات الديكارتية إلى الطريقة 
  .الطبيعية لإعطاء معادلة حركة الجسيم

  
 Freinet’s Frame of Reference                   ثلاثية فرينية     جملة 5- 

، هي جملة إحداثية قائمة مباشرة متحركة مقيدة بالجسيم المتحرك أو الجسم المتحرك
  :وتعين محاورها بالطريقة التالية
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كان المماس  -10a-1)الشكل(كما في   C  على مسار منحنٍ  Mإذا تحرك جسيم  
فهو يحدد المحور الأول للثلاثية ، المنحني متحولاً ومقيداً بالجسيم المتحركلهذا   Mفي  

  .(Tangential Axis)ويدعى بالمحور المماسي  ، τنرمز لمتجهه الواحدي بـ  . المتحركة
  
  
  
  
  
  
  
  

                   a                                                                               b 
  -1-10)الشكل(

  

الموافق للمتجه الواحدي لمماس  ( O1N = τ )المتجه  ئننش  O1من نقطة ثابتة  
نهاية المتجه   N  حينئذ ترسم، -10b-1)الشكل(كما في   Mمسار الجسيم المتحرك في  

O1N    خطاً موجهاً مثلD  لأن ، على سطح كرة نصف قطرها يساوي الواحد اًمرسوم
  .يساوي الواحد  τ  طول المتجه

  

    د  ونع  M0الموضع    N0وتوافق   ،بدليل المماسات  Dنسمي الخط الموجه  
( N0N = σ ) بالتالي يوجه الخط ،الفاصلة المنحنية له  D   في اتجاه الأقواس المتزايدة له

  :ومنه ،نفسها  Cويوافق اتجاه الأقواس المتزايدة للمسار  

0>
ds
dσ

 

  :حيث ، nهو    Nفي     Dالمتجه الواحدي للمماس للخط  دكما نع

(31-1)                                  
σd

dNn =  

  dφبـ    M0و  Mفي الموضعين    Cونرمز للزاوية المحصورة بين المماسين للمسار  
  .(Contiguous Angle)التي تدعى بزاوية التلامس 

  

X 

Z 

Y O 

M0 
M τ 

C n 

s 
τ 

n 

N 
N0 

O1 

D 

σ dφ 
τ  
τ  
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  :نعتبر العلاقة
(32-1)                                      12 =τ  

  : sنشتقها بدلالة الفاصلة المنحنية  

(33-1)                                     0. =
ds
τdτ  

  Cفهو يعامد المماس للمسار    τالمتجه   ديعام  dτ / dsأن المتجه   (1-33)وتعني العلاقة 
  :ويمكن أن نكتب،  Mلموضع  في ا

(34-1)                 ndNdNd ..
ds
d

ds
d

ddsds
σσ

σ
τ ===  

،  Dهو متجه حامله المماس للخط    s  بدلالة القوس  τأن مشتق   (1-32)وتعني العلاقة 
< dσ / ds )ويتجه في اتجاه هذا المماس لأن   0 ).  
للمسار   (Principal Normal)بالناظم الأساسي   dτ / dsيسمى حامل المتجه  

C    في الموضعM  ،ه الواحدي هو  هومتجn  ،ويحدد المحور الثاني للثلاثية المتحركة ،
      وبالتالي يتجه المتجه، ولا تتحول جهة الناظم الأساسي إذا بدلنا جهة الأقواس المتزايدة

dτ / ds  في اتجاه الناظم الأساسي للمسارC      في الموضعM .  
  :تمثل طولاً  dsهي أبعاد مقلوب طول ذلك لأن    dσ / dsمشتق  بعاد الأبما أن 

(35-1)            2/1222 ])()()[( dzdydxdMds ++==  
  :في حين
(36-1)          2/1222 ])()()[( γβασ ddddNd ++==  

ولا علاقة لتجيبات الموجه  ، τهي التجيبات الموجهة للمتجه الواحدي    α , β , γن  إحيث 
  :يمكننا أن نضعلذا ، بواحدة قياس الأطوال

(37-1)   
ρ

ϕϕσσ 1lim.Olimlim 0
1

00 ==
∆
∆=

∆
∆=

∆
∆= →∆→∆→∆ K

ss
N

sds
d

tts  

تعين  ( MM1 = Δs )وطول القوس   Δφحيث نعلم أن نهاية النسبة بين زاوية التلامس  
والانحناء هو مقلوب نصف قطر ،  M  الموضع في K (Curvature)انحناء المنحني  

وهو مقدار له أبعاد ،  M  في الموضع  C  للمسار ρ (Radius of Curvature)الانحناء  
  :يمكن أن نضع (1-33)وبالاستناد إلى العلاقة ، وطول

(38-1)                                  ndτ
ρ
1

=
ds

  

  .موجباً ( ρ > 0/ 1 )وجب أن يكون   nيتجه دوماً في اتجاه    dτ / dsولما كان  
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مع الجسيم المتحرك كما هو على امتداد المسار   nو  τبالتالي تتحرك المتجهات  
باتجاه   τ  حيث يتجه المتجه،  C  وإلى  Bإلى    A  من ،)-11a-1الشكل(موضح في 

ويتحول الاتجاه الموجب ، فيتجه نحو مركز تقوس المسار  nأما المتجه  ، الأقواس المتزايدة
  .له من جانب إلى أخر للمنحني إذا تبدل اتجاه التقوس

  
  
  
  
  
  
  

                      a                                                                  b 
  -1-11)الشكل(

  

  :الذي تعطى مركباته في العلاقة bأما المحور الثالث للثلاثية المتحركة فهو المتجه  
(39-1)                                nτb ∧=  

  وتؤلف محاور المتجهات الثلاثة، (Binormal)دي للناظم الثانوي بالمتجه الواح  bويعرف  
τ , n , b  ،تعرف باسم ثلاثية فرينية .ثلاثية متحركة قائمة ومباشرة مقيدة بالجسيم المتحرك ،

لهذه المحاور معينة تماماً في كل نقطة من نقاط   τ , n , bوتكون المتجهات الواحدية  
  .)-11b-1الشكل(كما هو موضح في ،  C  المسار

  

ونسمي المستوي ، (Normal Plane)بالمستوي الناظمي   Mnbنسمي المستوي  
Mτb   بالمستوي المعدل(Rectifying Plane) ،  ونسمي المستويMτn   بالمستوي

  .للجسيم المتحرك  Mعند الموضع    Cللمسار   (Osculating Plane)الملاصق 
  

  Concept of Acceleration                                   التسارعمفهوم 6- 
ان تسارع جسيم في الحركة المنحنية هو مقدار شعاعي يعين في كل لحظة من 

بالتالي فهو المقدار الذي يعين عدم ، بالنسبة للزمن واتجاهه الجسيمالزمن تغير مقدار سرعة 
ت الحركية الأساسية حدى المميزاإويعتبر المتجه المسمى بتسارع الجسيم ، انتظام الحركة

  .ق التاليةائالذي يتحدد بالطر، الجسيملحركة 

n 

C 

B 

n 
τ  

n 

A 
τ 

τ  

n 

M 

b 

τ 
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  التسارع بطريقة المتجهات1-6- 
 ،T(OXYZ)على منحنى ما بدلالة جملة محاور إحداثية  نفرض أن الجسيم يتحرك

وفي ،  Vوسرعته عندئذ تساوي لـ    Mيكون عند الموضع    tففي اللحظة الزمنية  
ينتج أن ،  V1وسرعته عندئذ تساوي لـ    M1يم إلى الموضع  ينتقل الجس  t1اللحظة  

، ( ΔV =V1–V )مساوياً لـ  ( Δt =t1 - t) الزمنية فترةالسرعة الجسيم تكتسب تغيراً خلال 
  .)-1-12الشكل(كما هو موضح في  والذي يتجه دوما في ناحية تقعر منحني المسار

، ( ΔV / Δt )الزمنية المناظرة  ةفترالبالتعريف نسبة متجه تغير سرعة الجسيم إلى 
خلال الفترة   M  في للجسيم (Average Acceleration)تمثل متجه التسارع الوسطي 

  :أي،  Aav  ويرمز له بـ،  Δtالزمنية  

 (40-1)                                 
t∆

=
VAav

Δ  

  :يةنلاحظ أن التسارع الوسطي هو كمية شعاعية قيمته العدد

(41-1)                      
tt
VV

t
A

−
−

=
∆
∆

=
1

1V
av  

  .( Δt > 0 )كمية قياسية موجبة دوماً   Δtلأن    ΔVاتجاهه ومنحاه باتجاه ومنحى المتجه  
  
  
  
  

  -1-12)الشكل(
 

التي حسب خلالها التسارع   Δtالزمنية   فترةالمن الواضح أنه كلما صغرت 
 تتناهى، للصفر  Δtفعندما تتناهى  ، ع الجسيم بدقة أكبرتسار  Aavميز المقدار  ، الوسطي

V1  إلىV  ، وتتناهى النسبة( ΔV / Δt )  إلى نهاية محدودة تدعى بالتسارع الآني
(Instantaneous Acceleration)   للجسيم فيM  في اللحظة  t  ، نرمز له بـA ، أي:  

(42-1)             )(limlim 00 t
tddtt 2tavt RMddVAV

2
&&===

∆
== →∆→∆

ΔV  

أو إلى ، سارع الآني يساوي إلى مشتق متجه السرعة الآنية بدلالة الزمنفمتجه الت
وهو يساوي أيضاً المشتق الثاني للمتجه ، لموضع الجسيم بدلالة الزمن المشتق الثاني

  .الموضعي للجسيم بدلالة الزمن

M 

M1 

V 

V1 V1 

∆V 

Aave 

A 
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  التسارع بطريقة الإحداثيات2-6- 
، (1-13)العلاقة أن متجه سرعة الجسيم بطريقة الإحداثيات معطى ب افتراضب

  :وباشتقاقها بالنسبة للزمن نحصل على متجه التسارع
 (43-1)       kjiAAAkjiA ...... ZYX AAAzyx ++=++=++= ZYX&&&&&&  

  :حيث
kA,jA,iA ... ZYX AAA === ZYX  

 (Rectangular Components of Acceleration)تمثل المركبات القائمة لمتجه التسارع 
  :كبات القائمة تساوي إلىوالقيمة العددية لهذه المر ،)-1-13الشكل(الموضحة في 

(44-1)  )()()()()()( ZZYYXX tztVAtytVAtxtVA &&&&&&&&& ====== ,,  
نلاحظ أن مسقط متجه التسارع على محاور الإحداثيات تساوي إلى المشتقات الأولى 

أو المشتقات الثانية لإحداثيات ، على محاور الإحداثيات بالنسبة للزمن لمساقط متجه السرعة
  .مسقط الجسيم المتحرك على محاور الحركةأي أنها تمثل تسارع ، الجسيم بالنسبة للزمن

  
  
  
  
  

  -1-13)الشكل(
فهذا يشير إلى أن اتجاه المركبة الشعاعية ، موجبة  AXوإذا كانت إشارة المركبة  

AX    هي بالاتجاه الموجب للمحورX  ، والإشارة السالبة تعني أنها تتجه بالاتجاه السالب
اً من إشارة بدءهات المركبات الأخرى على اتجا نفسها الطريقةبونحصل  ، Xللمحور  

  .المركبة العددية الموافقة
فيمكن الحصول عليه من المركبات القائمة   Aأما القيمة العددية لمتجه التسارع  

  :للتسارع
(45-1)                2/12222/12

Z
2
Y

2
X )()( zyxAAAA &&&&&& ++=++=  

ة حال ،ويمكن أن يكون التسارع موجباً،  m/sec2ووحدات قياس التسارع هي  
حالة الجسيم المادي  ،ويمكن أن يكون سالباً، أي أن سرعته تزداد، الجسيم المادي المتسارع

  .أي أن سرعته تتناقص، المتباطئ

X 

Z 

Y 

AZ 

O 
R 

i j 

k 

AY AX 
M 

A 
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  :أما الزوايا التي يصنعها متجه التسارع مع محاور الإحداثيات فهي

(46-1)     
A
A

A
A

A
A, ZYX ),cos(),cos()cos( === kA,jA,iA  

  

بصورة مستقلة كتابع للزمن وفق   x,y,z  وكنتيجة إذا علمنا كل من الإحداثيات
لأي  (1-12)وفق العلاقة   R (t)  عندئذ يمكن تركيبها للحصول على المتجه، (1-4)العلاقة 

zyxوبالمثل تركب مشتقاتهم  ، قيمة للزمن &&& وفق العلاقة   Vللحصول على المتجه    ,,
zyxكما تركب مشتقاتهم الثانية   ،(17-1) &&&&&& وفق العلاقة   Aللحصول على المتجه    ,,
(45-1).  

  

، (1-44)كتوابع للزمن وفق العلاقة   AX , AY , AZوإذا أعطيت مركبات التسارع  
 VX , VY , VZجاز أن نكامل كل منهم على حده نسبة إلى الزمن مرة واحدة للحصول على  

كتوابع للزمن   x , y ,zركة  ومرة أخرى للحصول على معادلات الح، (1-16)وفق العلاقة 
  .(1-4)وفق العلاقة 

أن التعبير عن الحركة على مسار منحن الاستنتاج من المناقشة السابقة  يمكن
مركبات لثلاث حركات خطية  ةبالإحداثيات الديكارتية المتعامدة هو في الحقيقة تركيب لثلاث

  . x , y ,zآنية في الاتجاهات  
  

 التسارعتكون مركبات  سطوانيةلأحداثيات الإطريقة اوإذا أعطيت حركة الجسيم ب
  :هي ،4b)-1-الشكل(الموضحة في   r,  θ,  Z  على المحاور

(47-1)  ztVArrtVArrtVA rr &&&&&&&&&&& ==+==−== )(..2)(.)( ZZ
2 ,, θθθ θθ  

  :الجسيملتسارع وتكون القيمة العددية 
(48-1)                        2/12

Z
22 )( AAAA r ++= θ  

  

على  التسارعتكون مركبات  داثيات الكرويةحلإوإذا أعطيت حركة الجسيم بطريقة ا
  :هي، 5)-1الشكل(الموضحة في   R,  φ,  θ  المحاور

(49-1)        
2

222

.cos.sin..2.)(

..cos.2..sin2.sin.)(

.sin..)(

ϕθθθθ

ϕθθϕθϕθ

ϕθθ

θθ

ϕϕ

&&&&&&

&&&&&&&

&&&&&

RRRtVA

RRRtVA

RRRtVA rr

−+==

++==

−−==

  

  :الجسيملتسارع وتكون القيمة العددية 
 (50-1)                            2/1222 )( θϕ AAAA R ++=  
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  التسارع بالطريقة الطبيعية3-6- 
  O1mالمتجه    O1ننشئ من نقطة ثابتة   ،لتسارع بالطريقة الطبيعيةلتوضيح ا

)(المساير لـ  rV من  Cمسار  العلى الجسيم  تحركيعندما ف،  Mمتجه سرعة الجسيم   =&
بتحول الزمن   mترسم   عندئذ ،-14a-1)الشكل(خلال ثلاثة مواضع مختارة موضحة في 

ويعرف باسم ، -14b-1)الشكل(كما هو مبين في (Hodograph) مساراً يدعى بالهودوغراف
هو متجه يساير تسارع الجسيم   mوسرعة النقطة  ،  Mراسم خطى حركة الجسيم  

)( AV بالتالي فإن متجه سرعة أي جسيم مادي يكون ، راسم الخطىوهي باتجاه مماس ل &=
بينما متجه التسارع لا يكون ، أثناء حركته في الذي يرسمه الجسيم  Cمماساً على المسار  

  .ن العلاقة بين التسارع والسرعة هي نفسها التي بين السرعة ومتجه الموضعإو، مماساً له
  
  
  
  
  
  
  

                                 a                                              b 
  -1-14)الشكل(

  

  :(1-27)السرعة متجه فمن علاقة 
τV .V=  

  :ومنه علاقة التسارع

ds
VV

dt
ds

ds
VV

dt
V

dt
dV

dt
d dττdττdττVA 2.. +=+=+== &&  

  :(1-38)بالعودة إلى علاقة فرينية الأولى 

ndτ
ρ
1=

ds
 

  :ومنه يمكن أن نكتب

(51-1)                       nτA
ρ

2

. VV += &  

O 
O1 

r1 
r2 

r3 22 rV &=

33 rV &=

11 rV &= V1 

V2 
V3 

11 VA &=
22 VA &=33 VA &=

 راسم الخطى

 المسار
m 

M 

C 
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  :والحال هذه هو محصلة متجهين  Aفتسارع الجسيم  
ويدعى  ، Anويرمز له بـ  ،  Mبق على الناظم الأساسي في الموضع  أحدهما ينط

)/(وقيمته العددية  ،(Normal Acceleration)بالمركبة الناظمية للتسارع  2 ρVAn = ،
وتتجه دوماً نحو مركز انحناء ، وهي تعبر عن التغير في اتجاه الحركة أي سرعة الجسيم

)/0(ن أي نحو تقعر المسار لأ، المسار 2 >ρV ًبالتالي فاتجاهها مستقل عن اتجاه ، دوما
  .وعن الاتجاه المعتمد للأقواس المتزايدة ،الحركة

  
  
  
  
  

                      a                                                                    b 
  -1-15)الشكل(

  

،  Aτويرمز له بـ  ،  Mفي الموضع    Cمسار  أما الثاني فينطبق على المماس لل
وقيمته العددية ، (Tangential Acceleration)ويدعى بالمركبة المماسية للتسارع 

)( sVA &&& ==τ ،بالتالي يمكن أن تكون ، وهي تعبر عن تغير القيمة العددية لسرعة الجسيم
)0(متزايدة فإذا كانت ، وذلك حسب طبيعة السرعة، موجبة أو سالبة >V&  فإنها تتجه باتجاه
)0(وإذا كانت متناقصة ، -15a-1)الشكل(حركة الجسيم  <V&  فإنها تتجه في اتجاه معاكس
  .-15b-1)الشكل(لحركة الجسيم 

  :بالشكل للجسيم ومنه يكتب التسارع الكلي
(52-1)                                      nτ AAA +=  

وقيمته العددية تعطى ،  Mويقع في المستوى الملاصق للمسار في الموضع  
  :بالعلاقة

(53-1)              2/1
2

4
22/122 )()(

ρτ
VVAAA n +=+= &  

  Mnويتحدد انحرافه عن اتجاه الناظم الأساسي   ،ويتجه ناحية تقعر المنحنى
  :التي تعين بالعلاقة  αبالزاوية  

(54-1)                                     nA
Aτ

α 1tan−=  

M 
Aτ

 

An
 

A 

α 

 -O+ 

n 

M 
Aτ

 

An
 

A α 

 -O+ 

n 

τ  τ  V 

φ 
V 

φ 
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أي أن  ، Aτمن جهة    Vتكون الحركة متسارعة في الأوضاع التي يتجه فيها  
وفي هذه الحالة يتحقق الجداء السلمي  ،-15a-1)الشكل(كما في  سرعتها تزداد بالقيمة المطلقة

  :التالي
2/0. πϕ <⇒>VA  

أي   Aτ  عكس جهة  V  في الأوضاع التي يتجه فيها ،متباطئة بينما تكون الحركة
وفي هذه الحالة يتحقق الجداء ، -15b-1)الشكل(كما في  أن سرعتها تتناقص بالقيمة المطلقة

  :السلمي التالي
2/0. πϕ >⇒<VA  

أي في  ،عندما يسير المتحرك في الجهة الموجبة للمسار ،الحركة مباشرة وتكون
وتكون الحركة عكسية عندما يسير المتحرك في الجهة السالبة ، اصل المتزايدةجهة الفو

  .أي في جهة الفواصل المتناقصة ،للمسار
ويمكن ، ويكون تسارع الجسيم المادي معدوماً عندما تساوي كلا المركبتين الصفر

     حيث تكون ، صفر عند بعض نقاط المسارإلى ال  Anأو  Aτأن تؤول إحدى المركبتين  
( Aτ = 0 )  في النقط التي تحقق عندها العلاقة( dV /dt = 0 ) ، أي مثلاً في النقط التي

أو عندما يتحرك الجسيم بسرعة ، إلى قيمتها العظمى أو الصغرى  Vتصل عندها السرعة  
لصفر إلا إذا مر الجسيم في نقطة انعطاف اتساوي   Anولن تكون  ، ثابتة على طول المنحني

(Points of Inflection)  حيث يكون نصف قطر انحناء المسار عندئذ ، أثناء حركتهفي
  .)1a-1الشكل(كما هو واضح في  مستقيماً أو عندما يكون المنحني خطاً، لانهاية مساوياً

إن اعتماد مركبة التسارع الناظمية على نصف قطر تقوس المسار الذي يرسمه 
أو التركيبات الآلية التي يوجد فيها ، لمنشآتعند تصميم ا في الحسبانالجسيم المادي يؤخذ 

  .والحدبات، وخطوط السكك الحديدية، اختلاف كبير في تقوس سطوحها كجناح الطائرة
فمن أجل تجنب التغيرات المفاجئة في تسارع جزيئات الهواء المار حول جناح 

ت المفاجئة في تجنب التغيرا ،للأجنحة (Profile) المظهر الجانبي الطائرة يراعى عند تصميم
وذلك ، ومدها عند تصميم الخطوط الحديدية المنحنية نفسه في الحسبان ويؤخذ الحذر، التقوس

 اًومزعج ،بالنسبة للعربات ياًلتجنب التغيرات المفاجئة في تسارع العربات الذي يكون قاس
ن وصل بيالوإنما يجب  ،وبالتالي لا يمكن وصل خط مستقيم بخط دائري، بالنسبة للركاب

من نصف قطر مسار لانهائي  ،وتلطيفه الاثنين دوماً بأجزاء انتقالية تساعد في تخفيف الانتقال
يطبق عند  هنفسالأمر . في حالة الخط الحديدي المستقيم إلى نصف قطر معين للقسم الدائري

وذلك بوضع  ،من أجل منع أي تغير حاد في التسارع ،تصميم الحدبات ذات السرعة العالية
  .ت انتقال تؤمن تغيراً مستمراً في التسارعمنحنيا
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  الحركة بالنسبة لمجموعة إحداثيات تتحرك حركة انسحابية7- 
Relative Motion to a Frame in Translation 

لقد استخدمنا في الفقرة السابقة من أجل وصف ودراسة حركة الجسيم المادي 
مجموعة الإحداثيات هذه في معظم وكانت ، بالنسبة لمجموعة واحدة من المحاور الإحداثية

  .ثابتة دالحالات مرتبطة بالأرض لذا كانت تع
فمن الأفضل استخدام عدة محاور  ،ولكن من أجل دراسة حركة بعض الحالات

فإذا كانت إحدى هذه المجموعات ترتبط بالأرض سندعوها ، نفسه للإحداثيات في الوقت
مجموعات الأخرى بمجموعة الإحداثيات بينما سندعو ال ،بمجموعات الإحداثيات الثابتة

ن لا ننسى أن اختيار أي مجموعة من المحاور كمجموعة ثابتة هي عملية أويجب ، المتحركة
  .ها ثابتة والبقية تكون متحركةفتراضن أي مجموعة يمكن اإإذ ، كيفية وافتراضية

  

، -1-16)الشكل(يتحركان في الفراغ كما في   Bو  Aليكن لدينا جسيمان ماديان  
في أي لحظة زمنية معينة بالنسبة الجسيمين  موضع  rBو  rAالموضع   ايعين متجه

  . T(OXYZ)لمجموعة الإحداثيات الثابتة 
تتمركز في الجسيم    T1(AX1Y1Z1)لنأخذ الآن مجموعة أخرى من الإحداثيات 

A    وتوازي المجموعة الثابتةT  ،رك نقطة الأصل في المجموعة حبحيث عندما تت
وتكون حركة ، لمتحركة فإن محاورها تبقى على الدوام موازية لمحاور المجموعة الثابتةا

  . Tبالنسبة للمجموعة   (Translation)في هذه الحالة انسحابية   T1مجموعة الإحداثيات  
  
  
  
  
  
  

  -1-16)الشكل(
  

بالنسبة   Bالذي يعين موضع الجسيم    RB/Aبالمتجه    Bو  Aنصل الجسيمين  
 ، Aبالنسبة لـ    Bأو باختصار موضع الجسيم  ،  T1مجموعة المقارنة المتحركة  إلى 
  :نجد -1-16)الشكل(فمن 

(55-1)                          B/AAB RRR +=  

X 
Z 

Y 

O 

RB/A 

A 

B RB 

RA 

X1 
Y1 



43 
 

  :باشتقاق هذه العلاقة بالنسبة للزمن من مجموعة الإحداثيات الثابتة نحصل على

dtdtdt
B/AAB drdrdr

+=  

بينما ، على الترتيب  VBو  VAالسرعتين    drB/dtو  drA/dtتقان  يمثل المش
وأيضا ،  T1بالنسبة إلى مجموعة المحاور    rB/Aمعدل تغير    drB/A/dtيمثل المشتق  

،  Tتتحرك حركة انسحابية بالنسبة للجملة    T1إذ أن الجملة  ،  T  بالنسبة للمحاور الثابتة
،  VB/Aأي ،  T1بالنسبة للمحاور المتحركة    Bرعة الجسيم  بالتالي فإن هذا المشتق يعين س

  :ويعطى بالعلاقة،  Aبالنسبة للجسيم    Bأو باختصار سرعة الجسيم  
(56-1)                              B/AAB VVV +=  

تسارع ،  AB/Aيعين التسارع    dVB/A /dtأن الحد   فرضباشتقاق المعادلة مع 
  :ومنه Aبالنسبة للجسيم    Bأو باختصار تسارع الجسيم  ،  T1بالنسبة للجملة    B الجسيم 
(57-1)                             B/AAB AAA +=  

بالنسبة إلى مجموعة المقارنة الثابتة بالحركة المطلقة   Bتدعى حركة الجسيم  
(Absolute Motion) أو بالحركة المركبة.  

 Aبجمع حركة الجسيم  ،  Bكن الحصول على الحركة المطلقة للجسيم  بالتالي يم
  . Aبالنسبة لمجموعة الإحداثيات المرتبطة في    Bمع حركة الجسيم  نفسه من الجسم 

للجسيم المادي   VB  أنه يمكن الحصول على السرعة المطلقة (1-56)تبين المعادلة 
B    بواسطة الجمع الشعاعي للسرعتينVA  وVB/A  ، عن خواص  (1-57)وتعبر المعادلة
  .نفسها تسارعال

  

، هي انسحابية  T1ويجب أن لا ننسى أن حركة مجموعة الإحداثيات المتحركة  
  .أنه يجب استخدام علاقات مختلفة عند دوران مجموعة الإحداثيات المتحركة لاحقاًوسنرى 

  
  حل مسائل حركة الجسيم8- 

وكذلك ، مسار أو سرعة أو تسارع الجسيم تنحصر مسائل حركة الجسيم في تعيين
 فترةأو إيجاد المسافة المقطوعة خلال ، في إيجاد الزمن الذي يقطع خلاله الجسيم مسافة ما

  .زمنية معينة وما شابه ذلك
ويجب قبل البدء بحل أي مسألة من هذا النوع أن نحدد أولاً حسب أي معادلة 

  :إحدى الحالتين الآتيتين عند ذلك يمكن أن تنشأ لدينا، يتحرك الجسيم
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والمطلوب إيجاد مميزات ، إما أن تعطى معادلة حركة الجسيم في شروط المسألة -
 .الحركة

ولكن حركتها تعتمد بشكل معين على حركة ، أو أن لا تعطى معادلة حركة الجسيم -
 وفي هذه الحالة يجب أن تبدأ حل المسألة بإيجاد المعادلات، معطاة لجسيم آخر أو جسم آخر

  .التي تحدد معادلة حركة الجسيم المدروس
  

 -1-1 مسألة
  :ادرس حركة جسيم معطى بالمعادلات

)3(2,3,3 323 ttztyttx +=−=−=  
  :وذلك بإيجاد العلاقة بدلالة الزمن لـ

  .المتجه الموضعي للمتحرك .1
  .متجه سرعة المتحرك .2
  .المسافة التي يقطعها المتحرك .3
  .متجه تسارع المتحرك .4
 .نصف قطر انحناء المسار .5

  

  :الحل
 :(1-12) تحدد علاقة المتجه الموضعي للمتحرك بالعلاقة .1

kjiR ... zyx ++=  
  :منه

kjiR )3(2.3)3( 323 ttttt ++−−=  
 

 :(1-15)تحدد علاقة متجه السرعة بالعلاقة  .2
kjikjiV ...... ZYX VVVzyx ++=++= &&&  

  :حيث
)33(2,6,33 22 +==−==−== tzVtyVtxV ZYX &&&  

  :منه
kjiV )33(23)-3( 22 ++−= tt.6t  
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  :(1-17)طى بالعلاقة وعلاقة قيمته العددية تع
2/1222 )( zyxV &&& ++=  

  :وتساوي إلى
)1(53])1(45[ 22/122 +=+= ttV  

  

  :هي  OXعلى المحور  ف، (1-18)أما علاقة زاوية ميل متجه السرعة تعطى بالعلاقة 

)1(5
1cos

)1(53
)1(3coscos 2

2
1

2

2
11

+
−

=
+

−
== −−−

t
t

t
t

V
VXα  

  :هي  OY  وعلى المحور

)1(5
2cos

)1(53
6coscos 2

1
2

11

+
−

=
+

−
== −−−

t
t

t
t

V
VYβ  

  :هي  OZوعلى المحور  

5
2cos

)1(53
)1(6coscos 1

2

2
11 −−− =

+
+

==
t

t
V
VZγ  

أي ميل المماس للمسار في جميع نقاطه يصنع مع ، السرعةمتجه نلاحظ أن ميل 
سطوانة قائمة أبالتالي المسار هو عبارة عن لولب مرسوم على ، زاوية ثابتة  OZالمحور  

  . OZمحورها يوازي المحور  
  

 :(1-29)تحدد معادلة المسافة بالعلاقة  .3

dtzyxss
t

t
.)(

0

2/1222
0 ∫ ++=− &&&  

  :بالتعويض
dttss

t

t
)1(53 2

0
00

+=− ∫
=

 

  :منه
0

3)3(5 stts ++=  

  :يكون ( t = 0 )غير أنه في اللحظة 
00 0000 =⇒=== szyx  

  :منه علاقة المسافة
)3(5 3tts +=  
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 :(1-43) تحدد علاقة متجه التسارع بالعلاقة .4
kjikjiA ...... ZYX AAAzyx ++=++= &&&&&&  

  :حيث
tzAyAtxA ZYX 12,6,6 ==−==== &&&&&&  

  :منه
kjiA .12.6 t6t +−=  

  :(1-45)وعلاقة قيمته العددية تعطى بالعلاقة 
2/12222/1222 )()( zyxAAAA ZYX &&&&&& ++=++=  

  :وتساوي إلى
2/12 )15(6 += tA  

  :هي  OXعلى المحور  ف، ما علاقة زاوية ميل متجه التسارعأ

2/12
1

2/12
11

1 )15(
cos

)15(6
6coscos

+
=

+
== −−−

t
t

t
t

A
AXα  

  :فهي  OY  وعلى المحور

2/12
1

2/12
11

1 )15(
1cos

)15(6
6coscos

+
−=

+
−== −−−

ttA
AYβ  

  :فهي  OZوعلى المحور  

2/12
1

2/12
11

1 )15(
2cos

)15(6
12coscos

+
=

+
== −−−

t
t

t
t

A
AZγ  

 

 :وتحدد علاقة نصف قطر الانحناء من علاقة التسارع الناظمي .5

n
n

A
VVA

22

=⇒= ρ
ρ

 

  :(1-53) حيث التسارع الناظمي يحسب من العلاقة
2/122222 )( ττ AAAAAA n

n −=⇒+=  
  :والتسارع المماسي يحسب من العلاقة

tVA 56== &τ  
  :اظميبالتعويض نحسب التسارع الن

22/122  /sm6)]5(36)15(36[ =−+= ttAn  
  :ومنه علاقة نصف قطر الانحناء

)1(
2

15
6

)1(45 2
2

+=+= ttρ  
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  مادي ستوية لجسيمنحنية المالحركة الم9- 
Curvilinear Plane Motion of a Particle 

، في الفراغ لقد تم دراسة الحالة العامة للحركة ثلاثية الأبعاد لجسيم على مسار منحنٍ
        سطوانيةأما الإحداثيات الأ،  x , y , zحداثيات الديكارتية المتعامدة  وتم بحث نظام الإ

r , θ . z   التي ستقدم في الفصل الثانيلجسيم فإنها تستعمل عادة لوصف الحركة اللولبية ،
عند م يجسالكروية لحركة الفإنها تستعمل عادة لوصف ،  θ , φ , R والإحداثيات الكروية

  . θ , φ  والزاويتين ، R  ة المسافة نصف القطريةبواسط هتحديد موضع
  

  الحركة المستوية بالإحداثيات الديكارتية1-9- 
إن الانتقال من نظام ثلاثي الأبعاد إلى نظام ذي البعدين لا يؤدي إلى أي صعوبات 

ن معادلات الحركة إف ، OXY  مثل في مستوى واحد دائماً الجسيمإذا كانت حركة ف، عملية
  :الديكارتية تعطى بـ تيابالإحداث
(58-1)                          )(2 tfy =                   )(1 tfx =  

وكذلك مشتقاته الزمنية في ، من معادلات الحركة  zننا ننقص فقط الإحداثي  إحيث 
ة متجه التسارع وعلاق ، (1-15)وعلاقة متجه السرعة، (1-12)علاقة المتجه الموضعي 

  :حيث تصبح، (43-1)
 (59-1)                                            jir .. yx +=  
(60-1)              jiVVjiV .... YX VVyx +=+=+= YX&&  
(61-1)             jiAAjiA Y .... YX AAyx +=+=+= X&&&&  

  
  
  
  
  
  
  

  -1-17)الشكل(
  

X 

Y 

O 

A 
r 

V 

VX 

VY 

i 

j 

x.i 

y.j 
A AX 

AY A 

θ θ1 
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  :ها العدديةوقيم -1-17)الشكل(الموضحة في 
(62-1)              XY /tan VV=θ        2/1222/12

Y
2

X )()( yxVVV && +=+=  
(63-1)             XY1 /tan AA=θ       2/1222/12

Y
2
X )()( yxAAA &&&& +=+=  

  
  -1-2 مسألة

  :معطى بالعلاقة  Mبحيث كان متجه الموضع له في   يتحرك جسيم على منحنٍ
jir )512(.20 2ttt −+==OM  

  :دالمطلوب تحدي
 .معادلة المسار .1

 .( t = 10  s )السرعة بعد مرور زمن قدره  –السرعة الابتدائية  -متجه السرعة  .2

 .متجه التسارع .3
 

  :الحل
نلاحظ أن المسار حيث تحدد معادلة المسار من علاقة المتجه الموضعي للجسيم  .1

  :هي معادلات حركة الجسيم أنو،  OXYالمنحني يقع في المستوي  
2512,20 ttytx −==  

  :بينهما ينتج  tبحذف الزمن  

805
3)

20
(5

20
12

2
2 xxxxy −=−=  

xfy)(تمثل هذه العلاقة معادلة المسار  =.  
  

 :(1-60)تحدد علاقة متجه السرعة من العلاقة  .2
jijiV .... YX VVyx +=+= &&  

  :حيث
tyVxV 1012,const20 YX −===== &&  

وأن حركة ، مستقيمة منتظمة هي حركة  Xنلاحظ أن حركة مسقط الجسيم على المحور  
  .هي حركة مستقيمة متغيرة بانتظام  Yمسقط الجسيم على المحور  

  :وبالتعويض نحصل على علاقة السرعة
jiV )1012(.20 t−+=  
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  :فتحدد مركباتها كما يلي ،( t = 0 )أما القيمة العددية للسرعة الابتدائية 
 /secm12, /secm200 Y0X0 ==⇒= VVt  

  :بالتالي
 /secm344])12()20[()( 2/1222/12

Y0
2
X00 =+=+= VVV  

  :فتحدد مركباتها كما يلي ،( t = 10  sec )والقيمة العددية للسرعة عند 
 /secm8810012)(, /secm20)(sec10 10Y10X −=−==⇒= == tt VVt  

  :بالتالي
 /secm24.90])88()20[(])()[( 2/1222/12

10Y
2

10X10 =−+=+= === ttt VVV  

  :وتميل السرعة على الأفق بزاوية
o11

X

Y1 8.102)4.4(tan
20
88tantan =−=

−
== −−−

V
V

θ  

 :(1-61)تحدد علاقة متجه التسارع من العلاقة  .3
jijiA .... YX AAyx +=+= &&&&  

  :حيث
2

YX  /secm10,0 −=== AxA &&  
  :بالتالي

2
Y  /secm10−== AA  

ويتجه دوماً عكس   m/sec2  10أي أن التسارع ثابت في المقدار والاتجاه وقيمته العددية  
  . Yاتجاه المحور  

  

  -1-3 مسألة
مع سرعة  حراً اًإذا كانت معادلات الحركة لمركز ثقل طائرة شراعية تهبط هبوط

  :هي  Uرها  أفقية مقدا

2
,.

2tghytUx −==  

  :المطلوب تعيين. هي ثوابت  U , g , hحيث  
  .وسرعته وتسارعه M  مسار مركز الثقل في الوضع العام .1
  Mالتسارع المماسي والناظمي ونصف قطر التقوس للمسار في الوضع العام   .2

  .بدلالة السرعة في هذا الوضع
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  :الحل
 ،من معادلتي الحركة  tلإيجاد المسار نحذف الزمن   .1

  :فمن المعادلة الأولى

U
xt =  

  :نعوض في المعادلة الثانية
2

22
x

U
ghy −=  

  .نحصل على معادلة مسار مركز ثقل الطائرة وهو قطع مكافئ
  :ولإيجاد علاقة السرعة نشتق معادلتي الحركة

tgVyUVx ., YX −==== &&  
  .-18a-1)الشكل(وضحة في نحصل على مركبتي السرعة الم

  :مركز ثقل الطائرة منه علاقة سرعة
2/12222/122 ].[)( tgUVVV YX +=+=  

حيث تزداد  ( V0 = U )فإن سرعة مركز الثقل تساوي إلى  ،( t = 0 )وفي لحظة البدء عند 
  :وتميل السرعة على الشاقول بمقدار، باستمرار مع الزمن

tg
U

V
V

.
tantan 1

Y

X1 −− ==α  

  
  
  
  

                         a                                                               b 
  -1-18)الشكل(

  

  :ولإيجاد التسارع نشتق مركبات السرعة .2
gAVyAVx −====== YYXX ,0 &&&&&&  

تتجه نحو الأسفل والموضحة في  ،فحسبمنه تسارع مركز ثقل الطائرة له مركبة شاقولية 
  :وقيمتها العددية -18b-1)الشكل(

2
Y  /smgAA −==  

X 

Y 
M 

O 

Vx 

Vy VM 
α 

X 

Y 
M 

O 
AM 
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وباتجاه ثابت ، نلاحظ أنه لدينا في هذه الحالة مركبة واحدة للتسارع بقيمة ثابتة
فإن حركة الجسيم المادي ليست متغيرة  ( A = const )ومع أن ،  Yيوازي المحور  

 ،( A = const )وليس  (Aτ = const)لأن شروط الحركة المتغيرة بانتظام هو كون ، بانتظام
  .( Aτ ≠ const )لكن في حالتنا هذه سنجد أن 

  :لإيجاد التسارع المماسي لدينا

2/1222

2

).(
.

tgU
tgVA

+
== &τ  

  :من علاقة السرعة حيث لدينا  tنحسب  
2/1222222 )(1. UV

g
ttgUV −=⇒+=  

  :نحصل على  tبتعويض قيمة  

const)1( 2/1
2

2

≠−=
V
UgAτ  

بعد ذلك يزداد ، ( Aτ = 0 )ج أن ينت ( V0 = U )و  ( t = 0 )ينتج عن ذلك أنه في اللحظة 
ن التسارع المماسي يقترب من إوهكذا ف، ( Aτ = g )فإن  ( ∞ = V )وعندما ،  Vمع قيمة  

  .التسارع الكلي
  :(1-53)ولإيجاد التسارع الناظمي لدينا من العلاقة 

2
2

2

2

2
22222222 )1( g

V
U

V
UggAAAAAA nn =−−=−=⇒+= ττ  

  :منه
gVUAn )/(=  

بعد ذلك تتناقص  ،( An = g )ينتج أن  ( V0 = U )و  ( t = 0 )ينتج عن ذلك أنه في اللحظة 
ن قيمة التسارع الناظمي في إوهكذا ف، ( An = 0 )فإن  ( ∞ = V )وعندما ،  Vمع قيمة  

  .النهاية تقترب من الصفر
  :للمسار لدينا  ρنصف قطر التقوس   ولإيجاد

gUVAVVA nn ./// 322 ==⇒= ρρ  
بعد ذلك ، أصغر ما يمكن  ρ تكون  ( V0 = U )و  ( t = 0 )ينتج عن ذلك أنه في اللحظة 

بالتالي  ،( ∞ → ρ )تزداد   ρفإن   ( ∞ → V )وبازدياد السرعة ،  Vيزداد مع قيمة  
)]1/(0[التقوس ينقص  →ρ.  
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  -1-4 مسألة
             نصف قطر تقوسه ،قطار يسير على سكة حديدية في إحدى المنعطفات

( ρ = 500  m )  كانت سرعته عندما( V1 = 90  km/h ) . طبقت الفرامل فجأةً فسببت
وبعد انقضاء ست ثوان من تطبيق الفرامل انخفضت سرعته إلى         ، تباطؤ القطار بنسبة ثابتة

( V2 = 60  km/h )، ين تسارع هذا القطار تماما بعد تطبيق الفرامليعالمطلوب ت.  
  :الحل

  :بالعلاقة )-1-19الشكل(ضح في يعطى التسارع المماسي المو
tVVtVVA /)(/ 12 −=∆∆== &τ  

  :حيث
 /secm253600/100090 /hkm901 =×==V  
 /secm7.163600/100060 /hkm602 =×==V  

  :ومنه بالتعويض
2 /sm38.16/)257.16( −=−=τA  

  
  
  
  
  
  

  -1-19)الشكل(
 

  :العلاقةفيعطى ب -1-19)الشكل(الموضح في  أما التسارع الناظمي
222

1  /secm25.1500/)25(/ === ρVAn  
  :لي يعطي بالعلاقةوالتسارع الك

2/122 )( nAAA += τ  
  :بالتعويض بالقيم العددية

2 /secm86.1=A  
  :وميل التسارع الكلي على الناظم

o111 83.47104.1tan
25.1
38.1tantan ==== −−−

nA
Aτ

α  

τ  

Aτ 

An α 
n 

C C 

A 
 اتجاه الحركة

 اتجاه الحركة
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  الإحداثيات القطبية فيالحركة المستوية 2-9- 
                  Plane Curvilinear Motion in Polar Coordinates 

ن معادلات إف ، OXYيتحرك جسيم طوال الوقت في مستوي واحد مثل  عندما 
  :تؤول إلى  (1-5)المعينة بالعلاقات الاسطوانية تالحركة بالإحداثيا

(64-1)                    )(2 tf=θ                   )(1 tfr =  
 r , θالإحداثيتين   وإبقاء، حركةمن معادلات ال  zحذف الإحداثية   فحسبحيث تم 

واسطتهما يمكن تحديد موضع الجسيم وب، اء حركة الجسيم بتغير الزمنأثنفي تتغيران اللتين 
 نتمثلا (1-64) والعلاقتان، بالإحداثيات القطبية وتدعى،    OXYفي المستوي المتحرك

  .معادلات حركة الجسيم بالإحداثيات القطبية
  
  
  
  
  
  

  -1-20)الشكل(
  

يتحرك بدلالة جملة إحداثية قائمة مباشرة    Mجسيم   دتوضيح الحركة نعل
T1(O1X1Y1Z1)  ،  والمتجهات الواحدية لمحاورها هيi1 , j1 , k1 ،  مساراً حيث يرسم

  :حيث يكون، )-1-20الشكل(كما في   O1X1Y1مستوياً يقع في المستوي  
)(1 tr=MO  

  

والمتجهات ، قائمة مباشرة  T(O1XY)ات مستوية  أيضاً جملة إحداثي دكما نع
وينطبق ،  O1X1Y1على المستوي   احيث ينطبق مستويه ، i , jالواحدية لمحاورها هي  

 θزاوية    O1Xعلى مسارها يدور المحور    Mفعندما تتحرك  ،  O1Mعلى  O1Xفيها  
، )-1-20الشكل(في  كما  O1العمودي على مستوى الحركة في المبدأ    O1Z1حول المحور 

  :بحيث يكون
)(XO  XO 111 tθ=∧  

  :هما  Mالقطبيتان للجسيم   نعندئذ تكون الإحداثيتا
)(2 tf=θ                    )(1 tfr =  

X1 

Z1 

M 

O1 i1 

j1 

k1 

i 

Y1 
Y 

X 
θ 

j r 
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  ن للمحورينييمكن تعيين العلاقة التي تربط بين المتجهين الواحدي -1-20)الشكل(من 
O1X  وO1Y  ،لك من الشكلذو:  

(65-1)        11 jij .cos.sin θθ +−=    ,    11 jii .sin.cos θθ +=  
  

  :نحصل على  θنشتق بدلالة الزاوية  

(66-1)                      idjjdi
−==

θθ dd
,  

الواحدي للمحور المتحرك بدلالة زاويته القطبية هو  المتجه أن مشتق (1-66)وتعني العلاقة 
  . π / 2واحدي يعامده مباشرة    متجه

  

  :نحصل على  tوإذا اشتقينا بدلالة الزمن  

(67-1)       idjdjjdidi .,. θθ
θ

θθ
θ

&& −====
dt
d

ddtdt
d

ddt
  

  . Oحول    OMلدوران المتجه   عى بالسرعة الزاويةدوت  ωبـ    &θيرمز عادة لـ  
  

  السرعة في الإحداثيات القطبية1-2-9- 
  :يمكننا أن نحدد موضع الجسيم بالعلاقة -1-20)الشكل(من 

i.1 r=MO  
  : t  نشتق بدلالة الزمن

(68-1)                       jiV .θr..r
dt

&& +==
dM  

هي محصلة مركبتين كما في   Mوتصبح سرعة الجسيم الماسة للمسار في 
  :-21a-1)الشكل(

،  &rوقيمتها العددية  ،  O1Mها نصف قطر المتجه  حامل  &i.rالمركبة الأولى  
وتدعى هذه المركبة بالسرعة القطرية ،  Vrويرمز لها بـ   ، rوتمثل معدل استطالة المتجه  

(Radial Velocity).  
.j.θrوالمركبة الثانية   دلالة محور وقيمتها العددية ب، مع المركبة القطرية دتتعام  &

.θrهو   O1Y يوازي  وتدعى هذه ،  Vθويرمز لها بـ  ،  rوتنتج عن دوران المتجه  ،  &
  .(Transverse Velocity)المركبة بالسرعة العرضانية 

  :ومنه
(69-1)                                  θr VVV +=  
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                           a                                                             b 
  -1-21)الشكل(

  

  :أما القيمة العددية للسرعة
(70-1)                         2/12/122 )()( 222

r θ.rrVVV && +=+= θ  
)(للزاوية   φوإذا رمزنا بـ   ϕ=∧ V  XO1، كان:  

(71-1)                              
dr
dr

V
V

r

θ
ϕ θ ==tan  

  . Mمنحى المماس للمسار في الموضع   (1-71)وتحدد العلاقة 
  

  التسارع في الإحداثيات القطبية2-2-9- 
  :بدلالة الزمن (1-68)باشتقاق العلاقة 

dt
rrr

dt
rr

dt
djjjdiidVA ....... θθθ &&&&&&&& ++++==  

           ijjiA ......... 2θθθθ &&&&&&&&& rrrjrr −+++=  
 (72-1)                          jiA )..2().( 2 θθθ &&&&&&& rrrr ++−=  

  :-21b-1)الشكل(هو محصلة مركبتين كما في   Mتسارع الجسيم   نحصل على أن
).(iالمركبة الأولى  2θ&&& rr ).(حاملها نصف القطر الموضعي وقيمتها العددية  − 2θ&&& rr − ،

  . Arويرمز لها بـ   ،وتدعى هذه المركبة بالمركبة القطرية
)j)..2الثانية المركبة و θθ &&&& rr وقيمتها العددية  هي تعامد المركبة القطريةف +
)..2( θθ &&&& rr   . Aθ  ويرمز لها بـ ،وتدعى هذه المركبة بالمركبة العرضانية، +

  :ومنه
(73-1)                                    θr AAA +=  

X1 

r 

θ 

φ 
M

Vr 

Vθ 

V 

X1 

r 

θ 
M

Ar 

Aθ 
A 

O1 O1 

β 
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  :أما القيمة العددية للتسارع

(74-1)         
2/1222/122 )]..2().[()( θθθθ

&&&&&&& rrrrAAA r ++−=+=  
)(للزاوية   βوإذا رمزنا بـ   β=∧ A  XO1 كان:  

(75-1)                                          
rA

Aθβ =tan  

منحى التسارع على نصف القطر الموضعي أي على المركبة القطرية  (1-71)وتحدد العلاقة 
  . Mفي الموضع  

  
  اصةحالات خ3-2-9- 

تتجلى ميزة الإحداثيات القطبية عندما ندرس الحركة المقيدة لجسيم وذلك للتحكم 
أو عندما ندرس الحركة الغير مقيدة ،  θوالوضع الزاوي  ،  r  بالمسافة نصف القطرية

  :وكحالات خاصة، لجسيم لقياس المسافة نصف القطرية والوضع الزاوي
)(constأي ، منتظمة حركة  O1Xإذا كانت حركة دوران المحور  -  =θ& ،

)0(بالتالي  =θ&& ،كان عندها:  
(76-1)                           jA,iA θr ..2).( 2 θθ &&&&& rrr =−=  

  

كان ، (r = const)على مسار دائري بنصف قطر ثابت   Mإذا تحرك الجسيم  - 
  :عندها

(77-1)                 jV,V θr ..0 θ&r==  
jA,iA θr .... 2 θθ &&& rr =−=  

 

أي  ، على مسار دائري حركة دائرية منتظمة  Mإذا تحرك الجسيم   -
const)( =θ&  وconst)( =r ،كان عندها: 
(78-1)                    0.. 2 =−= θr A,iA θ&r  

ة ويتجه في هذه الحالة على نصف قطر الدائر  Aوينطبق عندها التسارع الكلي  
  .(Centrifuge)ويدعى بالتسارع النابذ ، نحو مركزها
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   -1-5مسألة
  :يتحرك جسيم مادي في مستوي ويرسم مساراً منحنياً وفق المعادلات

tebr .. ωθθ == ,  
  :المطلوب تحديد علاقة، ثوابت  ωو  bحيث  
  .كل من متجه السرعة ومتجه التسارع .1
 .نصف قطر تقوس المسار .2

 

  :الحل
 :ن القيمة العددية لمتجه السرعة تعطى بـإ .1

222
r θ.rrVVV && +=+= 222

θ  

  :حيث
θθ ωθωθ ebebr ...., === &&&  

  :منه المركبة القطرية للسرعة
θω ebrVr ..== &  

  :والمركبة العرضانية للسرعة
θ

θ ω ebθr.V ..== &  

  :بالتعويض
θθθ ωωω 2222222222 ..2.... ebebebV =+=  

  :القيمة العددية للسرعةعلاقة ومنه 
θω ebV .2=  

  :تعطى بالعلاقة  φبزاوية   ويميل متجه السرعة على المتجه الموضعي
o11 451tantan === −−

r
V V

Vθϕ  

  

  :القيمة العددية لمتجه التسارع فتعطى بـعلاقة أما 
2/12222/122 ])..2().[()( θθθθ

&&&&&&& rrrrAAA r ++−=+=  
  :حيث

θθ ωθωθ ebebr .....,0 2=== &&&&&  
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  :منه المركبة القطرية للتسارع
0..... 222 =−=−= θθ ωωθ ebebrrAr

&&&  
  :والمركبة العرضية للتسارع

θ
θ ωθθ ebrrA ..2..2 2=+= &&&&  

  :القيمة العددية لمتجه التسارع علاقة بالتعويض نحصل على
θ

θ ω ebAA .2)( 22/12 ==  

  :تعطى بالعلاقة  φبزاوية   ويميل متجه التسارع على المتجه الموضعي

2/tantan 11 πϕ θ =∞== −−

r
A A

A
 

  .جه الموضعيعلى المتأي أن متجه التسارع عمودي 
  

القيمة العددية لمتجه التسارع  نعلم أن، لإيجاد علاقة نصف قطر تقوس المسار .2
 :(1-53)يعطى أيضاً بالعلاقة 

2

4
2222

ρτ
VVAAA n +=+= &  

  :حيث المركبة المماسية للتسارع
θ

τ
θθ

τ ωωθω 24222 ..2..2..2 ebAebebVA =⇒=== &&  

  :والمركبة الناظمية للتسارع

2

444

2

4
2 ..4

ρ
ω

ρ

θebVAn ==  

  :بالتعويض

2

444
242242 ..4..2..4

ρ
ω

ωω
θ

θθ ebebeb +=  

  :نصف قطر تقوس المسار علاقة كونتومنه 
θρ eb2=  
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  -1-6مسألة
  :تبعاً للعلاقة  Oحول المفصل الثابت    OAيدور الذراع  

215.0 t=θ  
  .بالثوانيتقاس   tو   ،بالتقدير الدائريتقاس   θحيث  

  Oاء دورانه بحيث يكون بعده عن المركز  على الذراع أثن  B  بينما ينزلق الجسيم
  :تبعاً للعلاقة

24.03 tr −=  
  .بالثواني  tبالمتر و    rحيث  

  Bسرعة الجسيم   إيجاد، )-1-22الشكل(لوضع المبين في عند االمطلوب 
باتجاه معاكس لدوران عقارب  ( θ = 30o )زاوية   OAبعد أن يدور الذراع   ،وتسارعه

  .الساعة
  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  

  -1-22)الشكل(
 

  :بـ  Bالجسيم   تعطى القيمة العددية لسرعة
222

r θ.rrVVV && +=+= 222
B θ  

  :حيث لدينا، لحساب مركبات السرعة نحسب زمن الحركة
rad524.030o ==θ  

  :بالتعويض في معادلة الحركة
215.0524.0 t==θ  

  :ومنه زمن الحركة
sec869.1=t  

θ O 

A B 

r 
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  :مع التعويض نحصل على  θبالاشتقاق مرتين لعلاقة  
2sec/rad3.0,sec/rad561.03.0 === θθ &&& t  

  :نحصل على،  rبالتعويض عن زمن الحركة في علاقة  
m603.14.03 2 =−= tr  

  :نحصل على، مع التعويض  r  بالاشتقاق مرتين لعلاقة
2m/sec-0.8,m/sec495.18.0 =−=−= rtr &&&  

  :ريةومنه مركبة السرعة القط
m/sec495.1−== rVr &  

  :ومركبة السرعة العرضانية
sec/m899.0561.0603.1. =×== θθ

&rV  

  :ومنه القيمة العددية للسرعة
sec/m745.1)( 2/122

B =+= θVVV r  

  :)-23a-1الشكل(فتعطى بالعلاقة ،  OAأما زاوية ميل متجه السرعة على الذراع  
o11 31

495.1
899.0tantan === −−

r
V V

Vθϕ  

  
  
  
  
  
  

                              a                                                       b 
  -1-23)الشكل(

  

  :بـ  B  وتعطى القيمة العددية لتسارع الجسيم
2/12222/122

B ])..2().[()( θθθθ
&&&&&&& rrrrAAA r ++−=+=  

  :حيث علاقة المركبة القطرية
2.θ&&& rrAr −=  

  :بالتعويض
22 sec/m304.1)561.0(603.18.0 −=−−=rA  

30o 
O 

B 

r 

β 
Vr 

Vθ 

V 

O 

B 
α 

A 

Aθ 
Ar 
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  :والمركبة العرضانية
θθθ
&&&& ..2 rrA +=  

  :بالتعويض
2sec/m196.1561.0)495.1(2)3.0(603.1 −=−+=θA  

  :ومنه القيمة العددية للتسارع
22/1222/122

B sec/m77.1])196.1()304.1[()( =−+−=+= θAAA r  

  :)-23b-1الشكل(فتعطى بالعلاقة   OAأما زاوية ميل متجه التسارع على الذراع  
o111 5.42917.0tan

304.1
196.1tantan ==

−
−

== −−−

r
A A

Aθϕ  

  
  -1-7 مسألة

  :معادلته القطبية يتحرك جسيم على منحنٍ
ρ = a . cosθ 

  :بسرعة زاوية منتظمة مقدارها
sec/rad2== ωθ&  

المطلوب تحديد كل من متجه السرعة ومتجه التسارع بدلالة طول . ثابت تناسب  a  حيث
  . rمتجه الموضع  

  

  :الحل
  :يتحدد متجه السرعة بالعلاقة

jiV .θr..r && +=  
  :ويتحدد متجه التسارع بالعلاقة

jiA )..2().( 2 θθθ &&&&&&& rrrr ++−=  
  :ويتم ذلك بتحديد كل من القيم

ρρρθθθ &&&&&& ,,,,,  
  

 ،الخط الواصل من القطب إلى الموضع الابتدائي للجسيم خطاً أساسياً دنع  θلإيجاد  
  :بالتالي تكون الشروط الابتدائية

at =⇒== ρθ 0,0  
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  :ولدينا

2==
dt
dθθ&  

  :بالتكامل
dtd

t

t∫∫ ==
=

00
2θ

θ

θ
 

  :منه
022 =⇒=⇒= θθθ &&&t  

  :لدينا  ρولايجاد  
taa 2cos.cos. == θρ  

  :منه
2222 22cos.22cos122sin.2 ρρ −−=−−=−−=−= ataatata&  

ρρ 42cos.4 −=−= ta&&  
  :بالتعويض في مركبات السرعة

  :مركبة السرعة القطرية
222 ρ−−== arVr &  

  :مركبة السرعة العرضانية
ρθθ 2. == &rV  

  :لسرعةومنه القيمة العددية ل
aaaVVV r 2444]4)2[()( 2222/122222/122 =+−=+−−=+= ρρρρθ  

 

  :وبالتعويض في مركبات التسارع
  :مركبة التسارع القطرية

ρρρθ 844. 2 −=−−=−= &&& rrAr  
  :ومركبة التسارع العرضانية

2222 82)2(2..2 ρρθθθ −−=−−=+= aarrA &&&&  

  :ومنه القيمة العددية للتسارع
aaAAA r 8])8()8[()( 2/122222/122 =−−+−=+= ρρθ  
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 -1-8 مسألة
وذلك خلال ، )المحور الأفقي(تفاع ثابت تحافظ المرحلة الثالثة من صاروخ على ار

  .اثناء طيرانه على ارتفاع عالفي عمل محرك دفع الصاروخ  مدة
 اًوتسارع، ( AX = 12  m/sec2 ) اًأفقي اًنتيجة الدفع يكتسب الصاروخ تسارع

  .( AY = 9.1  m/sec2 )للأسفل ويبلغ مقداره  عمودياً اًمتجه اًأرضي
تمس المسار  ( V = 15000  km/h )ذه اللحظة فإذا كانت سرعة الصاروخ في ه

وتتجه نحو ، ( α = 15o )وتميل على الأفق بزاوية ، الذي يرسمه مركز ثقل الصاروخ
الأعلى لأنها تنشأ عن حركة الدفع الناتجة عن المرحلة الثانية من الصاروخ عند تحركه في 

  . km/sec  20وكان معدل ازدياد نصف قطر التقوس هو  ، المرحلة الثالثة
  :ما يلي حساب، في هذه اللحظةالمطلوب 

  .نصف قطر تقوس المسار .1
)(التسارع الزاوي  .2 θε  .لشعاع نصف قطر التقوس =&&

 

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

  -1-24)الشكل(
  

  :-1-24)الشكل(لحساب نصف قطر التقوس نحسب التسارع الناظمي وفق  .1
2

XY sec/m63.1115sin1215cos1.9sin.cos. =+=+= αα AAAn  

  :لكن

n
n A

VVA
22

=⇒= ρ
ρ

 

α المحور الأفقي  
  المسار

AX 

AY 
An 

Aτ V 

τ 

n 

G 

ω 

ε 
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  :حيث

sec/m4170
3600

100015000
=

×
=V  

  :بالتعويض

m1048.1
63.11

)4170( 6
2

×==ρ  
 

 :-1-24)الشكل(نحسب التسارع المماسي من   εلحساب التسارع الزاوي   .2
2

YX sec/m24.915sin1.015cos12sin.cos. =−=−= αατ AAA  

ويعطى ، لكن علاقة التسارع المماسي يكافئ المركبة العرضانية للتسارع في الحركة القطبية
  :بالعلاقة

εωθθθτ ..2..2 rrrrAA +=+== &&&&&  

  :حيث

13
6

36

sec1082.2
1048.1

4170
sec/m1020m1048.1

−−×=
×

==

×==⇒×==

r
V

rr

ω

ρρ &&

 

  :بالتعويض
ε.1048.11082.21020224.9 633 ×+××××= −  

  :منه
26 sec1022.76 −−×−=ε  

وإشارة السالب تشير إلى أن اتجاه التسارع الزاوي هو معاكس لاتجاه السرعة 
  . ω  الزاوية
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  PROBLEMS               غير محلولة مسائل
  

  - 1مسألة

إلى اليمين بسرعة منتظمة   G  يتحرك الدليل الرأسي ،معينة من الحركة رةفتخلال 
في مجرى   Pin( P( ويسبب حركة المسمار ،في الاتجاه الأفقي  mm/sec  20مقدارها 

  .بالمليمترتقاس   yو  x  حيث ،( y = x2/160 )ثابت له هيئة قطع مكافئ معـــادلته  
 ،( x = 60  mm )والتي توافق  ،25a-1)لالشك(في اللحظة المبينة في  المطلوب

  :ما يلي حساب
  . P  سرعة المسمار .1
 . P  تسارع المسمار .2

  VP = 25  mm/sec    ,    AP = 5  mm/sec2    :الجواب

  
                          a                                                         b 

 -1-25)الشكل(

  - 2مسألة

على الحركة داخل أخـــدود ثابت بشكل قطع مكافئ   Pin( A(لمسماريجبر ا
 ،25b-1)الشكل(كما هو مبين في  الأفقيالمشقوق بواسطة الذراع  ،( x = y2/60 )معادلته 

 .( x= 60  mm )عندما تكون   mm/sec  30 بسرعة ثابتة مقدارها Y اتجاهبوالذي يصعد 
  :ب ما يلياحسالمطلوب 

  .  A سرعة المسمار .1
 . A  تسارع المسمار .2

  

  VA = 67.1  mm/s    ,    AA = 30  mm/s2    :الجواب
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  - 3مسألة

            يساوي للسيارة التسارع الكلي كانذا فإ ،سيارة تتحرك على مسار منحن
3  m/sec2  26)الشكل(في  وفق الاتجاه المبينa-1-  50  الانحناء نصف قطرعند  m . 

  :حساب مايليالمطلوب 
  عة حركة السيارةسر .1
 التسارع المماسي للسيارة .2

  
 V = 9.82  m/secو        Aτ = 2.30  m/s2  :  الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  

                          a                                                         b 
  -1-26)الشكل(

  
   - 4مسألة

 ، km/h  800الشرق بسرعة   تحلق في اتجاه  A  يلاحظ ركاب طائرة نقل نفاثة
وبالرغم من ان مقدمة  ،فقيأتمر من تحت طائرة الركاب في طيران   Bطائرة نفاثة ثانية  

  Aتظهر بالنسبة لركاب الطائرة   فإنها ،  45o الشمال الشرقيموجهة في اتجاه   Bالطائرة  
 .-26b-1)الشكل( في الموضحة بالرسم ، 60oعن طائرة النقل في اتجاه   اًدتتحرك بعي كأنها

  . B  السرعة الحقيقية للطائرة  حسابالمطلوب 
  

  VB = 717  km/hو        VB/A = 586  km/h:   الجواب
  

X A 

Y

45o 

60o 

B 



67 
 

   - 5مسألة
وبتسارع  ، m/sec  200  بسرعة مقدارها،  Jet Plane( A(تحلق طائرة نفاثة 

كما هو مبين في  ،( y = 0.4 x2 )على مسار منحن معادلته  ، m/sec2  0.8  مماسي مقداره
  :ما يليحساب ، ) ( x = 5  kmعندما تكون المطلوب  .)-27a-1الشكل(

 .نصف قطر تقوس المسار .1

  .التسارع الكلي للطائرة .2

          :يعطى نصف قطر تقوس المسار بالعلاقة: ملاحظة
2

2

2/32

1

dx
yd

dx
dy


















+

=ρ  

  ρ = 87.62  km    ,    A = 0.92  m/sec2   : الجواب
  
  
  
  
  
  
  

               a                                                                             b 
  -1-27)الشكل(

  

   - 6مسألة
وبتسارع  ، m/sec  120  بسرعة مقدارها،  Jet Plane  P)(تحلق طائرة نفاثة 

المطلوب  .)-27b-1الشكل(على مسار منحن كما هو مبين في ،  m/sec2  20  أفقي مقداره
  :حساب ما يلي

  . P  التسارع المماسي للطائرة .1
 . ρ  نصف قطر تقوس المسار .2

  

 ρ = 832  m    و    Aτ = 10  m/s2    :الجواب



68 
 

  - 7مسألة
على مسار   km/h  400  بسرعة ثابتة مقدارها Jet Plane)(تحلق طائرة نفاثة 

يصنع حيث ،  Pالموضع   عندما تكون الطائرة في  m  600  هانحنائ منحن نصف قطر
  :ويعطي رادار الرصد البيانات التالية، ( β = 30° )السرعة مع الافق زاوية تساوي  متجه

r = 800  m     ,     θ = 30° 
تحديد المركبات القطبية لسرعة  ،)-28a-1الشكل(في  المطلوب للوضع المبين

  .وتسارعها الطائرة
  

  Vr = 96.2  m/s    ,    Vθ = 55.6  m/s    ,    V = 9.82  m/s    :الجواب
Ar = 10.29  m/s2        ,      Aθ = - 17.82  m/s2 ,       Aτ = 2.30  m/s2 

  
                             a                                                           b 

  -1-28)الشكل(
  - 8مسألة

بفعل دوران  ،دائري باتجاه عقارب الساعةعلى مسار   Pin (A( يتحرك مسمار
كما تدور في الوقت ذاته  ،) rad/sec ) ω  60 =بسرعة زاوية ثابتة مقدارها   ACالمرفق  

كما  ،نتيجة انزلاق ذراع موصول بالمسمار بداخلها  O الثابت  حول المفصل  OB  الوصلة
  :ما يليحساب ، (β = 30°) لـ عند الوضع الموافقالمطلوب  ،)-28b-1الشكل(هو مبين في 

 . A  سرعة المسمار .1

 . A  تسارع المسمار .2

θθالقيم العددية للكميات التالية  .3 &&&&&& ,,, rr  . 
  

 :الجواب
222 sec/rad1510,sec/m315,sec/m324

sec/rad86.17,sec/m58.3,sec/m4.5

−===

===

θ

θ
&&&&

&&

rA

rV

A

A  
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  - 9مسألة
حركة باتجاه  ، )rad/sec )  =ω  3ة مقدارها بسرعة زاوية ثابت  AB  يدور الذراع

 المطلوب،  A بواسطة المسمار المشقوقلى دوران الذراع مما يؤدي إ، عقارب الساعة
  :ما يليحساب ، )  β = 60°( لـ والموافق ،)-29a-1الشكل(في  للوضع المبين

  .هوتسارع سرعة المسمار .1
  .هوتسارع المركبات القطبية لسرعة المسمار .2

  

     Vr = 0.39  m/sec    ,    Vθ = - 0.224  m/sec   , V = 0.45  m/s     :الجواب
Ar= - 0.675  m/sec2    ,    Aθ= - 1.17 m/sec2    A = 1.35  m/sec2    ,  

  
  
  
  
  
  
  
  

                          A                                                             b 
  -1-29)الشكل(

  
   - 10مسألة

 m/sec )  =( V 2سطوانة هيدروليكية بسرعة خطية ثابتة مقدارها أيتحرك ذراع 

المطلوب .  O المفصل حول  المشقوقمما يؤدي إلى دوران الذراع على امتداد محورها 
العددية للكميات القيم حساب  ،( θ = 30° ) لـ الموافقو ،)-29b-1الشكل(في  للوضع المبين

  :التالية
θθ &&&&&& ,,, rr  

  

           :الجواب 
2

2

sec/rad5.38,sec/rad33.3
sec/m33.3,sec/m73.1

−==

==

θθ &&&

&&& rr  
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  - 11مسألة

 كما هو مبين في ،الأعلى باتجاه أثناء إطلاقه رأسياً اً فيتتبع محطة رادار صاروخ
  :رى تكون كما يليخفان المعطيات الأ ،( θ = 60° ) عندما تكون الزاويةف ،)-30a-1الشكل(

sec/rad02.0,m/sec21,km9 2 === θ&&&rr  
  .في هذا الوضع هوتسارعب سرعة الصاروخ احسالمطلوب 

  
  V = 360  m/s    ,    A = 20.1  m/s2    :الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  

  
               a                                                                    b 

  -1-30)الشكل(

  
   - 12مسألة

  ويتغير في الوقت ذاته الطول،  O المفصل حول   OAB  يدور ذراع الرافعة
AB  من خلال تداخله مع الجزء  OA ،  30الشكل(و مبين في هكماb-1-(.  المطلوب
  :عند الشروط التاليةه وتسارع  B  مركز البكرة ب سرعةاحس

2

2

sec/deg2,sec/deg5,20
sec/m2.1,sec/m5.0,m2

===

−===

θθθ &&&

&&&

o

lll  

  
  A =  1.33  m/s2    و    V = 0.785 m/s:    الجواب
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  الفصل الثاني
  ماديال لجسيما ةلحركالخاصة  الحالات بعض

       Some Special Cases of a Particle Motion 
  

  :ندرس بالاستعانة بالنتائج السابقة بعض الحالات الخاصة لحركة الجسيم المادي
  

  Rectilinear Motion of a Particle         مادي الحركة المستقيمة لجسيم 1-
  

  الحركة المستقيمة معادلة1-1- 
، وجه المساري ،اًمستقيم  Mفي الحركة المستقيمة يكون مسار الجسيم المتحرك  

  .)-2-1الشكل(كما في هو مبين في  ،مبدأ الفواصل  Oحيث   ، OX موجه  محورك دعيو
  
  
  

  -2-1)الشكل(
 

معروفة من أجل أي قيمة   xأو إحداثيته   ، Mفإذا كان موضع الجسيم المادي  
بالتالي معادلة الحركة المستقيمة ، ن حركة الجسيم المادي معلومةإنقول عندها ،  t  زمنية

  :تعطى بالعلاقةة الاحداثيات بطريقللجسيم 
(1-2)                                     )(tfx =  

ويمكن أن يكون موجباً أو ،  x  الإحداثيةيتعين انتقال الجسيم على مساره المستقيم ب
وإذا ، يبتعد عن المبدأ  Mفإن الجسيم   ،تتزايد ׀x׀إذا كانت القيمة المطلقة للانتقال ف، سالباً

  .فالجسيم يقترب من المبدأ ،كانت تتناقص مع الزمن
  : Mيمكننا أن نكتب علاقة المتجه الموضعي للجسيم   )-2-1الشكل(من كذلك 

(2-2)                                                   ir .x==OM  
  .ثابت وهو متجه ،للمسار المستقيم الموجه يالمتجه الواحد  iحيث  

  :ومنه متجه السرعة

 (3-2)                                       idrdMV .x
dtdt

&===  

  :المنطبق على المسار المستقيم ويتجه باتجاه الحركة وقيمته العددية
(4-2)                                                          xV &=  

O M 
x 

X i 
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  :ارعأما متجه التس

(5-2)                             irdMddVA
22

.22 x
dtdtdt

&&====  

  :المنطبق على المسار المستقيم ويعتمد اتجاهه على القيمة العددية للتسارع
(6-2)                                                    xVA &&& ==  

  

  :وبتطبيق علاقة السرعة بالطريقة الطبيعية
iτV .. xx && ==  

  .حداثيات لأن المماس ينطبق على المسار المستقيملإنحصل على علاقة السرعة بطريقة ا
  

  :وبتطبيق علاقة التسارع بالطريقة الطبيعية
2/122 )( nAAA += τ  

  :حيث التسارع الناظمي معدوم

0
2

==
ρ

VAn  

  :لأن المسار هو خط مستقيم ونصف قطر انحنائه
∞=ρ  

والذي يكافئ التسارع ، ويصبح التسارع الكلي للجسيم مساويا للتسارع المماسي فقط
  :حداثياتلإا بطريقة

iτAA τ .. xV &&& ===  
 

بالتالي التسارع الكلي يبين ، فحسبوبما أن السرعة تتغير على المستقيم الموجه بالمقدار 
  .فحسبالتغير في مقدار السرعة 

  
  -2-1لةمسأ

  :يتحرك جسيم على امتداد خط مستقيم تبعا للمعادلة
6242 3 +−= ttx  

  :المطلوب إيجاد. قاس بالثوانيي  tوالزمن  ، قاس بالأمتار من مصدر دائمي  xحيث الانتقال  
  .(t = 0)من وضعه الابتدائي عندما  m/sec  72الزمن اللازم للجسيم لتبلغ سرعته  .1
  .( V = 30  m/sec )ا تسارع الجسيم عندم .2
= t )من للجسيم خلال الفترة  الانتقال الكلي .3  1  sec )  إلى( t =  4  sec ). 
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  :الحل
باشتقاق معادلة الحركة بالنسبة  ، t  يمكن الحصول على السرعة عند أي لحظة

  :للزمن
)1       (                                        246 2 −= tV  

  :فنحصل عليه بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة للزمن ،سارعأما الت
)2            (                                            tA 12=  

  

 :نحصل على ،(1)في العلاقة  ( V = 72  m/sec )بتعويض بقيمة  .1
sec4sec1624672 222 ±=⇒=⇒−= ttt  

، وعليه فلا فائدة فيزيائية له، بل بدء الحركةيصف حلاً رياضياً ق  t  حيث الجذر السالب لـ
  :والنتيجة المنشودة هي

t =  4  sec 
 

 :نحصل على ،)1(في العلاقة  ( V = 30  m/sec )بالتعويض بقيمة  .2
sec3sec924630 222 ±=⇒=⇒−= ttt  

  .نحصل على التسارع الموافق )2(نعوض في العلاقة 
2sec/m36312 =×=A  

 

= t )الفترة  للجسيم خلال الانتقال الكلي .3  1  sec )  إلى( t =  4  sec )، هو: 
m54)612412()642442( 33

14 =+×−×−+×−×=−=∆ == tt xxx  
  

  -2-2مسألة

  :يتحرك جسيم على خط مستقيم تبعا للمعادلة
)1(                               40156 23 +−−= tttx  
  :ب إيجادالمطلو، قاس بالثوانيي  tوالزمن  ، قاس بالأمتار من مصدر دائمي  xحيث الانتقال  

 .الزمن الذي عنده تصبح السرعة معدومة .1

 .الموضع والمسافة التي قطعها الجسيم حتى هذا الزمن .2

 .تسارع الجسيم عند هذا الزمن .3

= t )المسافة التي يقطعها الجسيم من  .4  4  sec )  إلى( t = 6  sec ). 
 

  :الحل
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بالنسبة  باشتقاق معادلة الحركة،  t يمكن الحصول على السرعة عند أي لحظة 
  :للزمن

)2(                                 15123 2 −−== ttxV &  
  :فنحصل عليه بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة للزمن ،أما التسارع

)3(                                      126 −=== txVA &&&  
، -2a-2)الشكل(الموضع  قيمالعلاقة بين كل من  -2-2)الشكل(تبين المنحنيات في 

تسمى هذه المنحنيات  .مع الزمن -2c-2)الشكل( والتسارع ،-2b-2)الشكل (والسرعة
 ويجب ملاحظة أن الجسيم لا يتحرك على أي منحنٍ، (Motion Curves) بمنحنيات الحركة

  .من هذه المنحنيات وإنما يتحرك على خط مستقيم
  
  
  
  
  
  

                              a                         b                                 c 
  -2-2)الشكل(

  

 :نجد ،(2)في  ( V = 0 )بوضع  ،يتحدد الزمن الذي عنده تصبح السرعة معدومة .1
151230 2 −−= tt  

  :المعادلة اجذر ومنه
sec5,sec1 =−= tt  

= t )سنأخذ الجذر   5  sec ) الحركة ءأي بعد بد فحسب:  
sec50ا    فعندم <⇐< tV   يتحرك الجسيم في الاتجاه السالب.  

sec50   وعندما >⇐> tV   يتحرك الجسيم في الاتجاه الموجب.  
  

= t )يتحدد الموضع والمسافة التي قطعها الجسيم بوضع  .2  5  sec )  نجد ،(1)في:  
m6040515565 23

5 −=+×−×−=x  

= t )بما أن الوضع الابتدائي عند    :هو ( 0 
m400 =x  

x 

t t t 

V A 

0 

40 

-60 

+2 +3 
0 +2 +3 

18 
0 +2 +5 
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  : Δx05  بالتالي تكون المسافة المقطوعة
m10040600505 −=−−=−=∆ xxx  

  .في الاتجاه السالبهي  المسافة المقطوعة الإشارة السالبة تدل على أن
  

= t )يتحدد تسارع الجسيم بوضع  .3  5  sec )  نجد (3)في:  
2

5 sec/m181256 =−×=A  
  

       يتحرك في الاتجاه السالب من قطعها الجسيم نلاحظ أنهلحساب المسافة التي ي .4
( t =  4  sec )  إلى( t =  5  sec ) ، ثم في الاتجاه الموجب من( t =  5  sec )         إلى

( t =  6  sec ) ، على حده ثم نجمعهما فترةبالتالي يجب حساب المسافة المقطوعة في كل. 
= t )نحسب المسافة الأولى من   4  sec )  إلى( t =  5  sec ):  

  :لدينا
m605 −=x  

  :نحسب
m5240415464 23

4 −=+×−×−=x  
  :منه

m8)52(6045I −=−−−=−=∆ xxx  
  .وهي في الاتجاه السالب

  

= t )المسافة الثانية من لحساب و  5  sec )  إلى( t =  6  sec ):  
  :لدينا

m605 −=x  
  :نحسب

m5040615666 23
6 −=+×−×−=x  

  :نهم
m10)60(5056II =−−−=−=∆ xxx  

  .وهي في الاتجاه الموجب
  

= t )وتكون المسافة الكلية من   4  sec )  إلى( t =  6  sec ) هي:  
m18108III46 =+=∆+∆=∆ xxx  
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  -2-3مسألة
  :يتحرك على خط مستقيم وفق العلاقة التالية  Mادرس حركة جسيم مادي  

326 ttx −=  
  .بالأمتار  xبالثواني و   tحيث  

  :الحل
  :يمكن الحصول على السرعة عند أي لحظة باشتقاق العلاقة المعطاة بالنسبة للزمن

2312 ttxV −== &  
  :أما التسارع فنحصل عليه بالاشتقاق مرة أخرى بالنسبة للزمن

txVA 612 −=== &&&  
 ،-3a-2)الشكل( الموضع قيمالعلاقة بين كل من  -2-3)الشكل(تبين المنحنيات في 

تسمى هذه المنحنيات ،  tمع الزمن   -3c-2)الشكل( والتسارع، -3b-2)الشكل(والسرعة 
من هذه  وكما ذكرنا يجب ملاحظة أن الجسيم لا يتحرك على أي منحنٍ، بمنحنيات الحركة

  .المنحنيات وإنما يتحرك على خط مستقيم
  
  
  
  
  
  

                a                                         b                                   c 
  -2-3)الشكل(

  

فيكون ميل ، المماس للمنحني المقابل لهذه العلاقة ميل بما أن اشتقاق أي علاقة يمثل
ويكون ، عند هذه اللحظة  Vعند أي لحظة مساوياً إلى السرعة    x = f (t)المماس للمنحني  

  .عند هذه اللحظة Aعند أي لحظة مساوياً التسارع  V = f (t)أيضاً ميل المماس للمنحني 
= t )عند  ( A = 0 )بما أن   2  sec )   يكون ميل المماس للمنحنيV = f (t)  

= t )مساوياً الصفر عند   2  sec ) ،أي أن السرعة تصل لنهاية عظمى عند تلك اللحظة.  
= t )عند  ( V = 0 )أيضاً بما أن  = t )وعند  ( 0   4  sec )  حيث يكون المماس

  .أفقياً عند هاتين اللحظتين  x = f (t)للمنحني  

t 

t 

A [m/s2] 

0 

0 

x [m] 

8 

16 
24 
32 

2 4 6 

2 4 6 
0 

-12 

-24 
-36 

V [m/s] 

12 

-12 
-24 

2 4 6 
t 



77 
 

= t )بعد دراسة منحنيات الحركة الثلاثة يمكن تقسيم حركة الجسيم من      إلى ( 0 
( t =  6  sec ) إلى أربعة أجزاء:  

دون سرعة ولكن بتسارع  ( x = 0 )يبدأ الجسيم بالحركة من نقطة الأصل عند 
هذا التسارع يكتسب الجسيم سرعة موجبة ويتحرك في الاتجاه الموجب من   وبسبب، موجب

( t = = t )إلى  ( 0   2  sec )،   ويكون كل منA , V , x  بإشارة موجبة.  
= t )عند   2  sec ) وتكون السرعة قد وصلت إلى ، يكون التسارع مساوياً الصفر

= t )قيمتها العظمى من   2  sec )  إلى( t =  4  sec ) ،  وتكونV  ويكون، موجبة  A  
  .أي أن الجسيم يتباطأ ،ويتحرك الجسيم في الاتجاه الموجب ولكن بسرعة أكثر بطئاً، سالباً

= t )عند   4  sec) الموضع   يويكون إحداث، تكون السرعة مساوية الصفرx   قد
= x4 ) ىوصل إلى قيمته العظم  32  m ) ،وبعد هذا الموضع تصبح كل من  V  وA  

  .ويتسارع الجسيم ويتحرك في الاتجاه السالب بسرعة متزايدة، بإشارة سالبة
= t )عند   6  sec ) الموضع ييمر الجسيم بنقطة الأصل ويكون إحداث  x   عندئذ

           بينما تكون المسافة الكلية التي قطعها الجسيم من بداية الحركة هي، مساوياً الصفر
( 64  m ) ،  وتكون قيمA , V , x   كلها بإشارة سالبة لقيم( t >  6  sec )،  ويستمر الجسيم

  .في الحركة في الاتجاه السالب بعيداً عن نقطة الأصل بسرعة أكبر وأكبر
  

  Uniform Rectilinear Motion             الحركة المستقيمة المنتظمة2-1- 
التي يكون ، تظمةإن أسهل أنواع الحركة للجسيم المادي هي الحركة المستقيمة المن

  :ففي هذه الحركة، فيها متجه سرعة الجسيم المتحرك ثابتاً في أي لحظة زمنية

(7-2)                                          
dt

dMV =  

  :بإجراء التكامل بعد معرفة الشروط الابتدائية نحصل على، متجه ثابت  Vحيث  
(8-2)                                           tV.=0M-M  

  وضعه في اللحظة  Mو  t0تمثل وضع الجسيم المتحرك في اللحظة    M0  حيث
t  ، ن المتحرك إو، الأوضاع المختلفة للمتحرك في مختلف الأزمنة (2-8)وتعطي العلاقة

)const(قيمتها العددية   Vالذي يتصف بسرعة ثابتة   == xV يقطع مسافات متساوية ، &
  :نحصل على  Xعلى المحور   (2-8)وبإسقاط العلاقة ، متساوية ةفي أزمن

(9-2)                                           tVxx .0 =−  
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ويمكن أن ، معادلة من الدرجة الأولى تمثل معادلة الحركة المستقيمة المنتظمة
ستقيم الذي يمثل بعد الجسيم المتحرك بالنسبة للزمن يساوي أن ميل الم نستنتج منها أيضاً

  .سرعة الحركة
  

  :أما التسارع ففي هذه الحالة

(10-2)                                 0==
dt

dVA  

  .ومنه فإن الحركة المستقيمة المنتظمة هي الحركة الوحيدة التي تسارعها معدوم طوال الوقت
مادي     الدراسة معادلة الحركة المنحنية المنتظمة لجسيمكما تعطي هذه 

(Uniform Curvilinear Motion)  نافرضذلك إذا:  
sx =  

  
   -2-4مسألة

بينما ،  Bحيث يتصل طرفه بكتلة  ،  Cعبر بكرة مهملة    ABيمرر الحبل  
  Bقي عندما كانت الكتلة  سطح الأفالفوق   m  5على ارتفاع    A0طرفه الآخر يكون في  

أفقياً في خط مستقيم   Aفإذا تحرك الطرف  ، -2-4)الشكل(على السطح كما هو مبين في 
  :المطلوب إيجاد، ( V = 10  m/sec )بسرعة منتظمة قدرها 

  . Bللكتلة    V = f (t)العلاقة  .1
 .h = 15  m ) ( إذا كان  Cإلى البكرة    Bالزمن المطلوب حتى تصل الكتلة   .2

  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

 -2-4)الشكل(

B 

VA 
A 

C 

h 

yB 
5 m 

A0 

B0 
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  :فمن الشكل  l  نفرض طول الحبل .1
52 += hl  

  :يكون  Bللكتلة    yفعند أي موضع  ،  1lهو    ACفإذا كان طول الجزء  
B1 5 yhll −++=  

  :ومنه
)1(                                                hly −= 1B  

  :حيث
2/12

0
2

01 ])AA()CA[( +=l  

  :منه
)2(              2/122

A
22/12

A
2

1 ).(])()[( tVhxhl +=∆+=  
  :)1(ومنه بالتعويض في 

htVhy −+= 2/122
A

2
B ).(  

  :بالاشتقاق
2/122

A
22

ABB ).(/. tVhtVyV +== &  
  :نحصل على العلاقة المطلوبة بالتعويض

2/12
B )100225(/100 ttV +=  

 

  :يكون  Cإلى البكرة     Bعندما تصل الكتلة   .2
m205B =+= hy  

  :يكون) 1(بالتعويض في المعادلة 
m351520 11 =⇒−= ll  

  :يكون) 2(بالتعويض في المعادلة 
222/12 sec10)100225(35 =⇒+= tt  

  :ومنه 
sec16.3=t  

  
  -2-5مسألة

في مستوي شاقولي بين جدارين متعامدين كما هو   lطوله    ABيتحرك القضيب  
فإذا بدأ القضيب الحركة من الوضع الشاقولي بحيث يتحرك الطرف  ، )-2-5الشكل(مبين في 

A    أفقياً بسرعة ثابتة وقدرهاVA .  
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  yB = f (t)  ،VB = f (t)  ،AB = f (t)العلاقة بين   إيجاد تحليلياالمطلوب 
  .الملامس للجدار الشاقولي  Bللطرف  

  

  :الحل
تعامدين فيكون لدينا معادلة تنطبق على الجدارين الم  OXYجملة محاور   دنع

  : Aحركة الطرف  
tVx .OA AA ==  

  : Bومنه معادلة حركة الطرف  
(1)                             2/122

A
2 ).(OB tVlyB −==  

  : Bبالتالي سرعة الطرف  
(2)                    2/122

A
22

ABB ).(/. tVltVyV −−== &  
  : Bوتسارع  الطرف  

(3)             2/322
A

222
ABBB ).(/. tVllVyVA −−=== &&&  

  

  
  
  
  
  
  
  

  -2-5)الشكل(
 

  :على الشكل التالي )1(ويمكن كتابة المعادلة 

1
)/( 2

A

2

2

2
B =+

Vl
t

l
y

 

 فحسبصالحة  )3(و  )2(و  )1(والعلاقات ،  yBو  t  وهي علاقة تمثل قطعاً ناقصاً بين
  :عندما

A/0 Vlt <<  
  .أثناء حركة القضيبفي جدار الشاقولي يبقى ملامساً لل  Bوذلك بفرض أن الطرف  

A 

B 

X 

Y 

O 

l 
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  بانتظام المتغيرةالحركة المستقيمة 3-1- 
Uniformly Variable Rectilinear Motion 

أو السرعة  ت في أي لحظة زمنية يكون ازديادفي الحركات التي متجه تسارعها ثاب
بالحركة  لذا يسمى هذا النوع من الحركات، اًزمنية متساوية واحد فتراتخلال نقصانها 

 أو متباطئة بانتظام (Uniformly Accelerated Rectilinear Motion) المتسارعة بانتظام
(Uniformly Decelerated Rectilinear Motion).  

  :ففي هذه الحركة لدينا

(11-2)                                  2dtdt
MddVA

2

==  

  :بدلالة الزمن نحصل علىاء التكامل بفصل المتغيرات وإجر، متجه ثابت  Aحيث  

(12-2)                            bAdMV +== t
dt

.  

أن سرعة  حسبنافإذا ، متجه ثابت المكاملة تعينه الشروط الابتدائية  bحيث  
= t )المتحرك في اللحظة  = b )كان عندها   V0  هي ( 0   V0 )،   ويمكن كتابة العلاقة

  :ل التاليعلى الشك (12-2)
(13-2)                                  0. VAV += t  

ووجود متجه السرعة ،  tبدلالة الزمن    Vالتي تمثل علاقة تعيين السرعة  
،  Aن هناك عدة حركات توافق التسارع المعطى  إإذ ، يتفق مع الحقيقة  V0الابتدائية  

  :ويمكننا أن نميز حالتين
على منحى   Vبالتالي تحافظ السرعة    Aتوازي التسارع    V0بتدائية  السرعة الا

  .بحركة مستقيمة متغيرة بانتظام  Aويتحرك الجسيم على مستقيم يوازي  ، ثابت
على   V  بالتالي لا تحافظ السرعة،  Aلا توازي التسارع    V0السرعة الابتدائية  

  .)ستناقش في وقت لاحق(. يرة بانتظامويتحرك الجسيم على منحني حركة متغ، منحى ثابت
  :يعطي  OX  على المحور (2-13)بإسقاط العلاقة 

(14-2)                           0. VtAxV +±== &  
تمثل القيمة العددية   V0حيث  ، )-2-6الشكل(وهي معادلة مستقيم كما هو مبين في 

لمستقيم الذي يمثل سرعة الجسيم المتحرك اويمكن أن نستنتج أن ميل هذا ، للسرعة الابتدائية
  .بالنسبة للزمن يساوي التسارع

(15-2)                           AtVV =−= /)(tan 0ϕ  
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  -2-6)الشكل(
  

  :وإجراء التكامل بدلالة الزمن نحصل على، (2-13)في العلاقة وبفصل المتغيرات 

(16-2)                   tt ..
2
1 2

00MM VA +=−  

على المستقيم المار من   Mالأوضاع المختلفة للجسيم   (2-16)وتعين العلاقة 
أي أنها تعين وضع الجسيم بدلالة الزمن ،  V0و  Aوالموازي لـ    M0الوضع الابتدائي  

  :يعطى بـ  OXومسقطها على محور الحركة  ، أي المسافة المقطوعة

(17-2)                  tVtAxx ..
2
1

0
2

0 +±=−  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  -2-7)الشكل(
  

وهي ، بدلالة الزمن أي دراسة الحركة  xمن هذه العلاقة يمكننا دراسة تحولات  
وهو قطع مكافىء ، )-2-7الشكل(ومخطط الحركة لها مبين في ، معادلة من الدرجة الثانية

  . A , V0 , x0حسب القيمة العددية لكل من  بيختلف شكله 
  

V0/A 

V 

t 

V=A.t+V0 

O 
φ φ 

V=A.t 
V0 

t O V0/A 

2
0 2

t
A

xx =−

x-x0 

AV 2/2
0

2
0 2

t
A

xx =−

tVtAxx ..
2
1

0
2

0 +=−
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أي في ،  Aمن جهة    Vة في الأوضاع التي يتجه فيها  تكون الحركة متسارع
بينما تكون ، كحركة السقوط الحر ( A . V > 0 )الموضع التي يكون فيها الجداء السلمي 

ضع التي اأي في المو  Aعكس جهة    Vالحركة متباطئة في الأوضاع التي يتجه فيها  
  .الشاقوليكحركة القذف  ( A . V < 0 )يكون فيها الجداء السلمي 

  

أي في ، كذلك تكون الحركة مباشرة عندما يسير المتحرك في الجهة الموجبة للمحور
وتكون الحركة عكسية عندما يسير المتحرك في الجهة السالبة ، جهة الفواصل المتزايدة

  .أي في جهة الفواصل المتناقصة ،للمحور
  

ة عن الزمن حيث في علاقة واحدة مستقل (2-17)و  (2-14)يمكن دمج العلاقتين 
  :نحصل على

(18-2)                       )(2 0
2

0
2 xxAVV −±=−  

محور ينطبق على  يوهي معادلة قطع مكافىء ذ، علاقة السرعة بدلالة المسافة
  .)-2-8الشكل(كما في محور المسافات 

  
  
  
  
  
  
  

  -2-8)الشكل(
 

  :(2-17)أما زمن الحركة فنحصل عليه مباشرة من العلاقة 

(19-2)                          
A

xxAVVt
2/1

0
2

00 )](2[( −+±=  
  

إن النتائج التي حصلنا عليها تستعمل بصورة عامة أيضاً في الحركة المتباطئة 
  .)-2-9الشكل(في  والمخططات التابعة لها هي كما، بانتظام غير أن التسارع يصبح سالباً

  
  

O 

Vo 

2/1
00 )](2[ x-xAVV 2 +=

x-x0 

V 

AV 2/2
0

2/1
0)]([2 x-xAV =
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  -2-9)الشكل(
 

الحركة المنحنية المتغيرة بانتظام         كما تعطي هذه الدراسة معادلات
(Uniformly Variable Curvilinear Motion) فرضناذلك إذا ، لجسيم:  

(20-2)                             sxAA == ,τ  
  

  -2-6 مسألة
  :يتحرك جسيم على خط مستقيم تبعا للعلاقة

)1( tke
k
ax −−=  

، ييريبالنا مس اللوغاريتأ  eو ، ثوابت تناسب  a , kو ، اس بالثوانيمق تمثل الزمن  tحيث  
  :المطلوب
 :العلاقاتإيجاد  .1

)(tfx = و   )(tfV = و   )(tfA= و   )(xfV = و   )(xfA= و   )(VfA=  

 .ومتى تحدث كل منها، ى لكل من المسافة والسرعة والتسارعالقيمة العظمإيجاد  .2

 .عامةوصف الحركة  .3
 

  :الحل
 :معادلة حركة الجسيم لدينا .1

(1)                                          )1( tke
k
ax −−=  

tfx)(وهي تمثل علاقة     :بالاشتقاق نحصل على علاقة سرعة الجسيمو،  =

 (2)                             tktk eaek
k
a

dt
dxV −− === ..  

V0/A t 

V=V0-A.t 

O 

V0 

t O 

x-x0 x-x0=V0.t 
2

00 2
. t

A
tVxx +=−

x-x0=V 2/2A 

V0/2A 

V 

O 
x-x0 

V0 
V 
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tfV)(وهي تمثل علاقة     :بالاشتقاق مرة ثانية نحصل على علاقة تسارع الجسيمو،  =

(3)                                     tkeak
dt
dVA −−== ..  

  :نحصل على (2) و (1)بين العلاقتين   tمن  بحذف الزو،  =tfA)(وهي تمثل علاقة  

(4)                                xkax
a
kaV .)1( −=−=  

xfV)(وهي تمثل علاقة     :نحصل على (3) و (1)بين العلاقتين   tوبحذف الزمن  ،  =

(5)                      akxkx
a
kakA ..)1(. 2 −=−−=  

  :نحصل على (3) و (2)بين العلاقتين   tوبحذف الزمن  ،  =xfA)(وهي تمثل علاقة  
(6)                                                    VkA .−=  

  . =VfA)(وهي تمثل علاقة  
  

  .(t = 0)الزمن لحساب القيم العظمى نعين الوضع الابتدائي والسرعة الابتدائية عند  .2
  : (1)فمن العلاقة  

00 0 =⇒= xt  

  : (2)ومن العلاقة  
aVt =⇒= 00  

  :معدومة منه (2)أي أن العلاقة ،  (1)نعدم مشتق العلاقة ،  xmaxلتعيين  

k
axx

a
kaeaV tk =⇒=−⇒== −

maxmax 0)1(0.  

  :نحصل على الزمن اللازم لهذا الموضع الأعظمي (1)بالتعويض في 

∞=⇒=⇒−= −− tee
k
a

k
a tktk 0)1(  

  .) ( xmax = a /kأي أن الجسيم يتوقف عن الحركة بعد زمن لانهائي عند الموضع 
  

وعلى ذلك فأقصى سرعة ، أن الجسيم يتحرك بتباطؤ دائم (6)واضح من العلاقة  .3
وأكبر تسارع له ، عند نقطة الأصل في لحظة البداية ( V0 = a )للجسيم هي سرعته الابتدائية 

 :ظة تساويفي هذه اللح

0max .. VkakA ==  
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  -2-7مسألة
يتحرك جسيم في خط مستقيم حركة متباطئة حيث التباطؤ يتناسب عكسا مع مربع 

  :المسافة وفق العلاقة

2x
kA   ثابت تناسب  k  حيث                      =−

  :فإذا كانت الشروط الابتدائية للحركة هي
sec/m10,m20 00 == Vx  

  :العلاقات المطلوب إيجاد
x = f (x)   V = f (t)         و            

  .إذا علم أن الجسيم انتهى إلى السكون على مسافة لانهائية
  

  :الحل
  :لدينا، لإيجاد علاقة السرعة بدلالة الزمن

2x
k

dx
dVV

dt
dx

dx
dV

dt
dVA −====  

  :منه

dx
x
kdVV 2. −=  

  :بالتكامل

dx
x

kdVV
xV ∫∫
∞

−= 2

0 1.  

  :نحصل على

x
kV

x
kV 2)11()0(

2
1 22 =⇒−

∞
=−  

  :نعوض بالشروط الابتدائية  kلحساب الثابت  
23 sec/m1000

20
2100 =⇒= kk

      (1)  

  :بالتعويض نحصل على

(2)               
x

V
x

V 52020002 =⇒=  

  . V = f (x)  وهي علاقة تمثل
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  :بالشكل (2)تكتب العلاقة  ،ولإيجاد علاقة المسافة بدلالة الزمن

xdt
dxV 520==  

  :بفصل المتغيرات نحصل على
dtdxx .520. =  

  :بالتكامل

∫∫ =
tx

dtdxx
020

520.  

  :نحصل على

tx 520])20([
3
2 2/32/3 =−  

  :منه
3/22/3 )]43(510[540530 +=⇒+= txtx  

  :وهي علاقة تمثل
x = f (t)  

  
  -2-8مسألة

= l )قذفت كرة شاقولياً نحو الأعلى من قمة برج ارتفاعه   18  m )        بسرعة
( V0 = 12  m/sec )  ويساوي فإذا كان تسارع الكرة ثابتاً، )-2-10الشكل(كما في          

( A = g = 9.81  m/sec2 ) ،المطلوب.ويتجه نحو الأسفل:  
  . tعن الأرض عند أي زمن  وارتفاعها سرعة الكرة إيجاد  .1
  .زمن المقابل لهأقصى ارتفاع يمكن أن تصل إليه الكرة والإيجاد  .2
  .لزمن الذي عنده تصل الكرة  إلى الأرض والسرعة التي تسقط بهاإيجاد ا .3
)(,)(:    المنحنياترسم  .4 12 tfytfV == 

 

  :الحل
نحو الأعلى   OYومحور الحركة  ، على سطح الأرض  Oباختيار نقطة الأصل   .1

  :تكون الشروط الابتدائية، كما في الشكل
2

0 sec/m81.9,sec/m120 −=−==⇒= gAVt  
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 -2-10)الشكل(

  :في العلاقة  Aبالتعويض عن  

81.9−== A
dt
dV

 

  :نكامل
tVdtdV

t

t

V

V
81.91281.9

012 00

−=−⇒−= ∫∫ ==
 

  :ومنه علاقة السرعة
(1)                                            tV 81.912 −=  
)(بالتعويض بـ  yV = t )مع ملاحظة أنه عند  =& = y0 ) يكون ( 0   l =  18  m )، 

  :نحصل على
tVy 81.912 −==&  

  

  :نكامل
2

018
9.41218)81.912(

00

ttydttdy
t

t

y

y
−=−⇒−= ∫∫ ==

 

  :ومنه علاقة المسافة
(2)                                     29.41218 tty −+=  

  

نحصل  )1(بالتعويض في ، ( V = 0 )عندما تصل الكرة إلى أقصى ارتفاع تكون  .2
 :القذفعلى زمن حركة 

sec22.181.9120 =⇒−= tt  
  :نحصل على أقصى ارتفاع  tعن   )2(بالتعويض في 

m2.25)22.1(9.422.11218 2
max22.1 =−×+=== yyt  

O 

Y 

l0 =  y0 = +18 m 

V0 = +12 m/sec 
A0 = -9.81 m/sec2 
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  :يكون )2(وبالتعويض في  ( y = 0 )عندما تصل الكرة سطح الأرض تكون  .3
29.412180 tt −+=  

  :بالحل نحصل على
sec5.3,sec05.1 =−= tt  

  :زمن السقوط لحركة الذي يمثلأي بعد بدء ا، سنأخذ الجذر الموجب
sec49.32 =t  

  :نحصل على سرعة الاصطدام بالأرض )1(وبالتعويض في 
sec/m3.225.381.91225.3 −=×−=== VVt  

  . OY  الإشارة السالبة ناتجة من أن الحركة معاكسة لمحور الحركة
  

  t مع الزمن   y  العلاقة بين كل من قيم الموضع -2-3)الشكل(تبين المنحنيات في  .4
)]([ 1 tfy ])[( t مع الزمن   V  وقيم السرعة ،-11a-2)الشكل(في كما  = 2 tfV كما  =

 .-11b-2)الشكل(في 

  
  
  
  
  
  
  

                        a                                                             b 
  -2-11)الشكل(

  
  2-9 مسألة

شد السائق جهاز الكبح فوقف القطار بعد ، ( V0 = 54  km/h )ة قطار يسير بسرع
المطلوب ، أثناء الكبح متباطئة بانتظامفي الحركة فإذا كانت ، ( t = 2  min )زمن قدره 

  .ن المسافة التي يقطعها القطار ليقفيعيت
  

  :الحل
  

0 

y [m] 

t [s] 

18 

1.22 3.5 

12 

0 1.22 3.5 

V [m/s] 

t [s] 

-22.3 

25.2 
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  :تعطى معادلات الحركة المتباطئة بـ

(1)                                   tVtAxx ..
2
1

0
2

0 +−=−  
(2)                                               0. VtAV +−=  

وبالتعويض  ( V = 0 )تكون سرعته  ( t = 2  min)فعندما يقف القطار بعد زمن 
  :نحسب تباطؤ الحركة (2)في العلاقة 

min/m450
260

100054.0 0
0 =

×
×

==⇒+−=
t

VAVtA  

 ،( x0 = 0 )بالتالي يكون ، شد جهاز الكبح من مكان بدءاًتقاس   xأن   دنع
  :نحسب المسافة التي قطعها القطار ليقف (1)وبالتعويض في العلاقة 

m9002
602

100054.
2
1..

2
1

000 =×
×
×

==+−= tVtVtVx  

  
  -2-10مسألة

وعندما أصبحت المسافة ، مقتربة من إشارة مرور  km/h  90تسير سيارة بسرعة  
الزمنية لتغير الإشارة  فترةالفإذا كانت ، تغيرت إشارة المرور إلى حمراء  m  300بينهما  

  :إيجاد المطلوب،  sec  15هو  
، مقدار التباطؤ الواجب تطبيقه على السيارة إن أراد سائقها عدم التوقف عند الإشارة .1

  .بحيث تتغير إلى اللون الأخضر لحظة وصوله إليها
 .سرعة السيارة لحظة اجتيازها الإشارة .2

 

  :الحل
 :ن معادلة الحركة المتباطئةيحسب مقدار التباطؤ م .1

tVtAxxx ..
2
1

0
2

0 +−=−=∆  

  :موضع السيارة لحظة تغير إشارة المرور هو مبدأ قياس المسافة فيكون لدينا بفرض
sec/m25km/h90,sec15,0 00 ==== Vtx  

  :بالتعويض نحصل على قيمة التباطؤ
2sec/m66.0=A  
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 :يحسب مقدار السرعة من معادلة السرعة .2

0. VtAV +−=  
  :حيث

2
0 sec/m66.0,sec/m25,sec15 === AVt  

  :بالتعويض نحصل على قيمة السرعة
km/h54sec/m15 ==V  

  

  -2-11مسألة
يتكون الجهاز المستعمل لإيقاف الحركة في بعض الآلات من أسطوانة مملوءة 

أثناء في وفيها مكبس به ثقوب لجريان الزيت خلاله ، )-2-12الشكل(بالزيت كما هو مبين في 
  .ويوصل المكبس بذراع يتصل بدوره إلى الآلة، ركة المكبسح

، مسبباً جريان الزيت عبر ثقوب المكبس  V0فإذا تحرك الذراع بسرعة ابتدائية  
، معامل التخامد  kحيث   ( A = - k . V )وبالتالي يتحرك المكبس بتباطؤ يعطى بالعلاقة 

  .( x0 = 0 ) مفترضاًً، قابلة لهاورسم المنحنيات الم، معادلات الحركة المطلوب إيجاد
  

  :الحل
  
  
  
  
  

 -2-12)الشكل(
  :لدينا  V = f (t)لإيجاد علاقة  

dtk
V
dVVkA

dt
dV .. −=⇒−==  

  :بالتكامل نحصل على العلاقة المطلوبة

tk
V
Vdtk

V
dV t

t

V

V
.ln

0
000

−=⇒−= ∫∫ =
 

 )1(                    tktk eVVe
V
V −− =⇒= .0

0

  

  .-13a-2)لشكلا( مبين في  V = f (t)  ومنحني العلاقة

Piston 

Oil 



92 
 

  :لدينا  A = f (t)ولإيجاد علاقة  
)2(                                 tkeVkVkA −−=−= ... 0  

  .-13b-2)الشكل(مبين في   A = f (t)ومنحني العلاقة  
  :لدينا  x = f (t)ولإيجاد علاقة  

dteVdxeV
dt
dxV kttk ... 00

−− =⇒==  

  :بالتكامل نحصل على العلاقة المطلوبة

          )3(    )1(. 0
000 00

tkt

t

tkx

x
e

k
VxdteVdx −

=

−

=
−=⇒= ∫∫  

  .-13c-2)الشكل(مبين في   x = f (t)ومنحني العلاقة  
  :لدينا  V = f (x)ولإيجاد علاقة  

dxkdVVk
dx
dVV

dt
dx

dx
dV

dt
dVA ... −=⇒−====  

  :بالتكامل نحصل على العلاقة المطلوبة
xkVVdxkdV

x

x

V

V
.0000

−=−⇒−= ∫∫ =
 

)4(                                                            xkVV .0 −=  
  .-13d-2)الشكل(مبين في   V = f (t)ومنحني العلاقة  

  
  
  
  
  

                            a                                                          b 
  
  
  
  
  

                               c                                                     d 
  -2-13)الشكل(

O 

V 

t 

V0 t O 
A 

-k.V0 

V 

x O 

V0 

 
V0/k 

t O 

x 
V0/k 
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   -2-12مسألة
 ابتدائية دون سرعة  Bيقوم قطار من  ،  km  2هي    Eو  Bالمسافة بين بلدتين  

ثم تغدو ،  km/h  60حتى تصبح سرعته   m  400فيقطع مسافة ، وبحركة متسارعة بانتظام
فيصل إلى   ،وفي المرحلة الأخيرة من رحلته تصبح حركته متباطئة بانتظام، حركته منتظمة

E  600  مسافة دون سرعة بعد أن يكون قد قطع في هذه المرحلة  m .  
  .الحركة اتورسم مخطط، معادلات الحركة الموافقة للمراحل الثلاثالمطلوب إيجاد 

  

  :الحل
  Bولتكن  ، هو الاتجاه الموجب على مسار القطار  Eإلى    B الاتجاه من  دنع

  .طلاق منها مبدأ لقياس الزمنولحظة الان، مبدأ لقياس المسافة
وأن ،  Cوتنتهي في    Bأن هذه المرحلة تبدأ من   فترضن: المرحلة الأولى

  :الحركة خلالها تكون حركة مستقيمة متسارعة معطاة بالعلاقة

(1)                                 0101
2

1 ..
2
1 xtVtAx ++=  

  :والعلاقة بين المسافة والسرعة هي
(2)                                )(2 011

2
01

2 xxAVV −=−  
  :وبدون سرعة ابتدائية فيكون ،في لحظة البدء  Bفبما أن القطار بدأ حركته من الموضع  

0,0 B01B01 ==== VVxx  
  :بسرعة ( xC = 400  m )الذي فصله   C  وبما أن القطار وصل إلى الموضع

sec/m3/503600/100060C =×=V  
  :يكون  Cعند الموضع   )2(بتطبيق العلاقة 

)400(2)3/50( 1
2 A=  

  :ومنه تسارع حركة المرحلة الأولى
2
11 )72/25( tA =  

  :يكون )1(وبتطبيق العلاقة 
22

1
2
1 sec2304)144/25(400 =⇒= tt  

  :منه زمن المرحلة الأولى
sec481 =t  

  :وبالتالي معادلة الحركة للمرحلة الأولى هي في الشكل
)3(                                                       2)144/25( tx =  
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وأن الحركة خلالها ،  Dوتنتهي في    Cتبدأ المرحلة الثانية من  : المرحلة الثانية
  :تكون حركة مستقيمة منتظمة معطاة بالعلاقات

)4(                                            022. xtVx +=  

   02 =A  
  :فيكون  VCبسرعة ابتدائية   ، Cفبما أن القطار بدأ حركته من الموضع  

sec/m3/50,m400 2C02C02 ===== VVVxx  

            بسرعة ( xD = 1400  m )الذي فصله   D  وبما أن القطار وصل إلى الموضع
( VD = V2 )  عند الموضع   )4(وبتطبيق العلاقةD  ى زمن المرحلة الثانيةنحصل عل:  

sec60400)3/50(1400 22 =⇒+= tt  
  :وتكون معادلة الحركة للمرحلة الثانية هي في الشكل

)5(                                     400).3/50( += tx  
  

وأن الحركة خلالها ،  Eوتنتهي في    Dتبدأ المرحلة الثالثة من   :المرحلة الثالثة
  :تباطئة معطاة بالعلاقاتتكون حركة مستقيمة م

(6)                               0303
2

3 ..
2
1 xtVtAx ++−=  

(7)                                            033. VtAV +−=  
  :والعلاقة بين المسافة والسرعة هي

(8)                               )(2 033
2

03
2 xxAVV −−=−  

  :فيكون  VDبسرعة ابتدائية    xD  الذي فصله  Dبدأ حركته من الموضع  فبما أن القطار 
sec/m3/50,1400 D03D03 ==== VVmxx  

    بسرعة معدومة ( xE = 2000  m )الذي فصله   E  وبما أن القطار وصل إلى الموضع
( VE = 0 )،  عند الموضع   )8(وبتطبيق العلاقةE  نحصل على تباطؤ المرحلة الثالثة:  

2
33

2 sec/m)108/25()14002000(2)3/50( =⇒−−=− AA  

  :نحصل على زمن الحركة (7)وبتطبيق العلاقة 
sec723/50).108/25(0 33 =⇒+−= tt  

  :وبالتالي معادلة الحركة للمرحلة الثالثة هي في الشكل

(9)              1400).3/50().108/25(
2
1 2 ++−= ttx  
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  -2-14)الشكل(
 

  :أما مخطط الحركة فينقسم إلى
من قطع مكافئ محوره   BCوس  مخطط المرحلة الأولى من الحركة وهو الق

  .)-2-14الشكل(كما في   Bوذروته هو المبدأ  ، منطبق على محور الفواصل
التي تصل ،  CDخطط المرحلة الثانية من الحركة وهو القطعة المستقيمة  مو

  . Cفي النقطة    BCوتمس القوس  ، D( 108,1400 )بالنقطة   C( 48,400 )النقطة 
من قطع مكافئ محوره مواز   DEمن الحركة وهو القوس   ومخطط المرحلة الثالثة

  . Dويمس القطعة المستقيمة في النقطة  ،  E(180,2000)وذروته تقع في ، لمحور الفواصل
  

  الحركة المستقيمة لمجموعة جسيمات مادية2- 
                                      Rectilinear Motion of Several Particles  

  

 Relative Motion of Two Particles  ماديين لجسيمينالحركة النسبية 1-2-.
هو  كمانفسه   OXيتحركان على الخط المستقيم    Bو  Aجسيمين ماديين   دنع

مقاسه من نفس نقطة المبدأ    xBو  xAحيث إحداثيات موضعهما  ، -2-15)الشكل( فيمبين 
O  ، يعين الفرق( xB – xA )   موضع الجسيمB  النسبة للجسيم  بA  ،  يرمز له بـxB/A 
  :ويحدد من العلاقة التالية،  xBA أو

(21-2)               ABB/AB/AAB xxxxxx −=⇒+=  
والإشارة السالبة تدل ،  Aهي على يمين    Bتعني الإشارة الموجبة أن الجسيم  

 Bو  A  دون النظر إلى موضع كل من،  Aتكون على يسار الجسيم    B  على أن الجسيم
  .بالنسبة لنقطة الأصل

B t 

400 

1400 

2000 

48 108 180 

C 

D 

E 
x 
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  -2-15)الشكل(
 

 (Relative Velocity)بالنسبة للزمن يعرف بالسرعة النسبية   xB/Aإن معدل تغير 
 (2-21)وهكذا باشتقاق العلاقة ،  VB/Aويرمز له بـ  ،  Aبالنسبة للجسيم    Bللجسيم  

  :بالنسبة للزمن نحصل على
(22-2)              ABB/AB/AAB VVVVVV −=⇒+=  

يتحرك في الاتجاه الموجب   B  الموجبة أن الجسيم المادي  VB/Aوتعني إشارة  
أي أن الجسيم يتحرك في ، والإشارة السالبة تعني العكس،  Aعند مراقبته من الجسيم  

  .الاتجاه السالب
  

 للجسيم المادي بالنسبة للزمن يعرف بالتسارع النسبي  VB/Aإن معدل تغير  

(Relative Acceleration)  B    بالنسبةA  ،  ويرمز له بـAB/A  ، ولذا باشتقاق
  :بالنسبة للزمن نحصل على  (2-22)العلاقة

(23-2)               ABB/AB/AAB AAAAAA −=⇒+=  
  

  -2-13مسألة
في بئر مصعد كهربائي    m  12شاقولياً إلى أعلى من ارتفاع   Bقذفت كرة  

من النوع المفتوح على   Eوفي نفس اللحظة كان يمر مصعد  ، m/sec  15   بسرعة ابتدائية
  :المطلوب إيجاد .m/sec  1.5   متحركاً إلى الأعلى بسرعة منتظمة قدرها، m  3 ارتفاع  

  .الزمن والارتفاع الذي عنده تصدم الكرة المصعد .1
 .السرعة النسبية للكرة بالنسبة للمصعد عند التصادم .2

 

  :الحل
ندرس حركة كل من الكرة ، رتفاع الذي عنده تصدم الكرة المصعدلإيجاد الزمن والا .1

والاتجاه الموجب لمحور الحركة ، عند مستوي الأرض  Oباختيار نقطة الأصل  ، والمصعد
 :وندرس، إلى الأعلى

O A 
X 

xA xB/A 
xB 

B 
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  -16a-2)الشكل( الموضحة في  Bحركة الكرة  
  :ستتحرك الكرة بتسارع ثابت قدره تسارع الجاذبية

↓== 2
B sec/m81.9gA  

  :وحركتها متباطئة بانتظام وفق العلاقات

B0BBB0B0
2

BB .,..
2
1 VtAVytVtAy +−=++−=  

في معادلات الحركة  ( V0B = 15  m/sec )و  ( y0B = 12  m )وبالتعويض بالمعطيات 
  :نحصل على

(1)                                   2
B .9.41512 tty −+=  

(2)                                           tV 81.915B −=  
  
  
  
  
  
  
  

                    a                                  b                                           c 
  -2-16)الشكل(

  

  -16b-2)الشكل( الموضحة في  Eحركة المصعد  
  :يتحرك المصعد بسرعة ثابتة قدرها

VE = 1.5  m/sec 
  :ظمة وفق العلاقةوحركته حركة منت

E0EE . ytVy +=  

  :في معادلة الحركة نحصل على ( y0E = 3  m )وبالتعويض بالمعطيات 
(3)                                            ty .5.13E +=  

  -16c-2)الشكل( الموضحة فيمرحلة التصادم 
  :فعند التصادم يكون  t  ونفس الزمن  Oبما أننا اخترنا نفس نقطة الأصل  

EB yy =  

yB yE 

O 

yE 

t = 0 

t =  t 

y0 = 3 m 

VE = 1.5 m/sec 
yB t = 0 

t =  t 

y0 = 12 m 
A = -9.81 m/sec2 

O O 

V0 = 15 m/sec 
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  :نحصل على )3(و  )2(بالتعويض من 
095.139.4.9.415125.13 22 =−−⇒−+=+ ttttt  

  :بحلها نحصل على، معادلة من الدرجة الثانية بالنسبة للزمن
sec31.3,sec55.0 +=−= tt  

، لحركةأي بعد بدء ا، الذي عنده تصدم الكرة المصعد ( t = 3.31  sec )الزمن  حسبف دسنع
  :نحصل على الارتفاع عند التصادم )3(وبالتعويض في 

m831.35.13EB =×+== yy  
 

 :تعطى السرعة النسبية للكرة بالنسبة للمصعد بالعلاقة .2

EBB/E VVV −=  
  :وبالتعويض بقيمهما يكون

5.181.915B/E −−= tV  
  :يكون ( t = 3.31  sec )بالتعويض عن 

sec/m97.18B/E −=V  
  .والإشارة السالبة تعني أن الكرة تشاهد من المصعد متحركة في الاتجاه السالب أي إلى أسفل

  
  الحركة المستقلة لجسيمات مادية2-2- 

Independent Motion of Several Particles                                      
، لى خط واحدع اًإذا تحركت مجموعة من الجسيمات المستقلة عن بعضها بعض    

اً بدءففي هذه الحالة يؤخذ الزمن ، وكان لكل جسيم معادلة حركة خاصة مستقلة عن الأخرى
اً من مبدأ واحد بدءوكذلك يجب قياس المسافة ، أولية واحدة بالنسبة لجميع الجسيمات فترةمن 

  .نفسه الاتجاهبو، بالنسبة لجميع الجسيمات أيضاً
  

   -2-14مسألة
  :بحركة معادلتها الزمنية  OXيتحرك على محور    Mادي  الجسيم الم إذا كان

2
M )3( += ttx  

  :يتحرك على المحور نفسه بحركة معادلتها الزمنية  Nوكان الجسيم  
2

N 3 ttx +=  
  :المطلوب.بالأمتار  xبالثواني و   tحيث  
 .وبين كيف ينتقل الجسيمان على مسارهما ،رسم مخططي الحركتين .1
 .ومكانهما ين زمان التقاء المتحركينيعت  .2



99 
 

  :الحل
 ، Mلدراسة حركة الجسيم   .1

  :نحدد علاقة سرعة الجسيم
)3()1(3MM ++== ttxV &  

  :وعلاقة تسارع الجسيم
)2(6MM +== txA &&  

  . AM , VM , xMنضع جدولاً نبين فيه تغيرات كل من  
  

+ ∞ - 1 - 2 - 3  ∞  -  t 
+ ∞   0         + -3           - 0             -  ∞       ++  VM 
+ ∞   6         +    0          +  6             -  ∞        --  AM 
  +  -  +  -  AM .VM 
+ ∞  - 4  - 2  0   ∞  -  xM 
  حركة  

  تقدمیة متباطئة
  حركة

  متباطئة عكسیة
  حركة

  عكسیة متسارعة
  حركة

  تقدمیة متباطئة
  

  

  :نلاحظ من الجدول ما يلي
بحركة تقدمية  ( ∞ - = t )في اللحظة  ( ∞ - = x )حركته من   Mأ الجسيم  يبد

ويعود الجسيم بعد ، ( t = - 3  sec )إلى أن تنعدم سرعته في نقطة البدء في اللحظة ، متباطئة
  في اللحظة    ( x = - 2  m )إلى أن يصل الموضع ، ذلك بحركة رجعية أي عكسية متسارعة

( t = - 2  sec ) ،إلى أن تنعدم سرعته ، يتابع الجسيم سيره بعد ذلك بحركة عكسية متباطئةو
تعود الحركة بعد ذلك تقدمية ، ( x = - 4  m )في الموضع  ( t = - 1  sec )في اللحظة 

  .متسارعة فيمتد على مساره بلا تناه
  
  
  
  
  

  

  -2-17)الشكل(
= xMأن المنحني  -2-17)الشكل(كما نلاحظ من   f (t)  ر الزمن في يقطع محو

  .( t = 0 )اللحظة 

-1 -2 -3 
-1 
-2 
-3 
-4 

N 

M 

x 

t 
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  ، N  ولدراسة حركة الجسيم
  :نحدد علاقة سرعة الجسيم

txV 23NN +== &  
  :وعلاقة تسارع الجسيم

2NN == xA &&  
  :فهو  AN , VN , xNأما جدول التغيرات لـ  

  
+ ∞ - 3/2  ∞ -  t 
+ ∞    0                     -  ∞                 - -  VN 
    2  - 2                     -    0                 +  AN 

  +  -  AN .VN 
+  - 9/4 +∞  xN 
    حركة عكسية متباطئة  تقدمية متسارعة حركة  

  
  :نلاحظ من هذا الجدول ما يلي

بحركة رجعية  ( ∞ - = t )في اللحظة   ( ∞ + = x )حركته من    Nيبدأ الجسيم  
، (x = - 9/4  m )في الموضع  ( t = - 3/2 sec )سرعته في اللحظة إلى أن تنعدم ، متباطئة

  .مساره بلا تناه نيعود الجسيم بعد ذلك بحركة تقدمية متسارعة مبتعداً ع
  

يقطع محور الزمن في اللحظة   xN = f (t)أن المنحني   -2-17)الشكل( نلاحظ من
( t = 0 )  و( t = - 3 sec ).  

  

 :اتيلتقي المتحركان في اللحظ .3
sec3,sec2,0 −=−== ttt  

  :وذلك في المواضع
0,m2,0 =−== xxx  

  .-2-17)الشكل(هذا ويمكن الوصول إلى هذه النتيجة بيانياً كما هو واضح على 
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  -2-15مسألة
حيث سرعة السيارتين ،  m  10تسير سيارة صغيرة خلف سيارة قاطرة بمسافة  

تجاوز السيارة الكبيرة ياد سائق السيارة الصغيرة أن فإذا أر،  km/h  50متساوية وتساوي  
  . m  10بصورة تصبح أمامها بمسافة  

ب أقل زمن يمكن أن يحقق هذه الحركة مع العلم أن السرعة العظمى احسالمطلوب 
 اًوتباطؤ،  m/sec2  2.25يبلغ   اًأعظمي اًوأن للسيارة تسارع،  km/h  90المسموح بها  

  . m/sec2  9مقداره  اًأعظمي
  

  :الحل
  :مان لحركة السيارة الصغيرة وههناك مرحلتا

 .مرحلة الحركة المتسارعة وتمثل وصول السيارة الصغيرة بمحاذاة السيارة القاطرة

  :خلالها تتحرك السيارة القاطرة حركة مستقيمة منتظمة وفق العلاقة
     (1)                                   10111 .tVx =∆  

  :وتتحرك السيارة الصغيرة حركة مستقيمة متسارعة بانتظام وفق العلاقتين

     (2)                      102
2
1121 ..

2
1 tVtAx +=∆  

     (3)                            021121 . VtAV +=  
  :حيث لدينا

2
102011121 sec/m25.2,sec/m9.13km/h50,10 ====+∆=∆ AVVxx  

  :بالتعويض نحصل على
    (1*)                                111 9.3 t1x =∆  
    (2*)                 1

2
11 9.1325.2

2
1109.13 ttt +=+  

  :زمن المرحلة الأولى
sec98.2sec88.825.2/20 1

22
1 =⇒== tt  

  :والمسافة التي قطعتها السيارة القاطرة
m44.4198.29.311 =×=∆ 1x  

  :الصغيرة ةوالمسافة التي قطعتها السيار
m44.511044.4121 =+=∆x  
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  :وسرعة السيارة الصغيرة
    (3*)       km/h16.74sec/m6.209.1398.225.221 ==+×=V  

  . km/h  90وهي أقل من السرعة العظمى المسموح بها  
  

  :السيارة القاطرة لىمرحلة الحركة المتباطئة وتمثل تقدم السيارة الصغيرة ع
  :خلالها تتحرك السيارة القاطرة حركة مستقيمة منتظمة وفق العلاقة

     (4)                                  20112 .tVx =∆  
  :وتتحرك السيارة الصغيرة حركة مستقيمة متباطئة بانتظام وفق العلاقتين

     (5)                    102
2
1122 ..

2
1 tVtAx +−=∆  

     (6)                          021122 . VtAV +−=  
  :حيث لدينا

2
202011222 sec/m2,sec/m9.13km/h50,m)10( ====+∆=∆ AVVxx  

  :بالتعويض نحصل على
    (4*)                                212 9.3 t1x =∆  
    (2*)    0107.66.202

2
1109.13 2

2
21

2
22 =+−⇒+−=+ ttttt  

  :بحلها نحصل على، معادلة من الدرجة الثانية لزمن المرحلة الثانية
sec244.2,sec45.4 **

2
*
2 == tt  

وحسب شروط المسألة نختار الزمن ، طلوبةتعني هذه النتيجة أن كلا الزمنين يحقق الحركة الم
sec244.22:                            الأصغر =t  

  :وتكون المسافة التي قطعتها السيارة القاطرة
m19.31244.29.3112 =×=∆x  

  :الصغيرة ةوالمسافة التي قطعتها السيار
m19.411019.3122 =+=∆x  

  

  :يناللازم لهاتين المرحلت ويكون الزمن
sec22.524.298.221.tot =+=+= ttt  

  :والمسافة الكلية التي قطعتها السيارة الصغيرة
m63.9219.4144.512221tot2 =+=∆+∆=∆ xxx  
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  لجسيمات مادية مستقلةالغير  ةالحرك3-2- 
Dependent Motion of Several Particles 

أو حتى على عدة ، يعتمد أحياناً موضع جسيم مادي على موضع جسيم مادي آخر
في   Bفموضع الجسم  ، ن الحركة غير مستقلةإيقال في هذه الحالة ، رىجسيمات مادية أخ

  . Aيعتمد على موضع الجسم   -18a-2)الشكل(الجملة الموضحة في 
  

والاتجاه ، الخط الأفقي الثابت عند  Oتتم دراسة الحركة باختيار نقطة الأصل  
  .إلى الأسفل  OYالموجب لمحور الحركة  

لذا فطول أجزاء الخيط ، اًيبقى ثابت  ACDEFGن الطول  بما أن الخيط لا يمتط فإ
CD  وEF  من ذلك نستنتج أن مجموع أطوال الأجزاء ، الملفوف حول البكرات يبقى ثابتا
AC  وDE  وFG  وبملاحظة أن طول الجزء  ، ثابتAC    يختلف عنyA  بمقدار ثابت ،

لذا يمكن ، بمقدار ثابت  yBيختلف عن    FGو  DEوأيضا بشكل مشابه فإن طول الجزأين  
  :أن نكتب عند الوضع الابتدائي للجملة ما يلي

(24-2)                           Const.2 B0A0 =+ yy  
كيفياً لإيجاد الإحداثي  ناختيار أحد هذين الإحداثيي فحسبفي هذه الجملة يمكن 

 درجة واحدة من الحرية        لها  -18a-2)الشكل(ن المجموعة المبينة في إلذا نقول ، الآخر
(One Degree of Freedom).  

  

تبقى  (2-24)فالعلاقة ، أحد الجسمين والآخر يصعد يهبط إذا تحركت الجملة بحيث
  :ويمكن أن نكتب عند الوضع الجديد للجملة ما يلي، صحيحة

Const.2 B1A1 =+ yy  
  :بطرح العلاقتين نحصل على

(25-2)                              02 BA =∆+∆ yy  
يهبط بمقدار   Aأي أن الجسم    ΔyAزيادة مقدارها    yAنستنتج أنه إذا أعطينا  

ΔyA    فإن الإحداثيةyB   بمقدار وتزدادتتغير بالمقابل:  
2/AB yy ∆−=∆  

 ويمكن التأكد من ذلك بسهولة من،  ΔyAسيرتفع بنصف المقدار    Bأي أن الجسم  
  .(2-25) العلاقة
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نلاحظ ثانية أن أطوال الخيط المارة حول  -18b-2)الشكل(في حالة ثلاثة أجسام 
، تتحقق العلاقة بمواضع إحداثيات الأجسام الثلاثة (2-24)واستناداً لـ، البكرات هي ثابتة

  .تتحقق العلاقة بتغير إحداثيات الأجسام الثلاثة (2-25)واستناداً لـ
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  

                          a                                                            b 
  -2-18)الشكل(

  

 (26-2)                    Const.22 CBA =++ yyy  
Const.22 CBA =∆+∆+∆ yyy  

ن المجموعة المبينة إفنقول ، من الإحداثيات يمكن اختيارهما كيفياً اثنينونلاحظ أن 
  .(Two Degrees of Freedom)ن من الحرية الها درجت -18b-2)الشكل(في 

  

إذا كانت العلاقة بين إحداثيات الموضع لعدة أجسام صلبة خطية فإن العلاقة بين 
  .سرعتها وتسارعها خطية أيضاً
18)الشكل(نة في ففي حالة الجملة المبيb-2- ، وبإجراء عمليتي اشتقاق نحصل على

  :المعادلات التالية
(27-2)                     02222 CBACBA =++=++ VVVyyy &&&&  
(28-2)                    02222 CBACBA =++=∆++ AAAyyy &&&&&&  

  
  
  

A 

B 

yA 
yB 

C D 

E F 

G 

Y 

O 

A 

B 

C 

yA 
yB 

yC 

O 

Y 
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  -2-16مسألة
عن مصباح معلق  ، U، متحركاً في خط مستقيم بسرعة   hيبتعد شخص طوله  

  .المطلوب إيجاد سرعة حركة نهاية ظل الشخص.  Hعلى ارتفاع  
  :الحل

نهاية التي تتحرك وفقها  المعادلةنحسب  ،ركة نهاية ظل الشخصلإيجاد سرعة ح
التي تقع   Oالنقطة   دنعلذا ، الشخصعلى موضع الظل يعتمد موضع  أننلاحظ حيث ، الظل

على امتداد   OXنمد المحور  على خط رأسي واحد مع المصباح كنقطة لبداية القياس، و
الشخص  دونع، -2-19)الشكل(مبين في المستقيم الذي تتحرك عليه نهاية الظل كما هو 

وعندئذ تبعد نهاية ظله  ، Oعن مبدأ القياس    x1المتحرك في وضع اختياري يبعد بمسافة  
  . x2عن المبدأ بمسافة  

  
  
  
  
  
  
  

  -2-19)الشكل(
  

  :أن،  ΔOAMو  ΔDABنجد من تشابه المثلثين  

12 x
h-H

Hx =  

أي ، ، إذا عرف معادلة حركة الشخص Mهاية الظل  تعبر هذه العلاقة عن معادلة حركة ن
  . x1 = f ( t )إذا عرف 

  

  :نفاضل طرفي المعادلة السابقة

12 x
h-H

Hx && =  

  :أنبما 
VVxUUx ==== X2X1 , &&  

A 

B H 

O M 
h 

D 

x 
x1 x2 
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  :بالتعويض نحصل على السرعة المطلوبة

U
h-H

HV =  

سرعة حركة نهاية ظله تكون أيضاً  ، فإن( U = const )فإذا تحرك الشخص بسرعة ثابتة 
  .مرة [H /( H-h ) ]ولكنها أكبر من سرعته بـ ، ثابتة

  
  -2-16مسألة

كما في   Eو  Dو  Cمتصلتان بحبل يمر على ثلاث بكرات    Bو  Aكتلتان  
تتحرك إلى الأسفل   Dمثبتتان بينما البكرة    Eو  Cحيث البكرتان  ، -20a-2)الشكل(

 Aتبدأ الكتلة   ( t = 0 )وعند الزمن ، ( VD = 1.5  m/sec )ة قدرها بحركة منتظمة بسرع
  .بتسارع ثابت وبدون سرعة ابتدائية  Kفي التحرك إلى الأسفل من الموضع  

، ( VA = 6  m/sec )هي   Lعند مرورها بالموضع    Aفإذا كانت سرعة الكتلة  
 Aعند مرور الكتلة   هاسارعوت  Bالتغير في الارتفاع وسرعة الكتلة  المطلوب إيجاد 

  .( KL = 4  m )أن  علماً،  Lبالموضع  
  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

                         a                                                                     b 
  -2-20)الشكل(

  

لسطح عند ا  Oباختيار نقطة الأصل    Bو  Dو  Aندرس حركة كل من الأجسام  
  .إلى الأسفل  OY  والاتجاه الموجب لمحور الحركة، العلوي

L 

yA 

4 m 

O 

K 
AA 

VA = 6 m/s 

yAo 

A Y 

B 

C E 

D 

A 

L 

K 

4 m 

1.5 m/s 

O 

Y 
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  :20b-2)الشكل(الموضحة في   Aحركة الكتلة  
والحركة ،  Lوتنتهي في الموضع  ،  Kحركتها من الموضع    Aتبدأ الكتلة  

  :خلالها هي حركة مستقيمة متسارعة حيث
  :العلاقة بين المسافة والسرعة تعطى بـ

(1)            AA
2
0A

2
A .2 yAVV ∆=−  

  :والعلاقة بين الزمن والسرعة تعطى بـ
(2)                  0AAA . VtAV +=  

  :في لحظة البدء بدون سرعة ابتدائية فيكون  Kبدأت حركتها من الموضع   Aوبما أن الكتلة 
00A =V  

  :بسرعة  L  وصلت إلى الموضع Aوبما أن الكتلة  
sec/m6A =V  

  :بعدما قطعت مسافة
m4KLA ==∆y  

  : A  نحصل على تسارع الكتلة (1)بالتعويض بالعلاقة 
2

A sec/m5.4=A  
  :نحصل على زمن الحركة (2)بالتعويض بالعلاقة 

sec333.1=t  
 

  :21a-2)الشكل(الموضحة في   Dحركة البكرة   
  :وفق العلاقة، ( VD = 1.5  m/sec )حركة منتظمة بسرعة   D  تتحرك البكرة 

0DDD . ytVy +=  

  :يكون  Lإلى    Aبزمن الحركة الموافق وصول الكتلة    tوبالتعويض عن  
333.15.1.DD0DD ×==∆=− tVyyy  

  :ومنه
m2D =∆y  
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                  a                                                           b 
  -2-21)الشكل(

  

  :21b-2)الشكل(الموضحة في   Bحركة الكتلة  
)2(نلاحظ أن طول الحبل يختلف عن المقدار  BDA yyy وبما ، بمقدار ثابت ++

واعتبار ، فإن المقدار السابق يظل ثابتا أيضاً، أثناء الحركةفي أن طول الحبل يظل ثابتاً 
  :يكون ( t = 1.333  sec )و  (t = 0 )زمنين ال

0B0D0ABDA 22 yyyyyy ++=++  
020)()(2)( BDA0BB0DD0AA =∆+∆+∆⇒=−+−+− yyyyyyyyy  

  :ولكننا نعلم أن
m4,m2 AD =∆=∆ yy  
  :ومنه بالتعويض نحصل على

m8B −=∆y  
  .إلى أعلى  m  8هو    Bأي أن التغير في ارتفاع الكتلة  

  

  . Dو  Bو  Aل على علاقة بين سرعة كل من  نحص، باشتقاق علاقة الانتقال
02 BDA =++ VVV  
  :نحصل على ( t = 1.333  sec )عند الزمن   Bو  Aوبالتعويض عن قيم سرعة كل من  

↑−=⇒=+×+ sec/m905.126 BB VV  
  

  . Dو  Bو  Aنحصل على علاقة بين تسارع كل من  ، باشتقاق علاقة السرعة
02 BDA =++ AAA  

  :نحصل على ( t = 1.333  sec )عند الزمن   Bو  Aعويض عن قيم تسارع كل من  وبالت
↑−=⇒=++ 2

BB sec/m5.4005.4 AA  

B 

C E 

A yD 

yB yA 

O 

Y 

VD = 1.5 m/s 

yD 

O 

yDo 

Y 

O 
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  ت التسارع الثابتاالحركة ذ3- 
                               Constant Acceleration Motion of Particle  

 

  ت التسارع الثابتاالحركة ذ معادلة1-3-.
  :وفي هذه الحركة لدينا ، A  ثابت تتصف هذه الحركة بتسارع

(29-2)                                  2dtdt
MddVA

2

==  

  :بدلالة الزمن نحصل علىبفصل المتغيرات وإجراء التكامل و ،متجه ثابت  Aحيث  

(30-2)                      0VAdMV +== t
dt

.  

ويتحرك الجسيم ، على منحى ثابت  Vتحافظ السرعة   بالتالي لا  Aلا توازي    V0فإذا كان 
  .(Motion of Projectile) على منحني حركة مستوية متغيرة بانتظام تدعى بحركة القذائف

  

  :نحصل على  tبدلالة الزمن   (2-30)نكامل 

(31-2)                         tt ..
2
1 2

00MM VA +=−  

على المسار المار من الوضع   Mلفة للجسيم  الأوضاع المخت (2-31)وتعين العلاقة 
الحركة ذات  معادلةوتمثل  ،أي أنها تعين وضع الجسيم بدلالة الزمن،  M0الابتدائي  

  الثابت التسارع
  

  :تطبيق
تميل   V0بسرعة ابتدائية  ،  M0في الفراغ من الوضع    Mيقذف جسيم مادي  

  .تسارع الجاذبية، (↓ A = g )لثابت بحيث لا توازي التسارع ا،  αعلى الأفق بزاوية  
على الوضع   Oتنطبق بدايتها   T( OXYZ )جملة إحداثية  دلدراسة الحركة نع

ويعاكسه في   gيوازي التسارع الثابت    OYحيث المحور  ، للمتحرك  M0الابتدائي  
حيث يقعان ضمن محوريه   gو  V0يوازي مستوي المتجهين    OXYوالمستوي  ، الجهة
OX و OY   2-22الشكل(كما في-(.  

نحصل على العلاقة   Oبـ    M0و  (2-29)في العلاقة   gبـ    Aنبدل  
  :الشعاعية لمعادلة الحركة

 (32-2)                         tt ..
2
1 2

0OM Vg +=−  
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  -2-22)الشكل(
  

  :نحصل على  M0XYZعلى محاور الجملة   (2-32)نسقط العلاقة 

(33-2)      tVtgytVxz )sin.(.
2
1,)cos.(,0 0

2
0 αα +−===  

أن حركة مسقط ونلاحظ منها ،  M0XY  معادلات حركة الجسيم الذي يتحرك في المستوي
بينما حركة مسقطه على ، هي حركة مستقيمة منتظمة  OXالجسيم على المحور الأفقي  

  .هي حركة مستقيمة متغيرة بانتظام  OYالمحور الشاقولي  
  

مبدأ   M0ويبدأ من  ،  OXYيقع في المستوي   ويرسم الجسيم مساراً منحنياً
  :حيث  yو  x  بين معادلتي حركة الجسيم  t  ويمكن إيجاد معادلته بحذف الزمن، الإحداثيات

(34-2)                                   
αcos.0V

xt =  

  :ومنه

(35-2)               xx
V

gy .tan
)cos.(2

2
2

0

α
α

+−=  

  . OYمكافىء محوره يوازي  وهي معادلة قطع 
  

   في الموضع  Vالسرعة   يباشتقاق معادلات حركة الجسيم نحصل على مركبت
M( x , y )    من المسار على محوري الجملةOXY  هما:  

(36-2)              αα sin..,cos. 00 VtgyVx +−== &&  
ين يتحول في ح، ثابت لا علاقة له بالزمن  OXعلى المحور    Vنلاحظ أن مسقط السرعة  

  .مع الزمن  OYمسقطه على المحور  
  

X 

Y 
V0 A 

α 
Z 

O 
B 

VA 

M0 

g 
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  :أما القيمة العددية للسرعة

).sin..
2
1(2

.sin..2.

0
22

0
2

0
2

0
22222

tVtggVV

tVgVtgyxV

α

α

+−−=−

−+=+= &&

 

(37-2)                                          ygVV .22
0

2 −=−  
  . OXحيث يكتسب المتحرك سرعات متساوية في الأوضاع المتساوية الارتفاع عن المحور  

  OXموازية للمحور    VAتكون السرعة  ،  Aك قمة المسار  حين بلوغ المتحر
  :أي، أي أفقية

αcos.0AA VxV == &  
..0sin:                   و 0AA =+−= αVtgy&  

  : A  منه زمن الوصول إلى قمة المسار

(38-2)                            
g

Vt αsin.0
A =  

  : A  نحصل على إحداثيات القمة (2-33)بالتعويض في معادلات الحركة 

(39-2)             
g

Vy
g

Vx
2
sin.,

2
2sin. 22

0
A

2
0

A
αα

==  

الذي   OXيعود بها المسار إلى المحور    Aوبعد وصول الجسيم إلى القمة  
بوضع  (2-35)وتسمى بمدى المسار نحصل عليه من معادلة المسار ،  B يقطعه في النقطة 

(yB = 0):  

(40-2)                         
g

VxB
α2sin.OB

2
0==  

  OYعلى المحور   (2-33)كما يمكن الحصول على المدى من معادلة الحركة 
  :( yB = 0 ) بوضع

0.sin..
2
1

B0
2
BB =+−= tVtgy α  

  : B  حيث نحصل على زمن الوصول إلى مدى المسار

(41-2)                                     
g

Vt αsin.2 0
B =  

  .نحصل على المدى  OXعويض في معادلة الحركة على المحور  ومن ثم الت
في   Bإلى المدى    Mويصل الجسيم   ، = Ax= 2  Bx( OB (نلاحظ أن المدى 

  .( tB = 2 tA )اللحظة 
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  :ملاحظة
أن الجسيم المادي المقذوف في اتجاه يميل على الأفق  (2-40)يتضح من المعادلة  -

يمكن لمسارين  وبالتالي، ( sin 2β = sin 2α )المدى لأن لها نفس  ( β = 90o – α )بزاوية 
  :حيث يكون، نفسها  V0السرعة الابتدائية  ب نفسه Bأن يصلا إلى المدى  
  .( β = 90o – α > 45o )والمسار الثاني لأجل  ،( α < 45o )المسار الأول لأجل 

يصل المدى   V0   أن للسرعة الابتدائية المعطاة (2-39)يتضح أيضاً من المعادلة  -
 .( α = 45o )أي عندما  ( sin 2α = 1 )الأفقي إلى قيمته العظمى عندما 

  
  -2-17مسألة

عن سطح الأرض بسرعة  ( l = 150  m )أطلقت قذيفة من مركز يقع على ارتفاع 
  .)-23a-2الشكل(على الأفق كما في  ( α = 30o )بزاوية  تميل (V0 =180  m/sec)ابتدائية 

 ،مقاومة الهواء لوبإهما ،( g = 9.81  m/sec2 )سارع الأرضي التحساب أن ب
  :إيجادالمطلوب 

 .المسافة التي تقطعها القذيفة من مركز القذف حتى مكان اصطدامها مع الأرض .1

  .سرعة اصطدام القذيفة بالأرض .2
 .أعلى ارتفاع تصله القذيفة من الأرض .3

قطر التقوس في ب نصف اوحس، علاقة نصف قطر المنحني في نقطة من المسار .4
 .ذروة المسار

  

  :الحل
  :وفق العلاقة الشعاعية لمعادلة الحركة تسارع ثابتب تتحرك القذيفة

tt ..
2
1 2

0OM Vg +=−  

  :نحصل على معادلات حركة القذيفة  OXYنسقط العلاقة على محاور الجملة  

tVtgytVx .sin..
2
1,.cos. 0

2
0 αα +−==  
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                 a                                                               b 
  -2-23)الشكل(

من معادلة   Bيمكن الحصول على المسافة التي تقطعها القذيفة والتي تمثل المدى   .1
  :( yB = -150  m ) بوضع  OYالحركة على المحور  

06.3037.18909.4150 B
2
B

2
B =−−⇒+−=− tttt  

  : B  نحصل على زمن القذف أي زمن الوصول إلى مدى المسار
sec91.19B=t  

 .نحصل المسافة المقطوعة أي على المدى  OXبالتعويض في معادلة الحركة على المحور  

m310091.19390B =×=x  
من كون ، أي سرعة القذيفة في المدى، تحسب سرعة اصطدام القذيفة بالأرض .2

بالتالي يمكن حساب  ،حركة متغيرة بانتظام  OYحركة مسقط القذيفة على المحور الشاقولي  
 :السرعة من العلاقة

)0(2)(2 2
0

2
B0B

2
0

2
B −−−=⇒−−=− lgVVyygVV  

  :بالتعويض
2222

0
2

B sec/m3534315081.92)180(.2 =××+=+= lgVV  

  :منه
m/sec188B =V  

  :بالتالي يكون، )-23a-2الشكل(كما في ،  θويميل على الأفق بزاوية  
θcos.BBX VV =  

  :لكن
αcos.0BX VV =  

  :منه
o

B0 34829.0188/866.0180/coscos =⇒=×== θαθ VV  

Y 

α  O 
150 m 

xB 

V0 

B 
θ 

A 

VB 

X 

Y 

An 

Aτ 

V τ  

n 

φ 

φ 

g 
O X 
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 :إن أعلى ارتفاع تصله القذيفة يعطى بـ .3

Amax yly +=  
عن مبدأ القذف وتحسب من كون سرعة القذيفة في   Aتمثل ارتفاع قمة المسار    yAحيث  
  :بالتالي، أي أفقية  OXموازية للمحور    VAالقمة  

0AA == yV &  
زمن الوصول  والتعويض نحصل على،  OYالمحور  باشتقاق معادلة حركة القذيفة على منه 

  :A  إلى قمة المسار
gVtVtgy /sin.0sin.. 0A0AA αα =⇒=+−=&  

  Aنحصل على ارتفاع قمة المسار    OYبالتعويض في معادلة حركة القذيفة على المحور  
  :عن مبدأ القذف

m413
481.92

)180(
2
sin. 222

0
A =

××
==

g
Vy α

 

  :ومنه
m563413150max =+=y  

 

نعين أولاً نصف قطر ، لمنحني في أعلى نقطة منها لتعيين مركز تقوس المسار .4
الذي   gلذا نحلل التسارع  ، د الانطلاقعتقوس المنحني الذي ترسمه القذيفة في لحظة ما ب

كما في   τ  والمماسية باتجاه  n  الناظمية باتجاه ،إلى مركبتين يتجه شاقولياً نحو الأسفل
 :حيث، -22b-2)الشكل(

gAAA n =+= τ  
  :نجد أن  gوالتسارع الكلي    nالزاوية بين الناظم الرئيسي    φ  ما أنوب

ϕϕτ cos.,sin. gAgA n =−=  
  :بما أن التسارع الناظمي يعطى بالعلاقة

ρ/2VAn =  
  :ومنه نصف قطر التقوس

ϕρ cos.// 22 gVAV n ==  
  :-22b-2)الشكل( لدينا من  Vلحساب  

ϕcos.VVx =  
  :ير أنغ

αcos.0VxVx == &  
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  :ومنه
ϕα cos/cos.0VV =  

  :بالتعويض في علاقة نصف قطر التقوس نحصل على
ϕαρ 322

0 cos./cos. gV=  
  :ومنه ( φ = 0 )يكون   A  ففي ذروة المسار

gV /)cos.( 22
0A αρ =  

  :بالتعويض
m2477A =ρ  

  
  -2-18مسألة

من موقع ، ( V0X = 12  m/sec )مركبتها الأفقية   V0  يةتقذف كرة بسرعة ابتدائ
O   يرتفع عن المستوى الأفقي بمقدار( h = 1.5  m ) ، وتبعد مسافة( l = 6  m )  عن

وتمر الكرة المقذوفة بملامسة أعلى نقطة من الحائط ، ( H = 5  m )حائط شاقولي ارتفاعه 
  .-2-24)الشكل(كما هو مبين في 

  .وما سرعتها عندئذ، حظة اصطدام الكرة بالأرض الأفقيةب لاحسالمطلوب 
  

  :الحل
  :وفق العلاقة الشعاعية لمعادلة الحركة تسارع ثابتب تتحرك الكرة

tt ..
2
1 2

0OM Vg +=  

  :نحصل على معادلات حركة الكرة  OXYنسقط العلاقة على محاور الجملة  

tVtgytVx .sin..
2
1,.cos. 0

2
0 αα +−==  

  

  
  
  
  
  

 -2-24)الشكل(

Y 

O X 

V0 

V0X 

5 m 

1.5 m 
α 

M

φ VB 

B 
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  :أي لحظة الوصول إلى المدى من العلاقة،  tB لحظة اصطدام الكرة بالأرض الأفقيةوتحسب 

B0
2
BB .sin..

2
1 tVtgy α+−=  

ندرس حركة الكرة لحظة تماسها الجدار   V0  حسابول، ( yB = - 1.5  m )حيث 
  :التي تمر الكرة المقذوفة بملامستها هي  Mالشاقولي حيث إحداثيات الموقع  

m6,m5.35.15 MM ==−= xy  
  :ومن جهة ثانية لدينا

MMX0M0M 126..cos. ttVtVx =⇒== α  

  :ومنه زمن وصول الكرة لأعلى موقع من الجدار
sec5.0M =t  

  :كذلك لدينا

M0
2
MM .sin..

2
1 tVtgy α+−=  

  :بالتعويض
5.0)sin.(25.081.95.05.3 0 αV+××−=  

  :ومنه
sec/m45.9sin. Y00 == VV α  

  :ولكن
2/12

Y0
2
X00 )( VVV +=  

  :بالتعويض
sec/m27.15])45.9()12[( 2/122

0 =+=V  

  :نحصل على  yBبالتعويض في علاقة  
05.145.9905.4 B

2
B =−− tt  

  : B  ومنه زمن الوصول إلى المدى
sec08.2B =t  

 

  : VBYو  VBXوتحسب سرعة الكرة عند اصطدامها بالأرض بعد تعيين مركبتيها  
sec/m12cos.0BBX === αVxV &  

sec/m93.1045.908.281.9cos.. 0BBYB −=+×−=+−== αVtgyV &  
sec/m23.16)46.119144()( 2/12/12

BY
2

BXB =+=+= VVV  
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  :حيث  φوتصنع مع الأفق زاوية  
o

BB 32.4291.012/93.10/tan −=⇒−=−== ϕϕ XY VV  
  

   -2-19مسألة
بمستوي مائل   Bيتصل بأعلاه   ( h = 40  m )ارتفاعه   ABحائط شاقولي  

  .(α = 45o )وميله على الأفق ، ( l = 50  m ) طوله  BCصقيل  
  :والمطلوب، بتدائيةدون سرعة ا  C  يبدأ جسيم بالحركة على المستوي المائل من

  .ن نقطة اصطدام الجسيم بالأرض الأفقيةيعيت .1
  .ين متجه السرعة عند اصطدام الجسيم بالأرضيعت .2

  :الحل
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  -2-25)الشكل(
 

  VBسرعة   B  على المستوي المائل عند وصوله إلى  M  يكتسب الجسم الساقط
كما  ( β =π + α )بزاوية   BXتتجه على المستوي المائل ونحو الأسفل وتميل على الأفق  

  .-2-25)الشكل(في 
من حركة الجسيم المستقيمة على المستوي المائل الصقيل    VBوتعين السرعة  

BC  ،  وذلك بتطبيق علاقة السرعة بدلالة المسافة بين الموضعينC  وB :  
BC

2
B

2
C

2
B .2BC.sin.2BC.2 HggVAVV ==⇒=− α  

  :منه
sec/m34.26)7071.05081.92().2( 2/12/1

BCB =×××== HgV  

Y 

X 

C 

B 

D 

VB 

α β 
l 

α 

H 

h 

VD φ 
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  :وفق معادلة الحركة تسارع ثابتيتحرك ب  Bمن    Mم  يوعندما ينطلق الجس

tt ..
2
1 2

BOM Vg +=  

الموضحة في   BXYوبإسقاط العلاقة على محاور الجملة  ، ويرسم خلالها قطعاً مكافئاً
  :نحصل على معادلات حركة الجسيم -2-24)الشكل(

tVtgytVx .sin..
2
1,.cos. B

2
B αα −−=−=  

  :وإحداثياته تعطى بـ
(1)         tttVx 217.13)2/234.26(.cos.B −=×−=−= α  
(2)             2

B
2 905.4217.13.sin..

2
1 tttVtgy −−=−−= α  

  

 :التي إحداثياتها  D  يصطدم الجسيم في الأفق في الموقع .1
m40D −=y  

  :نحصل على )2(بالتعويض في 
040217.13905.4 D

2
D =−+ tt  

  :ومنه
sec53.1D =t  

  :وهي، الأفقيةم بالأرض ينحصل على موضع اصطدام الجس )1(بالتعويض في 
m5.28D −=x  

 

 :نحسب مركبتيها،  Dلتعيين متجه سرعة الجسيم في   .2

sec/m62.182/234.26cos.BDDX −=−=−== αVxV &  
sec/m6.332/234.2653.181.9sin.. BDDDY −=−×−=−−== αVtgyV &  
  :فيكون

sec/m41.38)96.112889.346()( 2/12/12
DY

2
DXD =+=+= VVV  

  :تعطى بـ  φويصنع مع الأفق زاوية  
o

DXDY 618.1)62.18/()6.33(/tan =⇒=−−== ϕϕ VV  
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  Circular Motion of Particle             لجسيم مادي     الحركة الدائرية 4-
  

  لجسيم الحركة الدائرية معادلة1-4- 
هي حركة منحنية يكون فيها نصف قطر الانحناء   Mالحركة الدائرية لجسيم مادي  

  .-2-26)الشكل(كما في   Rوبالتالي يكون مسار الجسيم المتحرك دائرة نصف قطرها  ، اًثابت
  

لطريقة الطبيعية بأن نوجه المسار في الجهة المباشرة با  Mيتحدد وضع الجسيم  
على الدائرة التي تمثل وضع المتحرك في   M0  دونع، أي عكس حركة عقارب الساعة

  :فيكون، مبدأ الفواصل للقوس الموجه  t0اللحظة  
(42-2)                                 θ.MM0 Rs ==

))
  

وتقاس بالزوايا نصف ، OM (Angle of Rotation)تجه  بزاوية دوران الم  θتدعى  
  :وهي متحولة مع الزمن بالتالي تكون معادلة الحركة الدائرية من الشكل، (Radians)قطرية 
(43-2)                                     )(tf=θ  

المباشرة وسالبة إذا تم  موجبة إذا تم الدوران في الجهة دمع إشارتها التي تع  θوتؤخذ  
  .الدوران في الجهة العكسية

  
  
  
  
  
  
  
  

  -2-26)الشكل(
  

  T(OXYZ)بطريقة الإحداثيات بدلالة ثلاثية   Mويمكن تحديد وضع الجسيم  
  :حيث،  Oتمر من مركز الانحناء المنطبق على مركز الدوران  

(44-2)          0,sin.,cos. === zRyRx θθ  
  :بالمتجه الموضعي للمتحرك  Mلجسيم  كما يمكن تحديد وضع ا

(45-2)                  jir .sin..cos. θθ RR +==OM  

O 

M0 

M 

VM 

s θ 

R 
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  Linear Velocity                                         السرعة الخطية2-4- 
بالنسبة للزمن نحصل على السرعة الخطية للجسيم  (2-42)باشتقاق المعادلة 

  :المتحرك بالطريقة الطبيعية
(46-2)                             ωθ .. RRsV === &&  
الذي يمس المسار في ، للجسيم  Vتمثل القيمة العددية لمتجه السرعة الخطية    Vحيث  

)(والمشتق الأول لزاوية الدوران بالنسبة للزمن ،  Mالنقطة   ωθ تدعى بالسرعة  &=
وتعرف بالزاوية المقطوعة التي يدورها ،  Mرك  للمتح (Angular Velocity)الزاوية 

)secsec/1sec/rad(وتقاس بـ ، في وحدة الزمن  Rنصف القطر   وتمثل  ≡≡−1
والذي ،  OMلنصف القطر المتجه    Ωالقيمة العددية لمتجه السرعة الزاوية للدوران  

شكل تدور ب  Ωويتجه  ، العمودي على مستوى الدائرة  OZينطبق على محور الدوران  
  :نميز حالتين، أي وفق حركة اليد اليمنى، في الجهة المباشرة  Mحوله  

  

أي عكس اتجاه  ،بجهة الأقواس المتزايدة، على الدائرة في الجهة المباشرة  Mإذا سارت   -
)(وكان المشتق ، مع الزمن  θازدادت عندها  ، حركة عقارب الساعة ωθ ويتجه ، موجباً &=

)(ولما كان ،  OZفي الجهة الموجبة لمحور الدوران    Ωالدوران   متجه ωθ موجبة  &=
الذي يتجه   τفي الجهة الموجبة للمماس    V  ويتجه، موجبة أيضاً  Vكانت القيمة العددية  

 .-27a-2)الشكل(دوماً نحو الأقواس المتزايدة 

  
  
  
  
  
  
  
  

                       a                                                               b 
  -2-27)الشكل(

  
  

M0 

M 
O 

Z 

Ω 

θ 

M0 

M 
O 

Z 

Ω 

θ 

V 

τ

τ  
V 

ω 

ω 
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، على الدائرة في جهة الأقواس المتناقصة أي جهة حركة عقارب الساعة  Mوإذا سارت   -
)(وكان المشتق ، مع الزمن  θتناقصت عندها   ωθ في   Ωويتجه متجه الدوران  ، سالباً &=

)(ولما كان ،  OZلبة لمحور الدوران  الجهة السا ωθ  Vسالبة كانت القيمة العددية   &=
في الجهة   Ωحيث يدور حول    τفي الجهة السالبة للمماس    Vواتجه عندها  ، سالبة

  .-27b-2)الشكل(المباشرة 
  .لمباشرةفي الجهة ا  Ωنستنتج في الحالتين أن متجه السرعة الخطية يدور دوماً حول  

  

نرسم من النقطة ، لإيجاد علاقة السرعة الخطية للجسيم المتحرك بالطريقة الطبيعية
O    ثلاثية تساير على الترتيب المتجهاتOM , V , Ω   نحصل  -2-28)الشكل(كما في

  . OM  ويعامد Ωيعامد    Vحيث المتجه  ،  OM V Ω  على ثلاثية قائمة مباشرة
  

  
  
  
  
  
  

  -2-28)الشكل(
 

  :السرعة بالشكلا كان بالإمكان كتابة علاقة لذ
(47-2)                                      OM∧= ΩV  

  :التي تمثل علاقة متجه السرعة والتي تكتب بالشكل
(48-2)                                      ΩV ∧= MO  

  . Mفي النقطة    Ωهو عزم متجه الدوران    Vعة  تبين العلاقة الأخيرة أن متجه السر
  

تمر من مركز الدوران   T(OXYZ)بدلالة ثلاثية    Mوإذا علمنا وضع الجسيم  
O   وعلمنا السرعة الزاوية  ،(2-45)وفق العلاقة)( ωθ  Mأمكن تحديد سرعة الجسيم   &=

  :بطريقة الإحداثيات

(49-2)      ji
kji

V .cos...sin..
0sin.cos.

00 θωθω
θθ

ω RR
RR

+−==  

M 

O 

Ω 
V 

π/2  
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 (2-45)بدلالة المتجه الموضعي وفق العلاقة   Mأو إذا علمنا وضع الجسيم  
  .بطريقة المتجهات  Mأمكن تحديد سرعة الجسيم   للمتحرك

(50-2)                 jidMV .cos...sin.. θωθω RR
dt

+−==  

  :والتي تكتب بالشكل
(51-2)                                 YX VVjiV +=+= .. YX VV  

  

ويتجه باتجاه الحركة   OXYنستنتج أن متجه السرعة الخطية يوازي المستوي  
  :على امتداد مسار الدائرة التي يرسمها خلال الحركة وقيمته العددية

(52-2)           ωθωθω .)cos..sin..( 1/2222222 RRRV =+=  
  

  Linear Acceleration                                    التسارع الخطي3-4- 
يعطى بالطريقة الطبيعية  بالنسبة لمسار منحنٍ  Mرع جسيم متحرك  ن تساإ

  :بالعلاقة

nτA
ρ

2

. VV += &  

  :ولما كان المسار دائرة يكون
ωRVωRVR && ..,const =⇒===ρ  

الذي يساوي عدديا المشتق ، ويدعى بالتسارع الزاوي  εبـ    &ωيرمز عادة لـ  
أي أنه يحدد ، أو المشتق الثاني من زاوية الدوران بالنسبة للزمن، اويةالأول من السرعة الز

)/secsec/1sec(س بـ قايو، تحولات السرعة الزاوية بدلالة الزمن 222 −≡≡rad ،
،  OZالذي ينطبق على محور الدوران    Eثل القيمة العددية لمتجه التسارع الزاوي  ميو

  . Ωالسرعة الزاوية   ويحدد اتجاهه بنفس طريقة تحديد اتجاه متجه
  

   :بالتعويض ينتج التسارع الكلي
(53-2)                                nτA .... 2ωε RR +=  

  :الذي يتحدد بمركبتين
)..(التسارع الناظمي  مركبة 2 nAn ωR= تجه نحو مركز الدائرة دوماً لأن تي تال

0).( 2 >ωR ًدوما.  
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)..(مماسي ال ارعمركبة التس τAτ εR= في الاتجاه الموجب  تجه على امتداد المماسالتي ت
)0(إذا كان  >ε 29الشكل( كما هو مبين فيa-2-(،  في الاتجاه السالب إذا والعكس صحيح

)0(كان  <ε 29الشكل( كما هو مبين فيb-2-( ،باتجاه   تتجه أيε  ًدوما.  
  
  
  
  
  
  
  

                          A                                                       b 
  -2-29)الشكل(

  

  :والقيمة العددية للتسارع الخطي الكلي هو
(54-2)      2/1422/142222/122 )()..()( ωεωετ +=+=+= RRRAAA n  

 التي  φ  ويميل متجه التسارع الخطي الكلي عن نصف قطر دائرة المسار بالزاوية
  :تعين بـ 

(55-2)                                               2tan
ω
ε

ϕ
τ

== nA
A  

وتعين نوعية الحركة ، حادة  φ  بقيمتها المطلقة للحصول على زاوية  ε  وتؤخذ
بملاحظة أنه إذا ازدادت القيمة المطلقة للسرعة الزاوية بازدياد الزمن كانت الحركة الدائرية 

).0(متسارعة  >εω،  وإذا تناقصت القيمة المطلقة للسرعة الزاوية بازدياد الزمن كانت
).0(الحركة الدائرية متباطئة  <εω.  

  
 Uniform Circular Motion                   الحركة الدائرية المنتظمة4-4- 

ففي أي لحظة زمنية يكون  ،على الدائرة  بسرعة زاوية ثابتة  Mإذا تحرك الجسيم  
لذا يسمى هذا النوع من الحركة بالحركة ، زمنية متساوية هو واحد مداتتغير الزاوية خلال 

  :ففي هذه الحركة لدينا ،الدائرية المنتظمة

 (56-2)                             const== ωθ
dt
d  

O 

M 

A 

φ 

τ  

n An 
Aτ 

V 

O 

M 
A 

φ 

τ 

n 
An 

Aτ 

V 

ω 
ε 

ε ω 
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  :اًويكون عندها التسارع الزاوي معدوم
0=== εωθ &&&  

  :والقيمة العددية للسرعة الخطية ثابتة
const. == ωRV  

  :وبالتالي التسارع المماسي معدوم
0.. == τAτ εR  

  :للتسارع الناظمي اًساويمويصبح التسارع الخطي الكلي 
nAA n .. 2ωR==  

  .الذي يتجه نحو مركز الدائرة
  

  :معرفة الشروط الابتدائية نحصل علىبعد  (2-56)بمكاملة المعادلة 
(57-2)                                0. θωθ += t  

  :ومنه يمكن أن نكتب، معادلة حركة الجسيم خلال حركته الدائرية المنتظمة
0.... θωθ RtRR +=  

  :وبالتالي نحصل على
(58-2)                                 0.. stRs += ω  

في هذه الحالة تابعاً   sويكون القوس  ، دائري على منحنٍمعادلة حركة الجسيم خلال حركته 
  .( T = 2π/ω )والحركة دورية دورها ،  t  خطياً للزمن

  
  المتغيرة بانتظامالحركة الدائرية 5-4- 

Uniformly Variable Circular Motion 
إذا كان في كل لحظة ، تغيرة بانتظامبحركة معلى الدائرة   Mيتحرك الجسيم  

بتسارع  أي ،اًزمنية متساوية واحد مداتخلال  أو نقصانها السرعة الزاوية زمنية ازدياد
)const( زاوي ثابت ±=ε ، يدعى هذا النوع من الحركة بالحركة الدائرية المتسارعة

باطئة بانتظام لمتاأو  (Uniformly Accelerated Circular Motion) بانتظام
(Uniformly Decelerated Circular Motion).  

  :الحركة هذه لدينا معادلةللحصول على 

(59-2)           dtd
dt
d .Const. εωεω ±=⇒=±=  
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  :بالتكامل بدلالة الزمن مع الاعتماد على الشروط الابتدائية عندما
00 ωω =⇒=t  

  :نحصل على
(60-2)                                   0. ωεω +±= t  

  :حيث تكتب بشكل آخر ،معادلة تعين العلاقة بين السرعة الزاوية والزمن

dtdttdt
dt
d .... 00 ωεθωεθ +±=⇒+±=  

  :بالتكامل بدلالة الزمن مع الاعتماد على الشروط الابتدائية عندما
00 0 =⇒= θt  

  :نحصل على

(61-2)                             tt ..
2
1

0
2 ωεθ +±=  

  .المتغيرة بانتظام الدائريةالحركة  معادلةوهذه العلاقة تعبر عن 
  

  -2-20مسألة
ونصف قطرها         ،  Oعلى دائرة مركزها نقطة الأصل    Mيتحرك جسيم  

( R = 6  cm )  بسرعة( V = s  cm/sec )   حيثs  المسافة المقطوعة.  
باتجاه معاكس   OXسكون من الجزء الموجب للمحور  فإذا بدأ الجسيم حركته من ال

،  OXعندما يصل الجسيم إلى الجزء السالب من المحور المطلوب ، لحركة عقارب الساعة
  :ما يليإيجاد 
  .السرعة الزاوية للحركة الدائرية للجسيم .1
 .السرعة الخطية للجسيم .2

 .التسارع الزاوي للحركة الدائرية للجسيم .3

 .مالتسارع الخطي للجسي .4
 

  :الحل
هي الزاوية المحصورة عند المركز بواسطة قوس من الدائرة   θإذا كانت   .1

نصف قطر الدائرة يعطى   Rفإن طول هذا القوس باعتبار  ، )-30a-2الشكل(الموضحة في 
  :بـ

s =  R . θ 
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  :والسرعة الخطية
ω.RsV == &  

  :من تساوي العلاقتين وفق نص المسألة نحصل على
θω =  

وعند ، أي أن السرعة الزاوية للحركة الدائرية تساوي عددياً الزاوية التي دارها نصف القطر
 ،)-30b-2الشكل(موضحة في  يكون قد دار زاوية السالب  OXوصول الجسيم إلى المحور  

  :قدرها
θ  =  π  

  :منه السرعة الزاوية لدوران الجسيم
sec/rad14.3== πω  

  
  
  
  

  
  
  
  

                    A                                                          b 
  -2-30)الشكل(

  

 :السالب فهي بالتعويض  OXأما السرعة الخطية للجسيم عند وصوله للمحور   .2
↓==== sec/cm9.186. πωRsV &  

  

 :الدائرية فيعطى بالعلاقة للحركة أما التسارع الزاوي .3
ωε &=  

  :وبما أن
θω =  

  :منه
2sec/rad14.3==== πωθε &  

 
 

O 

s 
θ X M0 

R 
M 

O 
π 

X M0 
M An 

φ 

AM 
V 

Aτ 
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  :إن التسارع الخطي للجسيم مؤلف من مركبتين .4
  :المركبة الناظمية

→== 22 sec/cm3.59.ωRAn  
  :المركبة المماسية

↓== 2sec/cm9.18. ετ RA  
  :ومنه التسارع الكلي

22/1422/122 sec/cm08.62)()( =+=+= ωετ RAAA n  

  :يحدد بالعلاقة  OXع على الناظم  وميل متجه التسار
o

22 6.17318.0
)14.3(

14.3tan =⇒==== ϕ
ω
ε

ϕ
τ

nA
A

 

  
  -2-21مسألة

            حركتهما من السكون على دائرة نصف قطرها  Cو  Bيبدأ جسيمان  
(R = 10  cm)  عند الابتداء كان الجسيم، حركة عقارب الساعةعكس باتجاه  C   على

  OYعلى الجزء الموجب للمحور    B بينما كان الجسيم ،  OXالجزء الموجب للمحور  
  .)-31a-2الشكل(كما هو مبين في 

ولدوران ، [ωC = π/2] تساوي  Cفإذا كانت السرعة الزاوية لدوران الجسيم  
  :ما يليإيجاد  ،بعد ثانيتين من الابتداءالمطلوب  ،t] [ωB=( 3π /4 )تساوي   Bالجسيم  

  .وضع الجسيمين .1
 .للجسيمين سرعة الخطية والتسارع الخطيال .2

 . Bبالنسبة للجسيم    Cالسرعة الزاوية لدوران الجسيم   .3

 . Cبالنسبة للجسيم    Bالتسارع الخطي للجسيم   .4
 

  :الحل
 :لدينا  Cم  يلتحديد وضع الجس .1

Const.2/C == πω  

  :نكامل
0CC )2/( θπθ += t  
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  :لدينا  θC0لحساب ثابت المكاملة  
00 0C =⇒= θt  

  . Cيث اعتبرنا مبدأ قياس الزوايا ينطبق على الوضع الابتدائي للجسيم  ح
  :ومنه بالتعويض

t)2/(C πθ =  
  

  :لدينا  Bم  يولتحديد وضع الجس
t)4/3(B πω =  

  :نكامل
0B

2
B )8/3( θπθ += t  

  :لدينا  θB0لحساب ثابت المكاملة  
2/0 0B πθ =⇒=t  

  :يضومنه بالتعو
2/)8/3( 2

B ππθ += t  
  
  
  
  
  
  
  
  

                          A                                                           b 
  -2-31)الشكل(

  

  :بعد ثانيتين هو  Bو  Cمين  يومنه وضع الجس
θC = π و                              θB = 2π 

على   Bبينما يكون الجسيم  ،  OXالسالب للمحور   سيكون على الجزء  Cأي أن الجسيم  
  .)-31b-2الشكل(كما في   OXالجزء الموجب للمحور  

  

O X 

B 

C 

Y 

O X B C 

Y 

VB 

VC t = 0 t = 2 sec 



129 
 

بالتالي القيمة العددية ، يتحرك على الدائرة بسرعة زاوية ثابتة  Cبما أن الجسيم   .2
 :لسرعته الخطية بعد زمن ثانيتين تكون

↓=== sec/cm5)2/(10. CC ππωRV  

  .)-30b-2الشكل(كما في   ωCھھ باتجاه دوران  ائرة واتجاهو المماس للد  VCومنحى  
  

الذي يتجه نحو مركز ، فحسبفيساوي إلى التسارع الناظمي   Cتسارع الجسيم   أما
  :تعطى بـ وقيمته العددية، -31a-2)الشكل(الدائرة كما في 

→==== 2222
CCC sec/cm5.2)2/(10. ππωRAA n  

  

  
  
  
  
  
  

                      a                                                                      b 
  -2-32)الشكل(

  

القيمة العددية  بالتالي، يتحرك على الدائرة بسرعة زاوية متغيرة  Bلكن الجسيم  
  :لسرعته الخطية بعد زمن ثانيتين تكون

↑=== sec/cm51)2/3(10. BB ππωRV  
  .)-30b-2الشكل(كما في   ωBھھ باتجاه دوران  هو المماس للدائرة واتجا  VBومنحى  

  

  :-2-31)الشكل(ن كما في افله مركبت  Bأما تسارع الجسيم  
  :تعطى بـ وقيمتها العددية، المركبة الناظمية التي تتجه نحو مركز الدائرة

←=×== 22222
BB sec/cm5.222)4/3(10. ππωRAn  

  :يعطى بـ   Bوبما أن التسارع الزاوي للجسيم  
constsec/rad4/3 2

BB === πωε &  
وقيمتها ،  εBباتجاه دوران   بالتالي المركبة المماسية تتجه،  ωBران  الذي يتجه باتجاه دو

  :تعطى بـ العددية
↑=== 2

BB sec/cm5.7)4/3(10. ππετ RA  

O X B C 

Y 

AC 

t = 2 sec 

τAB

AB 

nAB

φ 
O X B C 

Y 

t = 2 sec 
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  :ومنه التسارع الكلي
22/12

B
2

BB sec/cm223])()[( =+= nAAA τ  
  :يحدد بالعلاقة  OXوميل متجه التسارع الكلي على الناظم  

o
2

B

B 6106.0
5.22
5.7tan =⇒=== ϕ
π
π

ϕ
τ

nA
A  

  

 :من العلاقة  Bبالنسبة للجسيم    Cللجسيم   ةالنسبي تحدد السرعة الزاوية .3

CB
C/B

C/B
V

=ω  

 :بما أن مناحي السرعات متوازية فإنو
sec/cm20)15(5BCC/B πππ =−−=−= VVV  

  :منه بالتعويض
sec/rad20/20C/B ππω ==  

 

 :من العلاقة  C  بالنسبة للجسيم  B  للجسيم النسبي يحدد التسارع الخطي .4

CBB/C AAA −=  

  :ثحي
iAjiA .5.2,.5.7.5.22 22 πππ =+−= CB  

  : AB/Cومنه بالتعويض نحصل على مركبات  
jiA .5.7.25 2 ππ +−=B/C  

  :وقيمته العددية تساوي إلى
22/1222

B/C sec/cm248])5.7()25[( =+= ππA  

  :تعطى بالعلاقة  OXمع المحور    φزاوية    AB/Cويصنع المتجه  
o

2 48.5096.0
25

5.7tan =⇒== γ
π
πγ  
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  Spirogyra Motion of Particle               لجسيم مادي الحركة اللولبية5- 
  

 الحركة اللولبية معادلات1-5- 
 م على سطح أسطوانة دائريةخاص رسجيوديزي  اللولب الدائري هو خط منحنٍ

           طوله ويمكن الحصول على اللولب الدائري بأن نأخذ مستطيلاً،  Rنصف قطرها  
( a1 = AC ) نة يساوي محيط قاعدة الأسطوا( a1 = 2π.R ) ، وعرضه( a2 = CD )  ،

وبالتعريف يشكل ، ونحيط الأسطوانة بالمستطيل ، AD  ومن ثم نرسم قطر المستطيل
  .-2-33)الشكل(المستطيل لولباً دائرياً كما في 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  -2-33)الشكل(
  

حيث ، قائمة ومباشرة  T(OXYZ)ثلاثية متعامدة   دنع  Mلدراسة حركة الجسيم  
ينطبق على محور   OZوالمحور  ، ينطبق في مركز دائرة القاعدة  Oالإحداثيات  مبدأ 

  .ينطبق على مستوي القاعدة  OXYوالمستوي  ، الأسطوانة
 OXالواقعة على المحور    M0أيضاً الوضع الابتدائي للجسيم المتحرك في   دنع

وتعين ، لولب الدائريعلى ال  Mعندئذ يتحرك الجسيم  ،  Aوالمنطبقة على رأس المستطيل  
  :بدلالة الثلاثية بالطريقة التالية  tإحداثياته في اللحظة  

حيث يقع المسقط على محيط دائرة ،  OXYعمودياً على المستوي    Mنسقط  
  :ويكون ، m1القاعدة في 

θ== ∧
11 OmOX,Om R  

  

X 

Z 

Y 

M M 

m1 

m2 

O 

H A,M0 C a1 

a2 

θ α  

D 

M0 

R 
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  :يعني ما تقدم
كة دائرية على الذي يتحرك حر  m1هو    OXYعلى المستوي    Mأن مسقط  

  :دائرة القاعدة وفق العلاقة
(62-2)                  ji .sin..cos. θθ RR +=1Om  

الذي يتحرك حركة مستقيمة على   m2فهو    OZعلى المحور    Mأما مسقط  
  :وفق العلاقة  OZالمحور  
(63-2)                                      k.z=2Om  

وفق  اللولبية هي عبارة عن حركة مستقيمة  Mتالي أن حركة الجسيم  نستنتج بال
  .(2-62)وفق العلاقة  وحركة دائرية ،(2-63)العلاقة 

  

  :لدينا -2-33)الشكل(فمن الشكل ، من معطيات المسألة  z  يتم تعيين الطول
αtan.AHHM ==z  

  :ىالذي يساوي بدوره إل  M͡0m1  يساوي طول القوس  AH حيث 
M͡0m1 = R.θ 

  :بالتعويض
αθ tan..Rz =  

  :فيمكن أن نضع، ثابت  Rونصف قطر القاعدة   ،ثابتة  αبما أن الزاوية  
(64-2)                              bR == Cosnt.tan. α  
  .عدد ثابت يدعى بالخطوة المختزلة للولب  bحيث  

  

  :لة كانعلى الدائرة دورة كام  m1رت  افإذا د
πθ 2=  

  :ويكون  a2مسافة تساوي    OZعلى المحور    m2حينئذ تتحرك  
Bbz == π2.  

وهي عبارة عن المسافة التي يتقدم بموجبها  (Pitch of Screw)بخطوة اللولب   Bتدعى  
 m1  أي  OXYفي المستوي    Mعندما يدور مسقط  ،  m2أي    OZعلى    Mمسقط  

  .دورة كاملة على دائرة القاعدة
  

الذي يقع دوماً على محور   Ωبمتجه الدوران    Oحول    Om1يمثل دوران  
ويدعى بمحور اللولب أو محورالحركة ، ويتجه وفق حركة اليد اليمنى  OZالأسطوانة  

  .اللولبية
  



133 
 

  :من الشكل على اللولب هي  Mالمتحرك  للجسيم بالتالي العلاقة المتجهة 
21 OmOmOM +=  

(65-2)      kji ...sin..cos. θθθ bRR ++=OM  
  :والتمثيل التحليلي لها هو

(66-2)      θθθ .,sin.,cos. bzRyRx ===  
  .الجسيم على المسار اللولبي تمثل معادلات حركة (2-66)والمعادلات في العلاقة 

  
  Linear Velocity                                         السرعة الخطية2-5- 

  :بدلالة الزمن (2-65)باشتقاق العلاقة 

(67-2)               kjidV ...cos...sin.. θθθθθ &&& bRR
dt

++−==
M

M  

  :بالشكل تكتب أيضاً
OMM ∧+= ΩΩV .b  

  :بالفعل فإن
kΩ ... θ&bb =  

  :وأيضاً

ji
kji

Ω .cos...sin..
.sin.cos.

00 θθθθ
θθθ

θ RR
bRR

&&& +−==∧ OM  

  :أي  OZعلى المحور    Mقط  مس  m2  تمثل سرعة Ω.bوبالتالي فإن 
ΩV .b=

2m  

  :وقيمتها العددية
ω.

2m bV =  

  :أي  OXYعلى المستوي    Mمسقط    m1  تمثل سرعة  OM∧Ωفي حين 
OM

1m ∧= ΩV  

  :وقيمتها العددية
ω.

1m RV =  

  :على الشكل التالي (2-67)فيمكن كتابة العلاقة 
(68-2)                         

21 mmM VVV +=  



134 
 

  
  
  
  
  
  
  
  

  -2-34)الشكل(
  

متجهين يسايران   Mننشئ في  
1mV و

2mV  بحيث ، -2-34)الشكل( كما في
1mV 

في حين ،  Mفي  ويمس الأسطوانة ،  OXYيوازي المستوي  
2mV   يوازي محور اللولب

OZ    المار منM  ،  بالتاليVM    تكون مماسة للولب فيM   في مستوي شاقولي يوازي
في المستوي المماس   VMتقع   ومنه،  Mويمس الأسطوانة في  ، محور الأسطوانة
  :ثابتة تعطى بالعلاقة  φوتصنع مع محور الأسطوانة زاوية  ،  Mللأسطوانة في  

(69-2)                       Const.tan
2

1

m

m ====
b
R

b
R

V
V

ω
ω

ϕ  

وهذه خاصة أساسية في اللولب الدائري إذا يصنع المماس للولب في كل نقطة منه 
M  أما القيمة العددية للسرعة فهي، زاوية ثابتة مع محور اللولب:  

(70-2)     2/1222/122222/12
m

2
mM )()..()(

21
bRbRVVV +=+=+= ωωω  

  
  Linear Acceleration                                   الخطيالتسارع 3-5- 

  :نحصل على علاقة متجه التسارع الخطي (2-68)باشتقاق علاقة السرعة الخطية 

21

21
mm

mmM AA
dVdVdVAM +=+==

dtdtdt
 

).(حيث المركبة  ΩA &b=
2m لأن المتجه ، هي متجه طليق يوازي محور اللولبΩ&  

  .ىلمنحاهو ثابت   Ωوالمتجه  ،  Ωوازي المتجه  ي
والمركبة 

1mA   هي متجه طليق يوازي المستويOXY  ، ويحسب من تسارع متحرك
  .يتحرك على محيط دائرة

X 

Z 

Y 
M

O 

θ 

m2 

m1 

1mV

1mV

VM 

2mV
2mV

M0 

φ 
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  :تؤول علاقة متجه التسارع الخطي إلى بالتالي
(71-2)                               

21121 mmmmmM AAAAAA τn ++=+=  
متجهين يسايران   Mننشئ من  

1mA و
2mA  بحيث تقع  ،-2-35)الشكل(كما في

المركبة 
1mA في حين المركبة ، في مستوي يوازي مستوي الدائرة

2mA  تقع في مستوي
يقع في  AM متجه التسارع الخطي ومنه، ولباللويوازي محور  الدائرةعمودي على مستوي 

  .Mوينطبق على المستوي الملاصق للولب في النقطة ، مستوي شاقولي يوازي محور اللولب
  
  
  
  
  
  
  

  -2-35)الشكل(
  

  :يتحرك على مسار دائرة فإن  m1بما أن المسقط  
nAn .. 2ωR=

1m  

  :يتحرك على مسار منحن  Mوإذا اعتبرنا الجسيم  

nAn .
2

M

ρ
V

=M  

  :ومنه بالتساوي

2

2
M

.ω
ρ

R
V

=  

  :نحصل على (2-70)من العلاقة   VMوبتعويض قيمة  

(72-2)                              
R

bR 22 +=ρ  

وهي كما نرى ،  Mوتعطينا العلاقة الأخيرة نصف قطر انحناء اللولب في النقطة  
ويعني ذلك أن نصف  ،على اللولب  Mأي لا علاقة لها بوضع الجسيم  ، لا علاقة لها بالزمن

  .وهي خاصة هندسية تتصف بها اللوالب الدائرية، قطر انحناء اللولب ثابت

X 

Z 

Y 

M 

O 
θ 

m2

1mA

AM 

1mA
2mA  2mA

M0 

m1
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  الحركة اللولبية المنتظمة4-5- 
).(إذا كان متجه الدوران  kΩ ω= في ، ثابتاً كانت عندها الحركة اللولبية منتظمة

  :والقيمة العددية للسرعة الخطية ثابتة أيضاً، ثابتة  ω  ة تكون القيمة العددية لـهذه الحال
2/122

M )( bRV += ω  
  

  :أما متجه التسارع الخطي المعطى بالعلاقة
211 mmmM AAAA τn ++=  

)0( حيث =
2mA   لأن حركةm2  على محور اللولب هي حركة مستقيمة منتظمة.  

)0(و     =τA
1m   لأن حركةm1  على دائرة القاعدة هي حركة دائرية منتظمة.  

  :ومنه بالتعويض
(73-2)                                      nAA

1mM=  
ويتجه على الناظم الأساسي ، فالتسارع الخطي للجسيم يؤول إلى تسارع ناظمي

  .ثابتة  R . ω2وقيمته العددية    Mفي  أو على الناظم للأسطوانة ، للولب
  

  -2-22مسألة
  :وفق معادلات الحركة التالية، على لولب دائري بحركة منتظمة  Mيتحرك جسيم  

tbztaytax ωωω .,sin.,cos. ===  
= θ )وبما أن الحركة منتظمة لذا كان ، ثوابت  ω , a , bحيث    ωt ) ،إيجاد المطلوب:  
  . OZله على المحور  السرعة الخطية للجسيم وزاوية مي .1
  . ωالسرعة الزاوية   .2
  .مع متجه سرعته دالتسارع الخطي للجسيم وبرهن أن متجه تسارعه يتعام .3
 . M  نصف قطر انحناء المسار في .4

  

  :الحل
  :وهي، تحدد القيمة العددية لسرعة الجسيم من مركبات متجه السرعة .1
ωωωωω .,cos..,sin.. ZYX bzVtayVtaxV ====−== &&&  

  :ومنه القيمة العددية للسرعة
2/1222/122222/1222

M )()..()( babazyxV +=+=++= ωωω&&&  
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  OZمع المحور    VMويصنع المتجه  ، نلاحظ أن القيمة العددية للسرعة ثابتة
  :تساوي إلى  α  زاوية

2/1222/122
Z )/()(/./cos babbabVV +=+== ωωα  

بالتالي المحل الهندسي ، ثابتة  αيصنع مع محور اللولب زاوية    Mأن المماس في   أي
 Cمركزها    OXYدائرة توازي المستوي  نهاية متجه السرعة الخطية هو   m  للنقطة

الموضح في  (Hodograph)وتدعى براسم خطى حركة الجسيم   Rونصف قطرها  
  .-2-36)الشكل(
  
  
  
  
  
  

  -2-36)الشكل(
  

  :-2-36)الشكل(لدينا من   Rلتعيين  
2/122

M ])OC([Cm −== VR  
  :حيث

αα cos.cos.OmOC MV==  
  :منه

Const..)/(.)(OC Z
2/1222/122 ===++= Vbbabba ωω  

  :نحصل على  R  في علاقة بالتعويض
Const..).(].)([ 2/1222/122222 ===−+= ωωωω aabbaR  

 

 :-2-36)الشكل(لتعيين السرعة الزاوية لدينا من  .2
aVaVR /sin...sinCm MM αωωα =⇒=⇒=  

 

 :وهي، تحدد القيمة العددية لتسارع الجسيم من مركبات متجه التسارع .3
0,sin..,cos.. Z

2
Y

2
X ==−==−== zAtayAtaxA &&&&&& ωωωω  

  :ومنه القيمة العددية للتسارع
22/1422/1222

M .).()( ωω aazyxA ==++= &&&&&&  

X 
Y 

Z 

C m R 

VM 

O 

α 
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  :نكتب  VMيعامد متجه السرعة    AMلبرهان أن متجه التسارع  و
ZZYYXX .... VAVAVA ++=MM VA  

  :بالتعويض
0cos.sin..sin.cos... 2323 =−= ttatta ωωωωωωMM VA  

ن إحيث ، وهذا واضح من نص المسألة، مع متجه السرعة دإذن متجه التسارع يتعام
ماً على اللولب الدائري هي حركة منتظمة متجه تسارعها يوازي دو  Mحركة الجسيم  

العمودي على المستوي  وبما أن متجه السرعة يقع في المستوي الشاقولي،  OXYالمستوي  
OXY ، بالتالي متجه التسارع  ، الذي يمس الأسطوانة التي رسم عليها اللولب الدائريوAM 

  . VMيعامد دوماً متجه السرعة  
  

  :لدينا علاقة متجه التسارع الخطي  Mلحساب نصف قطر الانحناء في   .4
ρ/2

MMMM VAAA n =⇒=⇒= nAA MM  
لأنها حركة دائرية ، على دائرة القاعدة مسقط الجسيم لحركة لانعدام مركبة التسارع المماسي

لأنها حركة ، على محور اللولب لحركة مسقط الجسيم وانعدام مركبة التسارع، منتظمة
  .مستقيمة منتظمة

  :نعوض بالقيم المعطاة نحصل على
ababaa /)(/)(. 222222 +=⇒+= ρρωω  

  :ن جهة ثانية لدينا من علاقة زاوية ميل السرعة أنم
)/(cos 2222 bab +=α  

  :ومنه
αα 22222222 sin/)/(sin1 ababab =+⇒+=−  

  :نحصل على  ρبالتعويض في قيمة  
αρ 2sin/a=  

  
   -2-23مسألة

  :معينة بدلالة الزمن معطاة بالعلاقات  Mإذا كانت إحداثيات جسيم متحرك  
tbzttayttax ..,/sin.,/cos. ωωωωω ===  
  :المطلوب تعيين، (b=a.tan α=a/2) و (ω=1  rad/sec)فإذا كان  ،ابتوث ω . a .bحيث 
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  . M  الجسيم معادلة مسار .1
  . OXYعلى المستوي    Mمعادلة مسار مسقط الجسيم   .2
 . Mمعادلة السرعة الخطية والتسارع الخطي للجسيم   .3

)sec)2المسافة التي قطعها المتحرك حين يزداد الزمن من  .4 =t  إلى(t = t1).  
 .في نقطة ما من المنحني  Mالجسيم   معادلة تقوس مسار .5

  

  :الحل
 :الحركة نحصل على تنعوض قيم الثوابت في معادلا .1
2/.,/)sin.(,/)cos.( tazttayttax ===  

العلاقات التي تحدد هذه من   t  بحذف الوسيط  Mيتم تعيين معادلة مسار الجسيم المتحرك  و
 :حيث نلاحظ أن، تمثل معادلات حركتهوالتي ، إحداثياته

4/.,/ 2222222 taztayx ==+  
  : Mمعادلة مسار الجسيم   ومن هاتين العلاقتين نحصل على

4/)( 4222 ayxz =+  
  . OZوهذه العلاقة تمثل معادلة سطح دوراني محوره  

  

 :بالمعادلتين  OXYعلى المستوي    Mيتعين معادلة مسار مسقط   .2
ttayttax /sin.,/cos. ==  

  :بالانتقال إلى الإحداثيات القطبية حيث
tatayx // 22222 =⇒=+= ρρ  

ttxy =⇒== θθ tan/tan  
 OXYعلى المستوي    Mمعادلة مسار مسقط الجسيم   ومن هاتين العلاقتين نحصل على

  :الممثلة بالمعادلة القطبية التالية
a=θρ .  

  

 :وهي، من مركبات السرعة تحدد القيمة العددية لسرعة الجسيم .3

                        
2

X /)cossin.( ttttaxV −−== &  

2/
/)sincos.(

Z

2
Y

azV
ttttayV

==
−==

&

&
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  :ومنه القيمة العددية للسرعة
222/1222

M 2/)2()( ttazyxV +=++= &&&  
  

  :وهي ،مركبات التسارعوتحدد القيمة العددية لتسارع الجسيم من 

0
/)sin2cos.2sin.(

/)cos2sin.2cos.(

Z

32
Y

32
X

==
+−−==

++−==

zA
ttttttayA

ttttttaxA

&&

&&

&&

 

  :عومنه القيمة العددية للتسار
32/142/1222

M /)4()( ttazyxA +=++= &&&&&&  
 

)sec)2لتعيين المسافة التي قطعها المتحرك من الزمن  .4 =t  إلى(t = t1) ،
 :لدينا ،والممثلة بطول القوس من المسار

dt
t

tads
t

ta
dt
dsV 2

2

2

2

M
)2(

2
)2(

2
+=⇒+==  

)sec)2 وبتكامل هذه العلاقة من =t  إلى(t = t1):  








 −=






 −=∆
1

2
1

2

2 2
2

)2(
2

1

t
ta

t
tas

t

 

 

 :تقوس مسار الجسيم من العلاقة يحسب .5

2
M

M
2

M
M

1
V
AVA

n
n =⇒=

ρρ
 

  :بما أن التسارع الناظمي يساوي
2

M
2

M
2

M )()()( τAAAn −=  
  :حيث التسارع المماسي يعطى بالعلاقة

3
MM /2 taVA −== &τ  

  :بالتعويض
taAn /M =  

  :ومنه

22

3

4222 )2(
4

4/)2(
/1

+
=

+
=

ta
t

tta
ta

ρ
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  Periodical Motion of Particle              لجسيم مادي الحركة الدورية6-
  

  الحركة الدورية معادلة1-6- 
  :الحركة الدورية لجسيم هي الحركة التي تحقق فيها معادلة المسافة العلاقة التالية

(74-2)                             )()( tsts =+ α  
  .عدد حقيقي ما أبعاده أبعاد زمن  α  حيث

، (2-74)يحقق العلاقة   α  أصغر عدد موجب لـ (Period)لحركة ونسمي دور ا
  :ويكون  Tونرمز له بـ  

)()( tsTts =+  
  

  :نشتق العلاقة بالنسبة للزمن
)()( tsTts =+&  
)()( tsTts =+&&  

مقداران فالقيمة العددية للسرعة والقيمة العددية للتسارع المماسي في الحركات الدورية هما 
بالتالي لدراسة خصائص الحركات ، والذي يساوي دور معادلة المسافة ، Tدوريان دورهما  

الدورية يكفي دراسة تحولات المسافة والسرعة والتسارع المماسي في مجال زمني محصور 
+ t )و    ( tبين   T  أو بينt = = t )و    ( 0   T.  

  

يمثل وباتجاه واحد  نفسه م من المكانالزمن الفاصل بين مرورين متتاليين للجسيإن 
نسمي عدد كما ، دور واحد بالنوسة الكاملة فترةنسمي انتقال المتحرك خلال و، دور الحركة

  :حيث ، frونرمز له بـ  ، النوسات أو عدد الاهتزازات في واحدة الزمن بالتواتر

(75-2)                               
T

fr
1=  

  

مع الزمن   sالتي يربط فيها انتقال الجسيم  ط الحركات الدورية هي الحركة وأبس
  :الممثلة بعلاقة من الشكلبإحدى التوابع المثلثية 

(76-2)                 )sin(.)( ϕω += tats  
(77-2)                 )cos(.)( ϕω += tats  
  .ثوابت  φو  aو  ωحيث  

  

كة التوافقية أو الحركة الاهتزازية البسيطة أي الحركة ونسمي هذه الحركة بالحر
  .النوسية أو الحركة الجيبية
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  Simple Harmonic Motion                 الحركة التوافقية البسيطة 2-6- 
  :بالمعادلة التالية )ب .ت . ح (تعطى الحركة التوافقية البسيطة 

(78-2)                                tats ωcos.)( =  
يكون التي و، الحركة التوافقية المستقيمة من أبسط أنواع الحركات التوافقية دوتع

  .مسار المتحرك فيها مستقيماً
  

، -2-37)الشكل(الموضح في   OXعلى المسار المستقيم   Mلندرس حركة الجسيم 
  . Oعن نقطة الأصل    xوالتي يتغير خلالها بمرور الزمن بعد الجسيم  

  
  
  

  -2-37)الشكل(
  

  :معادلة الحركة التوافقية البسيطة (2-78)يمكننا أن نضع وفقاً للعلاقة 
(79-2)                                tatx ωcos.)( =  
  .ثوابت  aو  ωحيث  

بل ينتقل على قطعة منه محصورة ، بكامله  OXلا يرسم المحور    Mفالمتحرك  
بحركة متذبذبة بين الموضعين   (2-79) ويتحرك وفق العلاقة ، M0و  M1بين النقطتين 

M(-a)  وM(a)  ، هي (2-79)لأن القيمة العظمى للعلاقة:  
aaax +=−=⇒±= 01 OM,OM  

بمطال الحركة الاهتزازية أو الحركة بعد الجسيم عن نقطة الأصل   x  حيث نسمي
المساوي  (Amplitude)سعة الذبذبة بسعة الحركة التوافقية أو   a  والعدد الموجب، التوافقية

بطور   ωtوالمقدار ،  Oمبدأ الفصول   أو، لأكبر انحراف للجسيم من مركز الاهتزاز
  .بنبض الحركة  ωوالعدد الحسابي  ، الحركة أو صفحتها

  

= t )حركته من   Mفإذا بدأ الجسيم   فإنها تعود من جديد ،  M0من الموضع   ( 0 
  :التي يكون فيها  t1ة  إلى هذا الموضع في اللحظ

ωππωω /221cos 111 =⇒=⇒= ttt  
وهو الزمن الذي يتم ، أو الزمن الدوري للاهتزازة،  Tالدور    t1  ويقابل الزمن

  :أي أن ،دور الحركةالجسيم خلاله 
ωπ /2=T  

O M0 

a 
X 

a 

M1 M 
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  :يمكن أن نكتب  Tوبما أن الحركة دورية دورها  
)](cos[.)()( TtaTtxtx +=+= ω  

ويدعى ، ( t0 = 0 )في اللحظة   M0يحدد وضع الجسيم    φدد الثابت  وإذا كان الع
  :فيمكن كتابة العلاقة الأخيرة على الشكل، بفرق الصفحة

])(cos[.)()( ϕω ++=+= TtaTtxtx  
  

كما ،  M2و  M1 الموضعين المحصورة بين فإذا درسنا الحركة خلال الدورة الأولى 
  :كان ،)-2-38الشكل(هو مبين في 

(80-2)                                   )cos(.)( ϕω += tatx  
  
  
  
  

  -2-38)الشكل(
  

كان المتحرك  ( OM = x )أي ،  OXمبدأ الإحداثيات على المحور    Oباعتبار  
  :المحدد بالعلاقة  M0موضع الابتدائي  في ال ( t = 0 )في اللحظة 

(81-2)                  ϕϕ cos.)0cos(.OM 00 aax =+==  
/2/2ان  فإذا ك πϕπ   . Oعلى يمين    M0وقعت      −>>

/2/32وإذا كان   πϕπ   . Oعلى يسار    M0وقعت      >>
)12(/2  وإذا كان πϕ += k  ،  حيثk  مر ، عدد صحيح موجب أو سالب أو معدوم

= t )المتحرك في اللحظة    . Oمن المبدأ   ( 0 
πϕوإذا كان   k=  حيث  k  مر عندها المتحرك في اللحظة ، عدد صحيح( t = من  ( 0 
  :تعطى بالعلاقةوبسرعة ابتدائية  ، M2أو  M1الموضع  

(82-2)                ϕωϕ sin..)0cos(.00 aa
dt
dxV −=+== &  

  

يمكن تعيينهما بشكل   ωو  φأن الثابتين   (2-82)و  (2-81)وتوضح المعادلتان 
  :فمن المعادلتين بعد الاختصار نحصل على، بتدائيةعام من الأوضاع الا

(83-2)            
0

02/1
2

2
02

0 .
tan,)(

x
VVxa

ω
ϕ

ω
−=+=  

O M2 

a 
X 

a 

M1 M0 
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  :حيث  M1فإذا بدأ الجسيم الحركة من الموضع  
00M1

== VV  

  :(2-83)تعطي المعادلة 
0=ϕ  

  :بالشكل (2-80)وتصبح معادلة الحركة 
tax ωcos.=  

  .من السكون أي يبدأ الجسيم الحركة من أحد أطراف الحركة
  

  :حيث  Oوإذا بدأ الجسيم الحركة من مركز الحركة  
00 =x  

  :(2-83)تعطي المعادلة 
2/πϕ −=  

  :بالشكل (2-80)وتصبح معادلة الحركة 
tax ωsin.=  

  :بسرعة قصوى قدرها  Oموضع الابتدائي من مركز الحركة  من ال أي يبدأ الجسيم الحركة
ω.max0 aVV == . 

      بتحديد الثوابت، (2-80)تحدد الشكل العام للحركة التوافقية البسيطة يوعموماً 
φ  وa  ،التي تتحدد بدورها من شروط الحركة الابتدائية.  

  
   -2-24مسألة

  :معادلة الزمنية التاليةبين أن الحركة المستقيمة المعينة بال
3sincos2)( 22 −+= tttx  

  .تهااوعين دور الحركة وسعتها ومركز نوس، هي حركة نوسية بسيطة
  

  :الحل
  :نعلم أن

2/)2cos1(sin,2cos1cos2 22 tttt −=+=  
  :بالتعويض في معادلة الحركة نجد
tx 2cos)2/1()2/3( +−=  
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  :حيث ،وهي معادلة حركة نوسية بسيطة
  :نبضها

sec/rad2=ω  
  :ودورها

sec14.3/2 === πωπT  
  :وسعتها

cm2/1=a  
  :ومركز نوساتها

cm2/3−=x  
  

  الخطي والتسارع الخطية السرعة3-6- 
Linear Velocity and Linear Acceleration                                         

ويكفي ، ة والتسارع يتجهان على المحورالسرع ابما أن الحركة مستقيمة فمتجه
  :نا معادلة الحركة من الشكلفرضفإذا ،  Aو  Vلدراستهما تعيين قيمتهما الجبريتين  

(84-2)                                        tax ωcos.=  
  :بالنسبة للزمن نحصل على معادلة السرعة (2-84)وبتفاضل المعادلة 

(85-2)                                    taxV ωω sin..−== &  
  :بالنسبة للزمن نحصل على معادلة التسارع (2-85)وبتفاضل المعادلة 

(86-2)                                  taxA ωω cos.. 2−== &&  
  

هي عبارة عن منحنيات جيبيه مزاحة ، إن مخططات هذه المقادير بالنسبة للزمن
أي أن المنحنيات تكرر نفسها بعد انقضاء  تتكرر دورياً إذ، اًبة للزمن لبعضها بعضبالنس

  .-39a-2)الشكل(كما هو واضح على  ،  Tمجال زمني مقداره  
  

وأن ، أن السرعة تصبح عظمى أو صغرى عندما يكون الانتقال صفراً نلاحظ
، ة مستقلة عن الزمنعلاق  x  والمطال  V أنه يوجد بين السرعة و ،العكس صحيح أيضاً

  :(2-84)وذلك من العلاقة 
tax ωcos/ =  

  :(2-85)ومن العلاقة 
taV ωω sin./ −=  
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  :بالتربيع ثم بالجمع نحصل على
(87-2)                               1)./()/( 22222 =+ ωaVax  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                           a                                                       b 
  -2-39)الشكل(

  

مثلت  -39b-2)الشكل(الموضحة في   OXVفإذا أخذنا جملة إحداثية متعامدة  
 tفعندما يزداد الزمن  ،   2aωو  2aمحوراه  ، في المستوي بقطع ناقص (2-87)العلاقة 

  .قطعلكامل ا  P( x , V )ترسم النقطة    Tبقدر دور واحد  
بين لنا كيف تتغير السرعة حينما يتحرك الجسيم تقطع على ال  Pن حركة  نلاحظ أ

من و، من المسار  Mx  موضع يعين لنا سرعة المتحرك في أي  Pفترتيب  ، على مساره
ومن تزايد القيمة المطلقة للسرعة أو ، إشارة السرعة يعرف اتجاه حركة الجسيم على مساره

الحركة بكاملها اعتماداً على  وبذلك يمكن دراسة، كة أو تباطؤهايعرف تسارع الحر، تناقصها
  .قطعال

عندما يأخذ ف، قطع متناظر بالنسبة لمحوريهلأن ا (2-87)هذا ونلاحظ من المعادلة 
فالمتحرك يمر من كل نقطة ، قيمتان متناظرتان  Vيكون للسرعة  ، قيمة معينة  xالمطال  

  .لسرعته في تلك النقطة قيمتان متناظرتان ويكون، من مساره مرتين في دور واحد

x 

x 

V 

A 
a.ω2 

O 

O 

x 

V 

A 

O 
a 

t 

t 

t 

O 

O 

a.ω2 

a.ω 

T 

a.ω 

a ــ

P 
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قيمتان   x  للمطاليكون ، قيمة معينة  Vنلاحظ أيضاً أنه حين تأخذ السرعة  كما 
فعندما يمر المتحرك أثناء حركته المباشرة أو الرجعية من نقطتين متناظرتين ، متناظرتان

في  (2-87)د العلاقة وتساع، يكون لسرعته قيمة حسابية واحدة، بالنسبة لمركز النوسان
  :حساب سرعة المتحرك في كل وضع من أوضاعه بالشكل

(88-2)                      2/122 )( xaV −±= ω  
)(حيث نستنتج أن قيمة السرعة عند الموضعين المتطرفين تساوي الصفر ax ±= ،

  .(x = 0)بينما تبلغ نهايتها العظمى عند مركز الذبذبة 
ωω ..0 maxmax aVaVx =⇒±=⇒=  

  

، علاقة مستقلة عن الزمن  x  والمطال  A كذلك نلاحظ أنه يوجد بين التسارع 
يرتبط بالوضع   Aيتضح أن التسارع  حيث  ،(2-86)و  (2-84)بحذف الزمن بين وذلك 
  :على النحو التالي  xالعام  

(89-2)                                 xxA .2ω−== &&  
عن   xدائماً متناسب مع بعد الجسيم    Aتعني هذه المعادلة أن مقدار التسارع  

بينما يبلغ نهايته العظمى في الموضعين ، حيث ينعدم عند مركز الذبذبة ، Oنقطة الأصل  
فإذا ،  Oنحو نقطة الأصل   دائماً يتجه والإشارة السالبة تعني أن تسارع الجسيم ،المتطرفين

فإن التسارع يكون سالباً ، موجبة أي يمين نقطة الأصل  xوضع تكون فيه  كان الجسيم في م
الجسيم سالبة فإن التسارع يكون موجباً أي أن   xوإذا كانت  ،  O  يتجه نحو الجسيم نأأي 

وعلى ذلك تعرف الحركة التوافقية البسيطة بأنها حركة جسيم في خط ،  Oيتجه أيضاً نحو 
  .عنه هويتناسب مع بعد،   Oدائماً نحو المركز الثابت مستقيم بتسارع مركزي يتجه 

  

تتغيران خلال هذه الحركة بتغير الزمن وفقاً  هوتسارع نلاحظ أن سرعة الجسيمكما 
من أنه عندما ،  Aو  Vويمكن بسهولة التحقق بواسطة إشارتي  ، لمعادلة الحركة التوافقية

وعندما يتحرك من مركز ، متسارعة يتحرك الجسيم متجهاً إلى مركز الذبذبة تكون حركته
  .الذبذبة تكون الحركة متباطئة
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  :أن -2-37)الشكل(كذلك إذا لاحظنا من 
i.x=OM  

  :فيكون
(90-2)             OM.ω- 2=== .iiA A.x&&  

  .فمتجه التسارع إذن يتجه دوماً نحو نقطة الأصل أي نحو مركز النوسان
تعبر عن معادلة خط مستقيم المبين في        (2-89)ة كما نلاحظ أن العلاق

  :التي تكتب على الشكل التالي، -39b-2)الشكل(
(91-2)                                 0.ω2 =+ xx&&  

وسنعود إلى مناقشتها في بحث تحريك ، المعادلة التفاضلية للحركة الاهتزازية دوالتي تع
  .الجسيم المادي

  

  -2-25ةمسال

وبعد ثانيتين من البدء كان ، (a = 20  cm)يتحرك جسيم حركة توافقية بسيطة سعتها 
 (A =5 cm/sec2)و  (V =4 cm/sec)وكان لهما المقداران ، نفسه هللسرعة والتسارع الاتجا

       وكذلك الموضع بعد، الزمن الدوري والموضع الابتدائيالمطلوب إيجاد . على الترتيب
(t = 10  sec).  

  

  :الحل
  :يكون لدينا  x  بفرض أن المسافة مقاسة من مركز الذبذبة هي

xAxaV .,)( 22/122 ωω −=−±=  
  :بالتعويض

xx .5,)400(4 22/12 ωω −=−−=−  
  :الإشارتان سالبتان لأن السرعة والتسارع في اتجاه واحد أي نحو مركز الذبذبة ومنه

xx /5,)400(16 222 =−= ωω  
  :عد النقطة من مبدأ الحركةب من هاتين العلاقتين نحصل على

cm5.18=x  
  :وعلى النبض

sec/rad52.0=ω  
  :الزمن الدوريعلى و

sec1.12/2 == ωπT  
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  :أما الوضع عند أي لحظة فيعطى بالمعادلة
)cos(. ϕω += tax  

  :بالتعويض
)52.0cos(.20 ϕ+= tx  

  :ومن الشرط
cm5.18sec2 =⇒= xt  

  :التعويضب
)04.1cos(.205.18 ϕ+=  

  :ومنه
rad65.0'1337 −=−= oϕ  

  

  :أما موضع المتحرك بعد زمن
sec10=t  

  :فهو
cm2.3)65.02.5cos(20 −=−=x  

  
   -2-26مسالة

  :ادرس الحركة التوافقية التالية
)cos(.)( ϕω += tatx  

  

  :الحل
  tنختار عادة   ،T + t)و    ( tمحصور بين الزمني المجال الالحركة في  ةسادرل

  :ومنه  Oلحظة مرور المتحرك في مركز النوسان  
2/0)cos(.)( πϕωϕω =+⇒=+= ttatx  

  :ومنه
)/()2/( ωϕωπ −=t  

  :وتدرس الحركة في المجال الزمني بين

)
2

(1 ω
ϕ

ω
π −=t و             )

2
5()

2
(2 ω

ϕ
ω
π

ω
ϕ

ω
π −=+−= Tt  
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  .يساعد على دراسة الحركة،  A , V , xتغيرات كل من   يبين فيه الذي الجدول التاليوتنظيم 
  

  T+−
ω

ϕ

ω

π

2
     

4

3

2

T
+−

ω

ϕ

ω

π     
22

T
+−

ω

ϕ

ω

π       
42

T
+−

ω

ϕ

ω

π       
ω

ϕ

ω

π
−

2
  

   0   +a     0     -a     0   x  
-a ω      0                - a ω             ++       0              +  -a ω             -  xV &=  
   0 -a ω2              -     0                -  a ω2            ++     0              +  xA &&=  

  +  
  عكسیة متسارعةحركة

-  
  مباشرة متباطئة حركة

+  
  مباشرة متسارعة ركةح

-  
  عكسیة متباطئة حركة

xx

AV

&&& ×

×
  

  

(في اللحظة 
2

(
ω
ϕ

ω
π −=t  يكون المتحرك فيO  ،  وسرعته سالبة قيمتهاa.ω ،

  .وتسارعه معدوم

(بين  فترةالفي 
2

(
ω
ϕ

ω
π −=t  و)

42
( Tt +−=

ω
ϕ

ω
π، المتحرك  يتجهM  نحو

M1   متباطئة ةوتكون الحركة عكسي، ويؤثر عليه تسارع موجب، بحركة عكسيةنحو اليسار.  

(في اللحظة 
42

( Tt +−=
ω
ϕ

ω
π   يصل المتحركM    إلىM1  ، وتنعدم

  . a.ω2ويكون التسارع أعظمياً موجباً قيمته   ،السرعة

(بين  فترةالفي 
42

( Tt +−=
ω
ϕ

ω
π  و)

22
( Tt +−=

ω
ϕ

ω
π  يعود المتحرك

وتكون ، ويتناقص تسارعه الموجب بالقيمة المطلقة، وتصبح سرعته موجبة،  Oأدراجه إلى  
  .الحركة مباشرة متسارعة

(في اللحظة 
22

( Tt +−=
ω
ϕ

ω
π   يصل المتحركM  إلى مركز النوسان  O  ،

  .اًوتسارعه معدوم،  a.ωوتكون سرعته موجبة قيمتها  

(الواقعة بين  فترةالفي 
22

( Tt +−=
ω
ϕ

ω
π  و)

4
3

2
( Tt +−=

ω
ϕ

ω
π  يتجه

وتتناقص بالقيمة المطلقة في حين يصبح ، وتكون سرعته موجبة،  M2المتحرك نحو  
  .وتكون الحركة مباشرة متباطئة، التسارع سالباً

(في اللحظة 
4

3
2

( Tt +−=
ω
ϕ

ω
π   يصل المتحركM    إلىM2  ، حيث تنعدم

  .a.ω2قيمته   سالباًسرعته ويكون تسارعه أعظمياً 
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(بين  فترةالفي 
4

3
2

( Tt +−=
ω
ϕ

ω
π  و)

2
( Tt +−=

ω
ϕ

ω
π  يعود المتحركM 

  .وتزداد سرعته وتصبح سالبة وتكون الحركة مباشرة متباطئة،  Oويتجه نحو  ، أدراجه

(في اللحظة 
2

( Tt +−=
ω
ϕ

ω
π   يصل المتحركM    إلىO  مركز النوسان ،

أي أن الحالة الحركية في هذه ، اًوتسارعه معدوم،  a.ω2سالبة قيمتها   وتكون سرعته

(اللحظة تطابق حالته الحركية في اللحظة 
2

(
ω
ϕ

ω
π −=t ،دورية بمجدداً  ناوهذا ما يذكر

  .هذه الحركة
  

  التمثيل الهندسي للحركة التوافقية البسيطة4-6- 
بسرعة زاوية ثابتة   aطرها  يتحرك على دائرة موجهة نصف ق  Mجسيم   دنع
مبدأ الفواصل على الدائرة التي تتحرك باتجاه الأقواس   M0  دكما نع،  ωوموجهة  
  .-2-40)الشكل(المتزايدة 

  
  
  
  
  
  
  
  

  -2-40)الشكل(
  

يصنع فيها نصف القطر   OXYجملة إحداثية متعامدة ومباشرة    Oننشئ من  
  :يثح  OXمع المحور    φزاوية    OM0المتجه  

OX , OM0 = φ 
  :حيث  Mيكون المتحرك في    t  وفي اللحظة

OM0 , OM = θ =  ω t 
  :أي

OX , OM = ω t +  φ 

O 
ω.t 

φ X 

M 
Y 

M0 

m0 m 

m0 

m 
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  : OXعلى المحور    M0و  Mنسقط  
ϕϕω cos.Om,)cos(.Om 00 axtax ==+==  

  :كان  OYعلى المحور    M0و  Mوإذا أسقطنا  
ϕϕω sin.Om,)sin(.Om 00 aytay ==+==  

على أي قطر من   Mالمتحرك   مسقط  mالعلاقات أعلاه أن حركة   يتضح من
على الدائرة في   Mتحدد وضع المتحرك    φوأن الزاوية  ، أقطار الدائرة هي حركة توافقية

= t )اللحظة    .( t = 0 )على المحور في اللحظة   mفهي تحدد إذن وضع المتحرك   ( 0 
  

ي ويكون طورها ف، (ωt + φ)العدد   tفي اللحظة   (Phase)نسمي طور الحركة 
= t )هذه اللحظة  هو الزاوية بين محور الحركة التوافقية والمتجه   φفالطور  ،  φ  هو ( 0 

OM0  ، 0(ويمكن أن تأخذ قيما موجبة أو سالبة( πϕ ≤≤.  
  

يمكن القول إن الحركة الاهتزازية لجسيم هي عبارة عن حركة مسقط  باختصار
ة نصف قطرها مساو لسعة الاهتزازة على أي جسيم يتحرك حركة منتظمة على محيط دائر

  .قطر مار من مركزها
  

يستفاد من التمثيل الهندسي للحركة التوافقية في حساب زمن الحركة من نقطة معينة 
C    إلى نقطة أخرىD   وذلك بإيجاد ، -2-41)الشكل(على الخط المستقيم الموضحة في

حساب الزاوية المركزية المقابلة للقوس و، على الدائرة  MDو  MCافقة لها  والمالمواضع 
MCMD .  

  
  
  
  
  
  
  

  -2-41)الشكل(
 

  :بما أن
ϕωθϕωθ +=+= DDCC , tt  

O X D 

MC MD 

C 

θC 
θD 

∆θ 
a a 
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  :منه
ωθωθωθθθ /.)( CDD ∆=∆⇒∆=−=−=∆ tttC  

  :هو (Δθ = 2π)ويكون زمن الدورة الكاملة 
(92-2)                                      ωπ /2=t  

  .وهو ما سبق استنتاجه
  

   -2-27لةمسأ
، (Vmax = 100  cm/sec) هو )ب .ت . ح (إذا كان مقدار أكبر سرعة لجسيم في 

  :فما هو
  .مقدار السرعة عند منتصف المسافة بين المركز والموضع المتطرف .1
 .مقدار السرعة بعد نصف الزمن اللازم للانتقال من المركز إلى الوضع المتطرف .2

 

  :الحل
، على الدائرة  Cازية تمثل حركة مسقط النقطة  حركة الجسيم الاهتز أن ناضرفإذا  .1

 :فتكون السرعة المماسية الثابتة للنقطة على الدائرة هي
Vmax = 100  cm/sec 

  :ومنه السرعة الزاوية
ω =  Vmax / a = 100 / a  rad /sec 

  

  :(2-88)بدلالة الوضع من العلاقة  )ب .ت . ح (وتحسب سرعة الجسيم في 
2/122 )( xaV −±= ω  

  :أي منتصف المسافة بين المركز والموضع المتطرف يكون ( x = a/2 )فعند 
2/122

1 )4/()/100( aaaV −=  
  :ومنه السرعة في هذا الوضع

sec/cm3501 =V  
  

 :من العلاقة بدلالة الزمن )ب .ت . ح (في  يحسب موضع الجسيم .2
tatx ωsin.)( =  

  :المركز إلى الموضع المتطرف هونصف الزمن اللازم للانتقال من  حيث
sec4/)4/2)(2/1()4/)(2/1( ωπωπ === Tt  

  :بالتعويض
aaax 7.045sin.)4/sin(. ≈== ωπω  
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  :فعند نصف الزمن اللازم للانتقال من المركز إلى الموضع المتطرف يكون
2/122

2 )49.0()/100( aaaV −=  
  :ومنه السرعة في هذا الوضع

sec/cm7.702 =V  
  

  طريقة أخرى
عند منتصف المسافة بين   Mالمنتظمة للجسيم   كة الدائريةمسقط الحر  m  بما أن

  .-42a-2)الشكل(في هو مبين المركز والموضع المتطرف كما 
sec/cm35030cos10030cos.1 === VV  

  
  
  
  
  
  
  
  

                     a                                                              b 
  -2-42)الشكل(

  

  .-42b-2)الشكل(في  هو مبين عند منتصف القوس كما M  ون الجسيموبعد نصف الزمن يك
sec/cm7.7045cos10045cos.2 === VV  

  
  
  
  
  
  
  

V 60o 

30o 

45o 

45o 

V 

M 

m 

M 
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  PROBLEMS               غير محلولة مسائل
  

   - 1مسألة
أوقفت الحركة الأفقية للكابس والمحور بمقاومة القرص الذي يتحرك في حوض 

في الوضع   V0 ة الكابس تساوي فإذا كانت سرع، -43a-2)الشكل(زيتي كما هو مبين في 
يتناسب طرداً مع السرعة    Aوكان التسارع  ، ( t = 0 )و  ( x = 0 )حيث   Aالابتدائي  

V  وفق العلاقة ( A = k . V )   حيثk  المطلوب ايجاد، ثابت تناسب:  
 . V = f(t)أي ،  tبدلالة الزمن    Vعلاقة السرعة   .1

 . x = f(t)أي ،  tبدلالة الزمن    xعلاقة الموضع   .2

 . V = f(x)أي ،  xبدلالة الموضع    Vعلاقة السرعة   .3
  

xkVVe    :الجواب
k

VxeVV ktkt .,)1(,. 0
0

0 −=−== −−  
  

  
  
  
  
  
  

a                                                              b 
  -2-43)الشكل(

   - 2مسألة
وذلك  ،نةمن صندوق سيارة شاح  Bفي رفع الثقل   )Tractor(يستخدم جرار 

ن الجرار يتحرك أبفرض ، -43b-2)الشكل(في بمساعدة مجموعة الحبل والبكرة الموضحة 
المطلوب ، ( l = 30  m )أن طول الحبل و،  m/sec  0.5  لأمام بسرعة مقدارهانحو ا

بالنسبة  ( y = 10  m )في اللحظة التي يكون فيها على ارتفاع   B  ب سرعة الثقلاحس
  .ارةلقاعدة صندوق السي

  

      VA = 0.4  m/sec - upward:الجواب

V x 
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  - 3مسألة
بمساعدة مجموعة من البكرات ،  B  برفع الحمل )Motor(يقوم محرك كهربائي 

  m/s  4  سرعة الحمل المرفوع تكانإذا ف .-44a-2)الشكل(والأسلاك كما هو مبين في 
  .ى السلك الأيسرالواقعة عل  A  ب سرعة حركة النقطةاحسالمطلوب  .باتجاه الأعلى

  
  VA = 32  m/s - down     :الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
a                                                                             b 

  -2-44)الشكل(
  

  - 4مسألة
بمساعدة  مجموعة من البكرات  ، W  برفع الحمل )Motor(يقوم محرك كهربائي 

التي تقع على   B  سرعة النقطة تنكاإذا ف، 44b-2)الشكل(ي والأسلاك كما هو مبين ف
  :بالعلاقة معطى السلك الأيمن في أية لحظة من الزمن

VB(t) = t2 + 2t  m/sec 
  .هوتسارع   Wالمطلوب حساب سرعة الحمل 

  

2    :الجواب
2

sec/cm1)(
2
1,sec/cm

24
+−=−−= tAttV  
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  - 5مسألة
عدة مجموعة من البكرات بمسا ، WB  برفع الحمل )Motor(يقوم محرك كهربائي 

للأعلى بسرعة مقدارها   B  حيث يتحرك الثقل ،45a-2)الشكل(والأسلاك كما هو مبين في 
4  m/sec  .  سرعة حركة النقطةالمطلوب حساب  C  من السلك التابع لمجموعة الرفع.  

  
       VC = 12  m/s:الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  
  

               a                                                                         b 
  -2-45)الشكل(

  
   - 6مسألة

بسرعة مقدارها  الأسفل نحو ،-45b-2)الشكل(في  ةموضحال  B  تتحرك الاسطوانة
0.6  m/sec  ،0.15  وبتسارع مقداره  m/sec2  ب احسالمطلوب . وجهته نحو الأعلى
  .هوتسارع A   سرعة الجسم

  
  VA = 0.9  m/s - up    ,    AA = 0.225  m/s2 - down    :الجواب
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  - 7مسألة
كما هو   m  3.6  ارتفاعه حيث تتخطى حاجزاً ،  V0أطلقت قذيفة بسرعة ابتدائية 

كانت زاوية و ،( g = 9.8  m/sec2 )ان تسارع الجاذبية كفإذا ، -46a-2)الشكل(في مبين 
  :ثم حساب الآتي،  y = f(x)لمسار العامة لمعادلة ال جالمطلوب استنتا ،( α = 60° )الإطلاق 

 .الإطلاق بحيث تتخطى الحاجزلسرعة القيمة الدنيا  .1
 . OCالمدى الأفقي للقذيفة   .2
  

  OC = 8.47  mو      V0 = 9.79  m/sec    :الجواب
 

  
                                 a                                                            b 

  -2-46)الشكل(
  

   - 8مسألة

  m/sec  12  حد المنتجات من فوهة أنبوب بسرعة ابتدائية أفقية مقـدارهاأيقذف 
عن سـطح   m  6  فوهة التفريغ رتفاعاإذا علمت أن ف. -46b-2)الشكل(في  مبينكما هو 
  :المطلوب ،)  g = 9.80  m/sec2(ن تسارع الجاذبية أو ،الأرض
  . R  الموضع الذي يتجمع عنده المنتجتحديد  .1
 . tB  الزمن الذي يستغرقه المنتج للوصول إلى سطح الأرض .2

 

  tB = 1.11  sec   و     R = 13.28  m :   الجواب
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   - 9مسألة
 m  1 ومن ارتفاع يبلغ  ،( α = 30° )بزاوية مقدارها   A الموقع قذفت كرة من 

المطلوب حساب السرعة الابتدائية . -47a-2)الشكل(عن سطح الأرض كما هو مبين في 
  .حيث تسقط الكرة داخل الحوض ،للقذف  VA(max)والقصوى    VA(min)الدنيا

  
  = m/sec VA(max)  5.85    و    VA(min) = 4.32  m/sec    :الجواب

  

  
                           a                                                         b 

  -2-47)الشكل(
  

  - 10مسألة
                بسرعة ابتدائية مقدارها، ) β= °20  (أطلقت قذيفة على سطح مائل 

( V0 = 200  m/sec ) ، 60 = وبزاوية° )α (  كما هو مبين في)47)الشكلb-2- . المطلوب
  . R ذيفةالق ب مدىاثم حسومن  ، B الموقعب الزمن الذي تستغرقه القذيفة للوصول إلى احس
  

  tB = 27.89  sec    ,    R = 2970  m   :الجواب
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  - 11مسألة
-48a)الشكل(كما هو مبين في  الذي يرتفع إلى الأعلى على لولبه  Bيتحكم الدليل  

 ،في الشق الدائري الثابت  Aار  مفي حركة المس ( V0 = 2  m/sec ) بسرعة منتظمة -2
من مركبة التسارع المماسي والناظمي  لوب حساب كلاًالمط، من حركته فترةوذلك خلال 

  .( θ = 30o )عندما يمر بالوضع   Aار  مللمس
  

2    :الجواب
A

2
A sec/cm32.12,sec/m3.21 == τn AA  

  
  
  
  
  
  
  
  

               a                                                                           b 
  -2-48)الشكل(

  
  - 12مسألة

كما هو مبين في ،  70oالرافعة المرفقية ذات  في حركة   Aالمكبس   كميتح
 mm/sec  100وتتسارع بمعدل  ،  mm/sec  75بسرعة أفقية مقدارها  ،-48b-2)الشكل(

المطلوب حساب التسارع الزاوي للرافعة المرفقية في هذه . ( θ = 30o )كل ثانية في الوضع 
  .اللحظة

  
==−2sec/rad399.0:    الجواب θε &&  

  
  
  

A B 

Vo 

A B 
O 

C 

150 mm 

200 mm 
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   - 13مسألة
، -49a-2)الشكل(كما هو مبين في  يبدأ المسمار اللولبي الآلي حركته من السكون

)(ويعطي سرعة زاوية  θω ).(وفق العلاقة  ،تزداد بصورة منتظمة مع الزمن =& tk=θ& 
في دورة واحدة هو   م اللولبتقد تمثلي تال اللولب خطوة تفإذا كان، ثابت تناسب  kحيث  

B  ، يجاد العلاقة للسرعة  إالمطلوبVA    والتسارعAA    لمركز الكرةA ،  عندما يكون
  .اللولب قد دار دورة كاملة من السكون

  

2222: الجواب
A

222
A .4/)161(.,.4 bBkbAbBkV πππ

π
++=+=  

  
  
  
  
  
  
  
  

                         a                                                                 b 
  -2-49)الشكل(

  
   - 14مسألة

وعندما يمر ، -49b-2)الشكل(كما هو مبين في يتحرك جسيم على لولب اسطواني 
وتزداد قيمة سرعة الجسيم على  ، m/sec2  10تكون قيمة التسارع الكلي   Aمن النقطة  

ZAV  المطلوب حساب ، m/sec2  8ل المسار بمعدل  وط ,,, θθ   .لهذا الوضع  &&&
  
  
  
  

2ro 

b 

A 
r ω 

θ 
ω 
2m 

A 

Z 

30o 
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   - 15مسألة
حسب علاقة  -50a-2)الشكل(يتحرك جسيم حركة اهتزازية على المسار المبين في 

  :متجه الموضع
r = (8 sin πt) i - (2 cos πt) j 

  :المطلوب. بالثانية  tمقدرة بالمتر و   r  حيث
 .( t = 1  sec )أوجد سرعة وتسارع الجسيم عند الزمن  .1

 .الجسيم هو قطع مكافئ برهن أن مسار .2

  
 V = - (8π  m/sec) i   ،   A = (8π2  m/sec2) j   ،   y = (x2/32) - 1   :الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  

          a                                                                       b 
  -2-50)الشكل(

  
   - 16مسألة

في  الموضحةي حجرة الخلط ف  rقطر  النصف ذو  يعطي الجزء الدوار
= z )وفق العلاقة حركة راسية دورية ، -50b-2)الشكل(  z0.sin 2π.n t )،  أثناء دورانه

)(بسرعة زاوية منتظمة  θω المطلوب ايجاد ، ثابت للتذبذب الرأسي  nفإذا كان التردد  ، =&
  . Aالمحيطية   العلاقة للقيمة العظمى لتسارع النقطة

  
2:    وابالج

0
4422

max ..16. znrA πω +=  
  

ω 

Z 

A 

z  Y 

8 m 8 m 
O 2 m 

2 m X 
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  الفصل الثالث
 Kinematics of a Rigid Bodyحركة الجسم الصلب    

  Rotational Motionالحركة الدورانية  -  Translation Motionالحركة الانسحابية 
  

  Kinematics of a Rigid Body                            حركة الجسم الصلب 1- 
 ةكة هي مجموعة من الجسيمات المادية تبقى أبعادها النسبية ثابتالجملة المتماس

ينتج و، ونطلق في أبحاث الميكانيك على الجملة المتماسكة اسم الجسم الصلب ،عندما تتحرك
والتي ، فرضية الصلابة التامة للجسم الصلب المعتمدة كأساس في دراسة الحركةمن ذلك 

 مدةثابتة طيلة  تبقى مسالج ان لا على التعيين من هذالمسافة الفاصلة بين جسيمي تنص على أن
  :على نوعينعندئذ المسائل الخاصة بحركة الجسم الصلب تكون و، الحركة
  .من ثم تعيين مميزات حركة الجسم ككلو ،تحديد نوعية الحركة •
من جسيمات الجسم من تمثل جسيم  نقطة وكل ،تعيين خصائص حركة كل جسيم •

  .خطي بدلالة الزمن مسار وسرعة خطية وتسارع
  

  :بما يليبخاصة أساسية تنص ويتصف الجسم الصلب 
  AB الجسم الصلب على المستقيم  جسيماتمن   Bو  A  جسيمينإن مسقطي سرعتي 

  .ها متساويانالواصل بين
 هو مبين كما T(O1X1Y1Z1)يتحرك بدلالة جملة محاور إحداثية  اًبالفعل جسم دنع

وذلك من  ،التي تبقى ثابتة  Bو   A الجسيمين المسافة بين  l  ولتكن، 1)--3الشكل( في
  rAبمتجهي الموضع    Bو  A  الجسيمينويمكن أن نعين موضعي ، لبتعريف الجسم الص

  .على الترتيب  rBو 
  
  
  
  
  
  

  

  -3-1)الشكل(
X1 

Z1 

Y1 

α 

β 

O1 

VA VB A
S 

B rA 

rB 

l 
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  :من الشكل نكتب
)1-3(                                     ABAB =− rr  

  :ولكن
22 .)( l== ABABAB  

  :بالاشتقاق بدلالة الزمن

)2-3(                    0)(2)( 2 == ABABAB
dt
d

dt
d  

  :لكن

ABAB -AB VVrr −== )()(
dt
d

dt
d

 

  :نحصل على )3-2(بالتبديل في العلاقة 
0)( =− ABAB VV  

  :منه
AB ABAB VV .=.  

  :ومن تعريف الجداء العددي
αβ cos.cos.. AB V.lVl =  

  :ومنه
(3-3)                           αβ cos.cos. AB VV =  

  . ABعلى    VAيساوي مسقط    ABعلى    VBيكون مسقط  
  

الجسم إذا علم اتجاه  جسيماتمن  جسيمهذه الخاصة سهولة تعيين سرعة تكفل 
  .نفسه الجسم جسيماتمن  خرآ جسيموسرعة أي  الجسيم حركة هذا

  
            Degrees of Freedom of a Rigid Bodyالصلب جسمللدرجات الطلاقة 2- 

كما ذكرنا في بحث حركة الجسيم المادي أن عدد الإحداثيات المستقلة عن بعضها 
ي لحظة يساوي عدد درجات الطلاقة لهذا أبعضاً واللازمة لتحديد وضع نظام ميكانيكي في 

منه عدد العلاقات الهندسية التي  ويساوي عددها العدد الكلي للإحداثيات مطروحاً، النظام
  .تربط بينها
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نعلم ان الجسم الصلب عندما يتحرك بطلاقة في الفراغ بالنسبة إلى محاور كما 
إذ  ،منه لا تقع على استقامة واحدة جسيمات ةفإن وضعه يتعين بشكل كامل بوضع ثلاث، ثابتة

ثابت  ةالثلاث الجسيماتعن  هإضافي من الجسم يحدد بالاستناد إلى أن بعد جسيمن وضع أي إ
  .ثابتة أيضاً الجسيماتافة الى كون الأبعاد بين إض، لا يتغير كيفما تحرك الجسم

من  ةالثلاث الجسيماتلتسع اللازمة لتعيين وضع حداثيات الإيتضح من ذلك أن ا
ابتة للأبعاد الثنها ترتبط فيما بينها بثلاث علاقات إإذ ، الجسم ليست مستقلة عن بعضها بعضاً

أي أن ، نه يبقى ست قيم مستقلة تمثل الإحداثيات المكانية للجسمإوبالتالي ف، الجسيماتبين هذه 
  .للجسم الصلب الطليق في الفراغ ست درجات طلاقة

  

 فإن وضعه يتعين بالنسبة إلى، لكن إذا تحرك جسم صلب بحركة مستوية طليقة
لأن ، -2a-3)الشكل(هو مبين في  كما  Bو  Aمنه   جسيمينالمستوي الثابت بإحداثيات 

 الجسيميتحدد وضع .  OXYحركة الجسم في هذه الحالة هي دوماً موازية للمستوي الثابت  
A    بالإحداثيتينxA  وyA  ، الجسيمبينما يتحدد وضع  B    بالإحداثيتينxB  وyB  ،

اثيات ليست لكن هذه الإحد، وبالتالي فإن وضع الجسم يعين في المستوي بأربع إحداثيات
  . Bو  A  قة هي البعد الثابت بين النقطتينمستقلة تماماً إنما توجد بينها علا

  
  
  
  
  
  

                    a                                                                        b 
  -3-2)الشكل(

  

،  A  الجسيم يإحداثيت  yAو  xA  ن تحديد وضع الجسم في المستوي بـكما يمك
  yAو  xAو  θحيث تكون الإحداثيات  ،  OXعلى المحور    ABميل الخط    θ الزاوية و

  .-2b-3)الشكل(مستقلة تماماً كما هو مبين في 
حداثيات المستقلة اللازمة والكافية لتوصيف وضع جسم لإن عدد اأينتج من ذلك 

ن للجسم في هذه إوبالتالي ف، تيتحرك حركة مستوية هو ثلاث إحداثيا، في أي لحظة، صلب
  .الحالة ثلاث درجات طلاقة

A 

B 
Y 

X 
O xA 

xB 

yA 
yB 

A 

B Y 

X O 

yA 

θ 

xA 
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  Plane Motion of a Rigid Body          المستوية للجسم الصلبالحركة 3- 
ستقتصر دراسة الحركة على الأجسام الصلبة المتناظرة ذات الحركة المستوية ثنائية 

ثابت مفروض  الجسم ومستوٍ الحركة التي تكون فيها المسافة بين كل جسيم من: أي، الأبعاد
وبتعبير آخر الحركة المستوية هي الحركة التي ينتقل فيها كل جسيم في الجسم ، ثابتة لا تتغير

وازية جسيمات الجسم كافة في مستويات م بالتالي تتحرك ،اًثابت اًعلى مسار يوازي مستوي
  .لمستوى إسناد ثابت يدعى مستوى الحركة

  

فيمكن لهذه الحركة أن تكون ، هي من هذا النوع وبما أن حركة معظم الأجسام
والتي يكفي لدراستها ، أو دورانية حول محور ثابت مار من الجسم أو مستوية عامة، انسحابية

ويتحرك كثير من أجزاء ، المستوية لها )Plane Slabs(دراسة حركة المقاطع العرضية 
، ة التي تتدحرج على طريق مستقيمكالعجل، عامةالآلات والأجهزة الميكانيكية حركة مستوية 

  .وذراع التوصيل في العمود المرفقي
  

، متناظرةالأما دراسة حركة الأجسام الصلبة الفراغية ذات ثلاثة أبعاد وغير 
وبالأصح الشكل الأعم لحركة الأجسام الصلبة في الفراغ بدلالة مجموعة الإحداثيات الثلاثية 

مع الإشارة إلى أن أغلب الأسس والمفاهيم ، خامسالفصل الفسيتم مناقشتها في ، القائمة
  .المعتمدة في دراسة الحركة المستوية؛ هي ذات فائدة كبيرة في تحليل أنماط الحركة الفراغية

  

،  T(O1X1Y1Z1)يتحرك حركة مستوية بدلالة جملة إحداثية ثابتة  اًصلب اًجسم دنع
هذا   O1Z1ويعامد محورها  ،  P  اًمفروض اًثابت اًمستوي  O1X1Y1حيث يوازي مستويها  

  .-3-3)الشكل(في  هو مبين المستوي كما
  
  
  
  
  
  
  
  

  -3-3)الشكل(

X1 

Y1 O1 

Z1 

M
 

M1 

M2 

P 

(s) 
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والمستوي   1O1X1Yحيث يوازي المستوي    Sنأخذ من الجسم مقطعاً عرضياً  
P  ، نقطةونختار  M   تحرك على تي يجب أن تال ،هلتمثل جسيم من المقطع العرضانيفي

وتكون ، أثناء الحركةفي ثابتاً   zويبقى راقمها  ،  O1X1Y1  يوازي المستوي  Cمسار  
)0(لأن   O1X1Y1سرعتها المماسة للمسار موازية للمستوي   =z&.  

  M2و  M1نقطتين   دونع،  1O1X1Yمستقيماً يعامد المستوي    Mنرسم من  
  :ويمكن أن نكتب، من هذا المستقيم

)4-3(                           211121 MMMOMO +=  
أي ، مسايراً لنفسه خلال الحركة  M1M2  ففي أثناء الحركة المستوية يبقى المتجه

آخذين بعين   tبدلالة الزمن   )3-4(وباشتقاق العلاقة  ،عمودي على المستوي المفروض
  :ومنه نحصل على، معدوم  M1M2  الاعتبار أن مشتق المتجه الثابت

)5-3(                                         
21 MM VV =  

  :بدلالة الزمن لكان )5-3(كذلك لو اشتقينا العلاقة 
)3-6(                                        

21 MM AA =  
الواقعة على مستقيم واحد  اتهاوتسارع  Mالجسيمات   نقاط أوال بالتالي تكون سرع

ترسم مسارات تقع كلها في حيث ، وتتحرك بطريقة متماثلة، متسايرة  P  توييعامد المس
  .إذا وضعت فوق بعضها انطبقت على بعضها فهي مسارات متماثلة، مستويات متوازية

  

وعليه يكفي لدراسة الحركة المستوية لجسم صلب دراسة حركة المقطع العرضاني 
S    لهذا الجسم في مستويO1X1Y1  وسوف نمثل فيما بعد ، الثابتي يوازي المستو

وبدلاً من الجسم كله سنرسم مقطعه ، منطبقاً على مستوي الرسم  O1X1Y1المستوي  
المقطع  جسيماتلب عندها إلى دراسة مسارات وتؤول دراسة حركة الجسم الص، فحسب

  .اتهتسارعو هوسرع العرضاني المذكور
  

  Translation Motion of a Rigid Bodyالحركة الانسحابية للجسم الصلب  4- 
  

  الحركة الانسحابية معادلات1-4- 
من يصل بين جسيمين   ABيقال عن حركة جسم أنها انسحابية إذا بقي كل متجه  

بالتالي تتحرك ، الحركة مدةطوال  نفسه ومحافظاً على الاتجاه ،الجسم الصلب موازياً لنفسه
  .ارات متوازيةجميع الجسيمات التي يتشكل منها الجسم الصلب في مس
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                                   a                                                          b 
  -3-4)الشكل(

نها انسحابية مستقيمة إمستقيمة فيقال عن الحركة  اًخطوط تالمسارافإذا كانت هذه 
)Rectilinear Translation( في  هو مبين كما)4الشكلa-3-( ، وكمثال حركة سيارة على

  .طريق أفقي مستقيم هي حركة انسحابية حيث ترسم نقاطها مسارات مستقيمة
  

أما إذا كانت المسارات منحنية فيقال عن هذه الحركة أنها انسحابية منحنية 
)Curvilinear Translation( في  مبين هو كما)4)الشكلb-3- ، وكمثال حركة الوصلة

AB   فنتيجة دوران المرفقين  ، )-3-5شكلال(الموضحة فيO1A  وO2B   بسرعة زاوية
 Bوتتحرك  ،  O1على دائرة مركزها    Aعندئذ تتحرك   ،) O1A = O2B( وأن ، واحدة

عند ذلك على دوائر   ABالوصلة   جسيماتومنه تتحرك ،  O2على دائرة مركزها  
، مسايرة لنفسها  ABمتجه  حيث تبقى الوصلة أي ال،  O1O2كزها تقع على المستقيم  امر

  .وبالتالي تتحرك الوصلة عند ذلك حركة انسحابية
  
  
  
  
  

 -3-5)الشكل(

، ترسم مسارات واحدة جسيماتهن أيتصف الجسم في حركته الانسحابية ب منهو
من  B الجسيمونحصل على مسار ، خلال الحركة اًثابت  AB  ويتحقق ذلك بسبب بقاء المتجه

وبالتالي يكون مسار ،  ABيق انتقالات متوازية ومساوية للمتجه  عن طر  A  لجسيممسار ا
  .ها بعضاًعند وضعهما على بعض انخطين متشابهين تماماً حيث ينطبق  Bو  A  الجسيمين

A

B 

B1 

A1 

A 

B 

B1 

A1 

A B 

O1 O2 
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 معرفة معادلة حركتهفي حركته الانسحابية  الجسمتطلب دراسة حركة تبالتالي 
 في كل لحظة زمنية جسيم من جسيماته موقعبحدد تالتي  ،أي معادلة انتقاله، بدلالة الزمن

التي و، هذا الجسيمحركة معادلة حسب شكل المسار تحدد بو ،بدلالة جملة إحداثية مختارة
فإذا ، التي تم ذكرها عند دراسة حركة الجسيم بتطبيق إحدى الطرق الثلاث هايمكن إيجاد

  :حداثيات هيلإافمعادلات حركته بطريقة  ياًوالمسار منحنكانت حركة الجسيم مستوية 
)(7-3                        )(,)( 21 tfytfx ==  

  :والمسار مستقيماً فمعادلة حركته بطريقة الإحداثيات هيوإذا كانت حركة الجسيم مستوية 
)(1 tfx =  

الحركة  لاتلذا تدعى بمعاد، موضع الجسم في أي لحظة زمنية لاتتحدد هذه المعاد
 ة الخطيةسرعالوالمميزات الحركية الأساسية لهذه الحركة هما ، للجسم الصلب الانسحابية

  .الخطي تسارعالو
  

  الخطي والتسارعالخطية السرعة 2-4- 
Linear Velocity and Linear Acceleration 

جسماً صلباً يتحرك حركة انسحابية بالنسبة لمجموعة الإحداثيات  نفترض
T(O1X1Y1Z1) ففي اللحظة  ، -3-6)شكلال(في  هو مبين كماt   الجسيمينيحدد وضع 

  :من الجسم بنصفي القطرين الموجهين  Bو  A  الاختياريين
)8-3(                             OBOA BA == r,r  

  :ومنه نحصل على، الجسيمين ينذبين ه  ABنمدد المتجه الواصل  
)9-3(                       B/AABAB AB rrrrr +=⇒+=  
  
  
  
  
  

  

  -3-6)الشكل(
  B  الجسيمالذي يدعى بمتجه موضع   ABبالتالي يعين وضع الجسم بالمتجه  

، أثناء الحركة الانسحابية ثابتاًفي حيث يبقى طوله واتجاهه ،  rB/A  أي،  A  للجسيمبالنسبة 
  . t1  أي مسايراً لوضعه في اللحظة

A 

B 
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A1 
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rB 

rA 
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في بدلالة الزمن آخذين  (3-9) نشتق العلاقة  Bو  A  الجسيمينيجاد سرعتي لا
  :ومنه، يساوي الصفر  AB  ثابتالمتجه الأن مشتق الحسبان 
(10-3)                             ABAB VVrr =⇒= &&  

ي كل لحظة فمتساويتان في المقدار والاتجاه   Bو  A  الجسيمينأي أن سرعتي 
  .-7a-3)الشكل(في هو مبين كما ،  tزمنية  

  
  
  
  
  

  

                                 a                                        b  
  -3-7)الشكل(

  

  :وبالاشتقاق مرة ثانية ينتج
(11-3)                           ABAB AArr =⇒= &&&&  

كل لحظة في متساويان في المقدار والاتجاه   Bو  A  الجسيمين يتسارعأي أن 
  .-7b-3)الشكل(في  هو مبين كما،  tزمنية  

في الحركة الانسحابية فينتج أنه ، تم لا على التعيين  Bو  A الجسيمين وبما أن اختيار
  .هنفس التسارع الخطيو ،هالجسم صلب تكون لجميع جسيماته المادية السرعة الخطية نفس

 تهماقيموفي حالة الحركة الانسحابية المنحنية فإن اتجاه متجهي السرعة والتسارع 
الجسيمات  كلفإن ، أما في حالة الحركة الانسحابية المستقيمة، سيتغيران في كل لحظة زمنية

ويحافظ بالتالي كل من ، المادية في الجسم الصلب تتحرك على طول خطوط مستقيمة متوازية
  .الحركة الكلية مدةمتجهي السرعة والتسارع على اتجاهه الثابت طول 

سة الحركة الانسحابية للجسم الصلب تؤول إلى دراسة يتضح من كل ذلك أن درا
حيث تعطى معادلة حركته بإعطاء معادلات حركة  ،حركة جسيم مادي يعود إلى هذا الجسم

أو وتدعى السرعة المشتركة بسرعة الانسحاب  ،هذا الجسيم بالطريقة التي ذكرناها سابقاً
أو  لمشترك بتسارع الانسحابكما يدعى التسارع ا،  .VTrans  سرعة الجسم الانسحابي

يكون  وتسارعه ويجدر بالذكر أن مفهوم سرعة الجسم،  .ATransتسارع الجسم الانسحابي  
أما في الحالات الأخرى فإن جسيمات الجسم ، من أجل الحركة الانسحابية قطفلها معنى 

  .بالتالي يفقد المفهوم السابق معناه، تتحرك بسرعات وتسارعات مختلفة

V 

A 

B 

V 
A 

B A 

A 
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 Rotational Motion of a Rigid Bodyة الدورانية للجسم الصلب    الحرك5- 
  

 Equation of Rotational Motion              الحركة الدورانية معادلة1-5 
 جسيماتمن   Bو  A  جسيمينأي  نها دورانية إذا بقيإيقال عن حركة جسم 

ين بمحور الدوران تالثاب يمينالجسالمار ب  ABويسمى المستقيم  ، ين خلال الحركةتالجسم ثاب
وجب لذلك ، ابتةالجسم الصلب ث جسيماتكانت الأبعاد النسبية بين  ولما،  Δويرمز له بـ  
الجسم  جسيماتوترسم ، محور الدوران ثابتة عند الحركة الدورانية جسيماتأن تبقى كل 

  .ى هذا المحورالباقية دوائر تكون مستوياتها عمودية على محور الدوران وتقع مراكزها عل
  

نمرر جملة ،  T1(O1X1Y1Z1)لتعيين موضع الجسم الدائر بدلالة ثلاثية ثابتة 
ومحورها ،  O1منطبقاً على    Oها  أنختار مبد، مقيدة بالجسم T(OXYZ)إحداثية متحركة 

OZ    منطبقاً على محور الدورانΔ    المنطبق بدوره علىO1Z1  ،في  مبينهو كما
  .3-8)الشكل(
  
  
  
  
  
  
  
  

  -3-8)الشكل(
  

يكفي تعيين ،  T1بدلالة الثلاثية الثابتة    Tولتحديد موضع الثلاثية المتحركة  
  أي بين المحور،  OXYالمستوي المتحرك  و  O1X1Y1بين المستوي الثابت    θالزاوية  

O1X1  والمحور  OX  ،أي:  
OXXO 11

∧=θ  
التي تم ذكرها بالحركة الدائرية  (Angular Coordinate)الجسم  بزاوية دوران  θ  تدعى
منه يمكن أن يدور الجسم حول محور ولا يقع أي جسيم من جسيماته على هذا ، مادي لجسيم

  .كدوران شخص جالس على أرجوحة دوارة في مدينة الملاهي، المحور

X1 

O1 

Z Z1 ∆ m1 
m M1 M 
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φ1 
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بالتالي لمعرفة موضع الجسم في أي لحظة زمنية لا بد من معرفة العلاقة التي تربط 
  :منه،  tمع الزمن   ، أيالتي تتغير مع الحركة  θبين الزاوية  

)(12-3                                     )(tf=θ  
لذا تدعى بمعادلة الحركة ، تحدد هذه المعادلة موضع الجسم في أي لحظة زمنية

 :ياسية لهذه الحركة هوالمميزات الحركية الأس، حول محور ثابت الدورانية للجسم الصلب
  .سرعته الزاوية وتسارعه الزاوي

  
  التسارع الزاويو السرعة الزاوية2-5- 

Angular Velocity and Angular Acceleration 
ويرمز  ،بدلالة الزمن  θالدوران  تحولات زاوية  ةالزاوي السرعةحدد تبالتعريف 

  : ω  بـ اله
)13-3(                                        θω &=  

على أنها تقاس بـ ،بالحركة الدائرية لجسيم مادي ةالزاوي السرعة ذكر تملقد 
)secsec/1sec/rad( الذي  ، Ω  ةالزاوي السرعةوتمثل القيمة العددية لمتجه ، ≡≡−1

 Ωويتجه  ،  O1Z1حداثي  لإالمنطبق بدوره على المحور ا  Δينطبق على محور الدوران  
 كما هو مبين في أي وفق حركة اليد اليمنى، المباشرة في الجهة الجسمدور حوله يكل بش
  :بحيث ،-3-9)الشكل(
)14-3(                                    1kΩ .ω=  
  

 ،بدلالة الزمن  ω  بالتعريف يحدد التسارع الزاوي تحولات السرعة الزاويةو
  : ε  ويرمز له بـ

)15-3(                                        θωε &&& ==  
 على أنه يقاس بـ ،التسارع الزاوي بالحركة الدائرية لجسيم مادي تم ذكرلقد 

)secsec/1sec/rad( 222 وهو ،  E  الزاوي التسارعمثل القيمة العددية لمتجه يو، ≡≡−
  :حيث  Ωبالتعريف مشتق متجه السرعة الزاوية  

(16-3)                                              Ω
dt
d

=E  

  :ويكون  Ωمع   ىبالمنح  Eوعليه يشترك  ، ثابت  Ω  ىوبما أن منح
(17-3)                                     1k.ε=E  
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  :يمكن أن نكتب (3-17)والمعادلة  (3-14)من العلاقة 

(18-3)                                              Ω
ω
ε

=E  

  
  
  
  
  
  

  

                              a                                                b 
  -3-9)الشكل(

  

، شارة واحدةإ  εو  ωكون للمقدارين  ي،  Ωعلى اتجاه    Eفعندما ينطبق اتجاه  
يكون  والعكس بالعكس ،يدور الجسم دوراناً متسارعاًو، -9a-3)الشكل( كما هو مبين في

  .-9b-3)الشكل(هو مبين في  كما ،شارتان مختلفتانإ  εو  ωمتباطئاً عندما يكون للمقدارين  
  

  السرعة الخطية لجسيم من جسيمات الجسم الدائر3-5- 
، جسم الدائر ككلمميزات حركة ال ،الزاوية والتسارع الزاوي رعةسالبعد أن عينا 

  .مميزات حركة جسيماته على انفراد ،رعة الخطية والتسارع الخطيسنعين ال
  

في الجملة المتحركة  ةثابت ،في الجسم الصلب تمثل جسيم  M  نقطةال فرضنا أنإذا 
T  1ة  بالنسبة للجملة الثابت ةومتحركT  ،بعد بمسافة  وتR    عن محور الدورانΔ  

عن   M  النقطة ففي الحركة الدورانية المستوية يبقى بعد، )-3-8الشكل(الموضح في 
 مسقط ، Qفي حين يدور   ) z = z1 = const( أي ، ثابتاً  O1X1Y1المستوي الثابت  

  نقطةوضع ال  x1 , y1 , z1وتحدد الإحداثيات  ،  O1على هذا المستوي حول    M  النقطة
M    بدلالة الجملة الثابتةT1 :  

QM,)sin(.QO,)cos(.QO 11111 =+=+= zyx ϕθϕθ  
على   O1Mويساوي مسقط  ، طول ثابت لا يتحول مع الزمن  O1Qحيث  

  :وتساوي، زاوية ثابتة أيضاً لا تتحول مع الزمن  φو  ،  O1X1Y1  المستوي
(19-3)                              QOXO 11

∧=ϕ  

A 

B 

A 

Ω  

E 

Ω  

E 

Z Z B 
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  :وبالتالي يمكن أن نكتب
(20-3)             const,)(,)( 111 === zfyfx θθ  

  بدلالة الجملة الثابتة  M  الجسيم أو إحداثيات ،تمثل هذه العلاقات معادلات حركة
T1 .  

  O1X1Y1دائرة في المستوي    Qففي أثناء الحركة الدورانية يرسم المسقط  
دائرة توازي   M  النقطةوبالمقابل ترسم ، ) O1Q = R( ونصف قطرها   O1مركزها  

               ونصف قطرها، يقع على محور الدوران  mا  مركزه  O1X1Y1  المستوي
 )mM = O1Q = R ( ،  وبالتالي سرعةQ  النقطة تساير سرعة  M  ، ويعود ذلك إلى

في حركتها الدائرية   Qومتجه سرعة  ، والطول والاتجاه ىبالمنحن  QMثبات المتجه  
  :يمتها العدديةوتتجه في اتجاه الحركة وق  Qتمس الدائرة في    O1حول  

(21-3)              ωθϕθ ..)(QO1MQ RR
dt
dVV ==+== &  

ويدور المسقط ،  O1X1Y1على    Q1  امسقطه  M1  ىخرأ نقطةنا ضرفوإذا 
Q1 على دائرة مركزها  O1   ونصف قطرها) O1Q1 = R1 ( ،وتكون القيمة العددية 

  :لسرعتها

ωθϕθ ..)(QO 11111MQ 11
RR

dt
dVV ==+== &  

،  M نقاطال لفهو مشترك لك،  Qالمساقط   لمشترك بين ك  &θنلاحظ أن المشتق  
ويتصف كما ،  ωويرمز له بـ  ، ويدعى بالسرعة الزاوية للحركة الدورانية للجسم الصلب

  .ذكر في بحث الحركة الدائرية لجسيم
  

من   M  جسيملللنقطة أو ا الخطيةسرعة لن القيمة العددية لإعندئذ يمكن القول 
يساوي إلى ، الصلب في حركته الدورانية حول محور ثابت مار منه بالطريقة الطبيعيةالجسم 

ومنحاها يقع على  ،حاصل ضرب السرعة الزاوية للجسم ببعد الجسيم عن محور الدوران
وتتجه ، أي عمودي على نصف قطر الدوران،  Mامتداد مماس الدائرة التي يرسمها الجسيم  

في  قيمة واحدة لكل جسيمات الجسم لها في اللحظة المعينة  ω  نإوحيث  ، ωباتجاه دوران  
مع بعدها عن محور  سرع جسيمات الجسم تتناسب طرداً وعليه فإن، حركته الدورانية

  : ωالدوران وثابت التناسب هو  

ω==
1

MM 1

R
V

R
V
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وبما أن الحركة الدورانية لجسم صلب حول محور ثابت مار منه، هي شكل من 
ل الحركة المستوية، فإنه يكفي دراسة حركة جسيمات المقطع العرضاني منه، والذي أشكا

، وبالتالي فإن سرع نقاط  Δنقطة تقاطعه مع محور الدوران    Oيدور حول النقطة الثابتة  
تتناسب طرداً مع بعدها عن مركز دوران   OMالواقعة على استقامة    A , B , Cالمستقيم  

  :وفق العلاقة، -10a-3)الشكل(ن في المقطع كما هو مبي

)22-3(                       ω====
OCOBOAOM

CBAM VVVV  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

                            a                                                           b 
  -3-10)الشكل(

  

 )3-21(ناداً للعلاقة فاست، بطريقة المتجهات  Mأما علاقة السرعة الخطية للجسيم  
  :يمكن كتابة العلاقة الشعاعية للسرعة بالشكل

QO1Q ∧= ΩV  

  :بالمثل
)23-3(                             mMM ∧= ΩV  

  :ومن جهة أخرى لدينا،  O1Qيساير    mMحيث  
O1M = O1m + mM 

  Ωيوازي    O1mعلماً أن  ، )3-23(من هذه العلاقة في العلاقة   mMبتعويض قيمة  
  :مما يؤدي إلى

0=∧ ΩmO1  
  

VM 

O 

ω 
M 

A 

VA 

B 

VB 

C 

VC 

Z 

O1 

V 
M 

r 

m R 

ω 

α 

Ω 
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  :بالشكل )3-23(بالتالي يمكن كتابة علاقة السرعة الخطية 
)324-(                                  MO1M ∧= ΩV  

لمتجه ، الجداء الشعاعييساوي  لجسيم ومنه نستنتج أن متجه السرعة الخطية
نه أكما ، رعة الزاوية ونصف القطر الشعاعي المعتبر من نقطة ما على محور الدورانالس

  .-10b-3)الشكل(كما هو مبين في   M  نقطةبالنسبة لل  Ω  عزم المتجه يمثل
  

وعلمنا ،  T1من الجسم الصلب بدلالة الثلاثية الثابتة    M  الجسيموإذا علمنا وضع 
)(السرعة الزاوية  ωθ أمكن تحديد سرعة ،  tبدلالة الزمن    θأي تحولات الزاوية  ،  &=

  :بطريقة الإحداثيات على الشكل التالي  M  الجسيم

)25-3(                  11

111

M ji
kji

V ....00 11

111

xy
zyx

ωωω +−==  

يوازي المستوي   VMأن متجه السرعة الخطية   )3-25(و  )3-24(نستنتج من
O1X1Y1  ،خلال الجسيم امتداد مماس الدائرة التي يرسمها  ويتجه باتجاه الحركة على

  :وقيمته العددية، تهحرك
)26-3(                                    2/12

1
2
1M )( yxV += ω  

  
 -3-1 مسألة

 ها مجريان اوضلع،  Oقابلة للدوران حول مفصل ثابت    EOFزاوية متماسكة  
حيث تستطيع ،  CDو  ABايتي وصلتين  مثبتتان بنه  Cو  Aلقتان  تتحرك داخلهما منز

  :فإذا كانت الأطوال كالتالي،  Dو  Bن الدوران حول مفصلين ثابتين  االوصلت
OA = AB = 2OC = 2CD 

 ،-11a-3)الشكل(للموضع المبين في   ABللوصلة    ω2السرعة الزاوية   أوجد
  . CDلدوران الوصلة    ω1بدلالة السرعة الزاوية  

  :ملاحظة
في الاتجاه العمودي على المجرى مع المركبة   Cزلقة  لمنمركبة سرعة ا ىتتساو

  . Aزلقة  منوكذلك في حال ال،  OFها نقطة من المجرى  أنعلى   C  للمنزلقةالعمودية 
  

  :الحل
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نبدأ بدراسة السرع ،  CDلدوران الوصلة    ω1من معرفة السرعة الزاوية  
  :منه ، Dركة دورانية حول  التي تتحرك ح  Cزلقة  مناعتباراً من ال

1C/D .CD ω=V  

بالمركبة العمودية   OFفي الاتجاه العمودي على    Cزلقة  منبمساواة مركبة سرعة ال
  :نجد، نفسه  OFمن المجرى    Cزلقة  منلسرعة ال

o
C/DC/O 45cos.VV =  

  :للزاوية المتماسكة تعطى بـ   ωبالتالي السرعة الزاوية  
2/2/.CD.OC 11 ωωωω =⇒=  

أي عكس حركة عقارب الساعة وذلك وفق اتجاه دوران متجه ،  ω1اتجاه  بعكس واتجاهها 
  .-11b-3)الشكل( الموضح في  Oحول    VC/O  السرعة

  
  
  
  
  
  
  
  

)                           bالشكلa                         (11-3-  
  

  :تكون  OEها نقطة من الساق  على اعتبار  Aوعلى هذا فسرعة الزالقة  
ω.OAA/O =V  

ها نقطة من الوصلة  أنعلى   Aومن الملاحظة بمساواة هذه السرعة بمركبة سرعة الزالقة  
AB  نحصل على:  

o
A/OA/B 45cos/VV =  

  :تساوي  ABبالتالي السرعة الزاوية للوصلة  
122 2.AO2.AB ωωωωω ==⇒=  

  .-11b-3)الشكل(أي باتجاه حركة عقارب الساعة كما في ،  VA/B  واتجاهها باتجاه السرعة
  

A 
C D 

O 

B 
E 

F 

ω1 

D 

O 

F 

C 
A 

E B 

ω 

ω 

ω2 

ω1 

VC/O 
VC/D 

VA/B 

VA/O 

45o 
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  التسارع الخطي لجسيم من جسيمات الجسم الدائر4-5- 
 M  نقطةمسقط ال  Qفإن تسارع  ،  Δدوران الجسم الصلب حول المحور  عند 

يساير   Mوتسارع  ،  O1X1Y1يقع في المستوي  ،  O1X1Y1على المستوي الأفقي  
كما هو مبين في  والجهة والطول ىثابت في المنح  QMلأن المتجه    Qتسارع  

  .-3-8)الشكل(
  

ويتحلل في مستوي الدائرة ، في مستوي دائرة حركته  M  نقطةيقع تسارع ال ومنه
  .-12a-3)الشكل(في هو مبين كما   Aτوتسارع مماسي    Anإلى تسارع ناظمي  

  
  
  
  
  
  
  

                       a                                                                b 
  -3-12)الشكل(

 

وتتجه ،  mMمنحاها نصف القطر   ) An = R . ω2. n( حيث المركبة الناظمية 
  :وقيمتها العددية، دوماً  mإلى    Mمن  

)27-3(                                    An = R . ω2  
،  εوتتجه باتجاه دوران ، منحاها مماس للدائرة )Aτ =R . ε . τ(والمركبة المماسية 

وقيمتها ، وباتجاه متجه السرعة أي باتجاه الحركة إذا كانت الحركة متسارعة والعكس بالعكس
  :العددية
28-3)(                                      Aτ = R . ε  

،  O1Z1لمحور  أي ا  Δعن محور الدوران    M  نقطةبعد اليمثل   Rحيث  
  :يحدد بالعلاقة  Mومنه متجه التسارع لـ  

)29-3             (              τnAAA τn .... 2 εω RR +=+=M  

  :والقيمة العددية للتسارع هي
)30-3(                         2/1242/122

M ][][ εωτ +=+= RAAA n  

m 
M 

VM 

α 

τ 

n An 
Aτ 

.ω > 0 

AM 
O 

AA 

α 
AM 

M 

C 

A 

AC B 

AB 

α 
α 
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 طةنقرسمها التالتي   mMويميل متجه التسارع عن نصف قطر دائرة المسار  
  :والتي تعين بالعلاقة،  αبالزاوية   اخلال حركته

)31-3(                           2arctanarctan
ω
ε

α τ ==
nA

A
   

، لجميع جسيمات الجسم الصلب  tمشتركين في لحظة معينة    εو  ωولما كان  
التي ترسمها هذه ، مع أنصاف أقطار الدوائر  αايا متساوية  وفمتجه التسارع يصنع ز

  .يماتالجس
  

في اللحظة المعينة قيمة واحدة لكل جسيمات الجسم في   εو  ωن لكل من  إوحيث 
أن تسارعات جسيمات الجسم  (3-31)و  (3-30) تينيتضح من العلاقف، حركته الدورانية

يا متساوية  اصنع زومتجهاتها ت حيث، ليست متسايرة  Δ  الدائر حول المحور  M  الصلب
α  تتناسب طرداً مع  وقيمها العددية، التي ترسمها هذه الجسيمات، ائرمع أنصاف أقطار الدو

2/124وثابت التناسب هو، بعدها عن محور الدوران ][ εω +.  
  

نقطة   O  النقطةالدائر حول  المقطع العرضانييتضح أن تسارعات جسيمات كما 
مع   αيا متساوية  ازو صنعمتجهاتها ت حيث، أيضاً ليست متسايرةتقاطعه مع محور الدوران 

، -12b-3)الشكل(كما هو مبين في  التي ترسمها هذه الجسيمات، أنصاف أقطار الدوائر
  .وثابت التناسب هو، تتناسب طرداً مع بعدها عن محور الدوران وقيمها العددية

2/124MCBA ][
OMOCOBOA

εω +====
AAAA

 

  
  لجسم الصلبالدورانية لحركة المعادلات 5-5- 

Equations of Rotational Motion of a Rigid Body 
عندما يمكن ، أنها معلومة  Δيقال عن حركة جسم صلب يدور حول محور ثابت  

  :أي ، tفي صورة تابع معلوم بدلالة الزمن    θكتابة الإحداثية الزاوية  
)(tf=θ  

ي لمومع ذلك فإنه نادراً ما تعين حركة الجسم الصلب الدورانية في التطبيق الع
للجسم الصلب يلعب دوراً   εوعموماً فإن شكل التسارع الزاوي  ، بعلاقة من هذا النوع

  .رئيسياً في تعيين شروط حركته الدورانية
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أو كتابع ،  θأو كتابع للإحداثية الزاوية  ،  tكتابع للزمن    εمثلا يمكن إعطاء  
  :حيث لدينا مما سبق،  ωللسرعة الزاوية  

2

2

,
dt
d

dt
d

dt
d θω

ε
θ

ω ===  

  :بحذف الزمن من العلاقتين ينتج

)32-3(                                
θ
ω

ωε
d
d

=  
  

ق وحصلنا عليها ببدراسة المعادلات السابقة نجد أنها تشابه تماماً المعادلات التي س
طريقة التي ويمكننا بالتالي مكاملتها جميعاً بنفس ال، في بحث الحركة المستقيمة للجسيم المادي

وكثيراً ما نقابل بالتطبيقات العملية حالتين خاصتين ، ذكرت في بحث الحركة المستقيمة
  .الحركة الدورانية المنتظمة والحركة الدورانية المتغيرة بانتظام: للحركة الدورانية وهما

  
  Uniform Rotational Motion        الحركة الدورانية المنتظمة  1-5-5- 

ثابتة بتحول الزمن يمكننا القول أن الجسم  ) ω = const( سرعة الزاوية إذا بقيت ال
  . Δالصلب يدور بانتظام حول المحور  

  

  :للحصول على معادلة الحركة هذه لدينا

dtd
dt
d .ωθω

θ
=⇒=  

  :بالتكامل
t.0 ωθθ =−  

  :الابتدائية عندما ومن الشروط
00 0 =⇒= θt  

  :معادلة الحركة الدورانية المنتظمة للجسم الصلب نحصل على
)33-3(                                 t.ωθ =        
  

  :تكون السرعة الزاويةعند الدوران المنتظم 
)34-3(                                t/θω =  
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ممثلة لعدد دورات الجسم   ωالسرعة الزاوية   دفي التطبيقات الهندسية كثيراً ما نع
وإذا ،  2π قدرها  واحدة يكون الجسم قد دار زاوية دورةفبعد ،  r.p.mالواحدة   الدقيقةفي 

)sec)60min1 دورة في الدقيقة الواحدة  nدار الجسم الصلب   ==t، دهانكان ع 
).2( nπθ   :ت والسرعة الزاويةالعلاقة بين عدد الدورا ومنه، =

)35-3(                            nn 1.0
60

.2
≈=

π
ω  

  

عدد دورات   nإذا أعطينا  ، ويعني مما تقدم أنه في الحركة الدورانية المنتظمة
ويكون ،  n 0.1  مساوية تقريباً لـ  ωالجسم في الدقيقة الواحدة كانت السرعة الزاوية  

  ). ε = 0( التسارع الزاوي معدوماً 
  

  الحركة الدورانية المتغيرة بانتظام 2-5-5-
                             Uniformly Variable Rotational Motion  

   إذا كان في كل لحظة زمنية ازدياد ،ميتحرك الجسم بحركة دورانية متغيرة بانتظا
أي بتسارع زاوي ، واحداًزمنية متساوية  فتراتالسرعة الزاوية خلال   )أو نقصان (

)const(ثابت ±=ε ،يدعى هذا النوع من الحركة بالحركة المتسارعة بانتظام     
)Uniformly Accelerated Circular Motion( ، أو) متباطئة بانتظام (    
)Uniformly Decelerated Circular Motion(.  
  

  :للحصول على معادلة هذه الحركة لدينا

dtd
dt
d .εωε

ω
±=⇒±=  

  :بدلالة الزمن بالتكامل
t.0 εωω ±=−  

  :الابتدائية عندما الاعتماد على الشروطبو
00 ωω =⇒=t  

  :للجسم الصلب السرعة الزاويةمعادلة  نحصل على
)36-3(                            0. ωεω +±= t  

  :حيث تكتب بشكل آخر

dtdttdt
dt
d .... 00 ωεθωε

θ
+±=⇒+±=  



182 
 

  :بالتكامل بدلالة الزمن

)37-3(                    tt ..
2
1

0
2

0 ωεθθ +±=−  

  :الاعتماد على الشروط الابتدائية عندماوب
00 0 =⇒= θt  

  :للجسم الصلب الحركة الدورانية المتغيرة بانتظاممعادلة  نحصل على

)38-3(                           tt ..
2
1

0
2 ωεθ +±=  

  

وإذا كان ، كانت الحركة الدورانية متسارعة بانتظام ) ε . ω > 0(  الجداء فإذا كان
  .كانت الحركة الدورانية متباطئة بانتظام ) ε . ω < 0(  الجداء

  

  :نحصل على )3-37(و  )3-36(بين العلاقتين   tوبحذف الزمن  
)39-3(                             )(2 0

2
0

2 θθεωω −±=−  
  .علاقة السرعة الزاوية بدلالة زاوية الدوران

  
 -3-2 مسألة

بالدوران من السكون حتى وصلت إلى سرعة  ) d = 50  cm( افة قطرها ذبدأت ح
 )n = 280  r.p.m (  خلال زمن )t = 15  sec ( ، أوجد سرعة نقطة على محيطها

  .الزاوي ثابتأن التسارع  مفترضاً، بعد ثانية واحدة من بدء الحركة هاوتسارع
  

  :الحل
نحسب السرعة الزاوية والتسارع  هاوتسارع لحساب سرعة نقطة من محيط الحذافة

  .الزاوي لها
  :بما أن التسارع الزاوي ثابت فمن العلاقة

tt /)(. 00 ωωεωεω −=⇒+=  
السرعة الزاوية النهائية أي بعد زمن       ωو ، السرعة الزاوية الابتدائية ) ω0 = 0( حيث 

 )t = 15  sec ( ،وتساوي:  
sec/rad3.2960/.2 == nπω  

  :بالتعويض نحصل على التسارع الزاوي
2sec/rad96.1=ε  
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  :أما السرعة الزاوية بعد ثانية من الحركة فهي
sec/rad96.1196.1. 01 =×=+= ωεω t  

  . ωباتجاه    εوبما أن الحركة بدأت من السكون فالحركة متسارعة بالتالي اتجاه  
  

  :نقطة على محيط الحدافةوتكون سرعة 
sec/cm491.9625. 11 =×== ωRV  

  
  
  
  
  
  
  
  

  )-3-13الشكل(
  

  :3-13)الشكل(في هو مبين افة فله مركبتان كما ذأما تسارع أي نقطة على محيط الح
  :المركبة الناظمية

222
1 sec/cm04.96)96.1(25. === ωRAn  

  :المماسية والمركبة
2sec/cm4996.125. =×== ετ RA  

  :والتسارع الكلي
22/124

1
2/122 sec/cm8.107][][ =+=+= εωτ RAAA n  

أي على نصف قطر  ، nوزاوية ميل متجه تسارع أي نقطة على محيط الحدافة على الناظم  
  :الحدافة فهي

o
2 2751.0arctanarctanarctan ====

ω
ε

α τ

nA
A

  

  
  

O 

V 

α 
An 

Aτ 

ε 

A 

ω 
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   -3-3مسألة

  :إذا كانت العلاقة بين الزاوية التي يدورها جسم والزمن معطاة بالعلاقة
0

2 .. θθ ++= tbtc  

                 ا علمنا أن السرعة الزاوية الابتدائية كانتفإذ، تناسب ثوابت  cو  bحيث  
 )ω0 = 2π  rad/sec (  ثم أصبحت )ω1 = 4π  rad/sec ( المطلوب . واحدة بعد ثانية

  .ة الزاوية والتسارع الزاوي للجسمالتعبير العام عن السرع إيجاد
  

  :الحل
  :لدينا معادلة الحركة

0
2 .. θθ ++= tbtc  

  :السرعة الزاوية نشتق معادلة الحركة بدلالة الزمن ادلةلإيجاد مع
btc +== .2θω &  

  :من الشروط الابتدائية
πω 20 0 ==⇒= bt  

ππππω =⇒+=⇒=⇒= ctct 2.2441 1  
  :السرعة الزاوية نحصل على علاقةبالتعويض في 

)1(22.2 +=+= tt πππω  
  

  :مرة ثانية بالنسبة للزمنالحركة أما التسارع الزاوي فنحصل عليه باشتقاق معادلة 
πθωε 2=== &&&  

  
 -3-4 مسألة

  Bو  Aوتتصل بها كتلتان  ، تدور بكرة حول محور ثابت مار من مركزها
ثابتاً ويساوي   Aفإذا كان تسارع الكتلة ِ ، -14a-3)الشكل(في هو مبين بواسطة حبلين كما 

وكلاهما نحو  ) VA0 = 15  m/sec (ية لها والسرعة الابتدائ ،) AA= 10  m/sec2( إلى 
  :حسابالمطلوب  .الأعلى
  .) t = 3  sec (عدد الدورات التي تدورها البكرة خلال زمن  .1
  .) t = 3  sec (بعد زمن  هاوموضع  Bسرعة الكتلة   .2
 .) t = 0  sec (على البكرة عند الزمن   Cتسارع النقطة   .3
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  :الحل
  
  
  
  
  
  
  

                 a                                    b                                         c 
  -3-14)الشكل(

  

ويتحرك حركة انسحابية يكون لدينا ، ثابت الطول  Aبما أن الحبل المتصل بالكتلة  
  :)b-3-14الشكل(كما في 

sec/m15AC/O == VV  

  :لدينا )-14c-3الشكل(وفي 
2

AC/O sec/m10== AAτ  
 

        خلال زمن نحسب زاوية الدوران ،عدد الدورات التي تدورها البكرةلحساب  .1
) t = 3  sec ( لدينا حيث، الحركة الدورانية بتسارع ثابت لةباستخدام معاد:  

tt ..
2
1

0
2 ωεθ +=  

  :من  ω0حسب  وت

sec/rad3
5

15.
1

C/O
001C/O ===⇒=

R
VRV ωω  

  :من  εحسب  تو
2

1

/
1/ sec/rad2

5
10. ===⇒=

R
ARA OC

OC

τ
τ εε  

  :معادلة الحركة عويض فيومنه بالت
θ = 18  rad 

  :ويكون عدد الدورات
n = θ / 2π = 18/ 2π = 2.86  rev 

A B 

AA 

C 
ε 

ω 
α 

B A 

C 

ω 
D 

VA 

VD 

VB 

VC 

A B 

C 

R1=5 cm R2=3 cm  

O O O 

C/OA

nAC/O

τAC/O



186 
 

 :لدينا،  B  لحساب سرعة الكتلة .2
ω.2DB RVV ==  

  :من العلاقة)  t = 3  sec(  حسب السرعة الزاوية بعد زمنوت
sec/rad9332. 0 =+×=⇒+= ωωεω t  

  : B  ومنه سرعة الكتلة
sec/m2793B =×=V  

  

  :لدينا،  Bالكتلة   موضعلحساب و
m54183.2DB =×=== θRsy  

  

  :لدينا -14c-3)الشكل(فمن  ،) t = 0( الزمن  عند  C  النقطة لحساب تسارع .3
2

AC/O sec/m10== AAτ

 
  :ولدينا

222
02C/O sec/m45)3(5. === ωRAn

 
  : Cالنقطة   بالتالي يكون تسارع

22/12
C/O

2
C/OC/O sec/m1.46])()[( =+= nAAA τ

 
  

  :هي، -14c-3)الشكل( فيالموضحة على التسارع الناظمي   AC/O  ارعوزاوية ميل التس
o

C/O

C/O 5.12arctan == nA
A 

τ

α
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



187 
 

 PROBLEMS                        مسائل غير محلولة

  

  - 1مسألة
  Aفإذا كانت سرعة النقطة المحيطية  ،  Oيدور قرص دائري حول مركزه  

، -15a-3)الشكل(وفي الاتجاه الموضح في ، ( VA = 0.8  m/sec )تساوي في لحظة معينة 
  Bبين نصف قطر المتجه لأي نقطة  ، المحصورة  θبقيت الزاوية  نفسها وفي اللحظة 

حساب التسارع الزاوي  ، في هذه اللحظةالمطلوب .  0.6ومتجه التسارع الكلي لها تساوي  
ε   للقرص  
  

 ε = 38.4  rad/sec2:    الجواب

  

  
  
  
  
  
  
  
  

                      a                                                                 b 
  -3-15)الشكل(

  
   - 2مسألة

فإذا كانت ، -15b-3)الشكل(كما هو مبين في   Zيدور قرص دائري حول محوره  
، ( VB = 0.4 i  m/sec )الواقعة على القرص في لحظة معينة تساوي   Bسرعة النقطة  

)sec/m8.1(هي   Aالمركبة المماسية لتسارع النقطة  و 2
A j=τA . يجاد إالمطلوب

  .في هذه اللحظة  Bوالتسارع الكلي للنقطة  ، للقرص  ωالعلاقة الشعاعية للسرعة الزاوية  
  
  

X 

Y 

Z 

A B 

k j 

i 

100 mm 

150 mm 

O 

A 

VA AB 

B 

θ  
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   - 3مسألة
  A  بتدوير المسنن ،)-16a-3الشكل(يقوم محرك كهربائي غير موضح على 

  :لعلاقةبتسارع زاوي يتحدد با
 3+ 0.5  rad/sec2θ A = 0.25ε  

  .بالراديانتقاس   θ  الزاوية حيث
  . Bالزاوية للمسنن  حساب السرعة ، rev  10  عشر لفات Aن يدور المسنن أبعد المطلوب 

  

  ωB = 465 rad/sec    :الجواب

  
                           a                                                    b 

  -3-16)الشكل(
  

   - 4مسألة

في هو مبين بمساعدة بكرة وحبل كما ،  C برفع الثقل   Aو  B  يقوم المسننان
                 ابتدائية مقدارها زاوية يدور المسنن الصغير بسرعةحيث . )-16b-3الشكل(

( ω1 = 27  rad/sec )، ثم تتباطأ حركته بانتظام ) ε1 = - 5  rad/sec2 (، كانإذا ف:  
( r1 = 20  cm )  و( r2 = 40  cm ) ،ان نصف قطر البكرة كو( r0 = 10  cm ) ،

  :حساب ما يلي، ( t = 3  sec ) لـ في اللحظة الموافقةالمطلوب 
 المرفوع سرعة الثقلو،  B  لمسنن الكبيراو،  A  لمسنن الصغيرلكل من االسرعة الزاوية 

C  هوتسارع.  
  

  ωA = 12  rad/sec    ,    ωB = 6  rad/sec           :الجواب
              VC = 0.6  m/sec-up    ,    AC = - 0.25  m/s2-down 
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   - 5ةمسأل

                 ثم تتسارع بانتظام ،من السكونالدورانية حركتها   A  تبدأ البكرة
 ) ε = Constant(  10بمقدار  rad/sec2  ،مما يؤدي إلى تدوير البكرتين  B , C   عن

و        ( r1 = 15  cm )نكاإذا ف. -17a-3)الشكل(في هو مبين كما  ،طريق زوج من السيور
( r2 = 30  cm ) ، في اللحظة المطلوب( t = 3  sec )،  ما يليحساب:  

  .C  السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للبكرة  .1
  .هاوتسارع  P  سرعة النقطة .2

  
  ωC = 7.5  rad/sec    ,    ε C = 2.5  rad/ sec2    :الجواب

                       VP = 2.25  m/s    ,    AP = 16.9  m/sec2 
  

  
  

                          a                                                                 b 
  -3-17)الشكل(

  
  - 6ةمسأل

      بتسارع زاوي ثابت مقداره    AC أفقي محوريدور قرص دائري مثبت على 
) ε = 0.3  rad/sec2 (  وفق الاتجاه المبين في)17)الشكلb-3- .الحركة من بدأت إذا ف

   في اللحظة الموافقة للزمن المطلوب، ( r = 20  cm )ان نصف قطر القرص كو ،السكون
( t =10  sec ) ،ب سرعة النقطةاحس  B  هاوتسارع الواقعة على محيط القرص.  

  
  VB = 0.6  m/s    ,    AB = 1.8  m/s2    :الجواب
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  - 7مسألة

،  A  بتدوير المسنن -18a-3)الشكل(يقوم محرك كهربائي غير موضح على 
  :ارع زاوي محدد بالعلاقة التاليةوبتس ،والاسطوانة المثبتة عليه باتجاه عقارب الساعة

75.06.0 2 += tε  
تساوي   A إذا علمت ان السرعة الزاوية الابتدائية للمسنن ف ،بالثوانيقاس ي  t  الزمن حيث

6  rad/sec .  لـ في اللحظة الموافقة المطلوب( t = 3  sec ) ،ب سرعة الثقلاحس  B 
  .أثناء حركته بمساعدة السلك نحو الأسفل ه فيوتسارع

  

 VB = 2.05 m/sec - down    ;    AB = 0.92  m/sec2 - down    :الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  

                A                                                                            b 
  -3-18)الشكل(

  - 8مسألة

     المجموعة الموضحة فيفي بواسطة محرك كهربائي   A  تدور البكرة
بتسارع  ،( s = 0 ) لـ حركتها من السكون من الوضع الموافقحيث تبدأ  ،-18b-3)الشكل(

 دوران معاًت  D و C  ن البكرتينأذا علمت فإ، )rad/sec2 )  =Aε  6 زاوي منتظم مقداره
               على ارتفاعB    في اللحظة التي يصبح فيها الثقلالمطلوب  .نفسه حول المحور

 7.5  m )=( s ، ب ما يلياحس:  
 . A  السرعة الزاوية للبكرة .1
  . Cالسرعة الزاوية للبكرة   .2
  . B  سرعة الحمل .3

  

  ωA = 60  rad/sec    ,    ωC = 20  rad/sec    ,    VB = 1.5  m/sec - up  :الجواب
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   - 9ألةمس

، وبتسارع زاوي  )rad/sec )ω  25 =  بسرعة زاويةتدور البكرة المتدرجة 
  :فإذا كان، -19a-3)الشكل(الاتجاهات الموضحة على  وفق ، ( ε = 6 rad/sec2 )مقداره

r1 = 160  mm    ,    r2 = 400  mm    ,    r3 = 540  mm 
  .هاوتسارع  A , B , C  الأحمالسرعة  حساب ،في اللحظة المبينة في الشكلالمطلوب 

  
  VA = 4  m/s - down    ;    AA = 0.96  m/sec2 - down:    الجواب

          VB = 10  m/s - down    ,    AB = 2.4  m/sec2 - down  
       VC = 13.5  m/s - down    ,    AC = 3.24  m/sec2 - down 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

                 a                                                               b 
  -3-19)الشكل(

  
  - 10مسألة

فهما تدوران  لذا ،متكاملة صلةو -19b-3)الشكل(تشكل البكرتان الموضحتان في 
الواقعة A    في لحظة معينة كانت سرعة النقطةف،  O  حول محور ثابت يمر من النقطةاً مع

الواقعة على   B وكان تسارع النقطة، ( VA = 1.5  m/s )على سير البكرة الصغرى تساوي 
  . C  تسارع النقطة حسابالمطلوب  .( AB = 45  m/sec2 )سير البكرة الكبرى يساوي 

  
  AC = 149.6  m/sec2    :الجواب
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   - 11مسألة
والذي يتصل ،  Gear  (B(بتدوير المسنن   A)  Pinion( يقوم المسنن الصغير

قد بدأ   L  بفرض أن الحمل ،-20a-3)الشكل(كما هو مبين في   C  سطوانة الرفعأبدوره ب
عندما   m/s  2  واكتسب سرعة مقدارها ،حركته من السكون ثم تسارعت حركته بانتظام

  :حساب المطلوب .فوق موضع البداية  m  0.8  ارتفاعوصل إلى 
 . Cتسارع النقطة   .1

 . A  السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للمسنن .2

  AC = 10.31  m/sec2    ,    ωA = 15  rad/sec    ,    εA = 12.75  rad/sec2 :الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  

                            a                                                               b 
  -3-20)الشكل(

  - 12مسألة

تتصل بها   C  من بكرة ثنائـية -20b-3)الشكل(الموضحة في  تركيبة الآليةتتألف 
  ذا كان تسارع الكتلةإف ،تبدأ المجموعة حركتها من السكون ،ين بواسطة حبل   Bو Aكتلتان 

A  ً3.6  ويساوي ثابتا  m/sec2  5 في اللحظة المطلوب  .علىلأاه اباتج  sec )=( t  ،
  :ما يليحساب 
 . Cالسرعة الزاوية والتسارع الزاوي للبكرة   .1
 . C  عدد الدورات التي تدورها البكرة .2
  .هاوتسارع  B  سرعة الكتلة .3

  rev  =    ,    nωC = 10  rad/sec    ,    εC= 2  rad/sec2  3.98 :   الجواب
         VB = 1.2  m/sec    ,    AB = 0.24  m/sec2 



193 
 

  الفصل الرابع
  الحركة المستوية العامة للجسم الصلب

General Plane Motion of a Rigid Body  
  

  معادلات الحركة المستوية العامة1- 
ت بقيتحركت جميع جسيمات الجسم وإذا  مستوية عامةنها إيقال عن حركة جسم 

بالتالي تتحرك جميع الجسيمات المادية التي ، لا تتغير ثابت مفروض مستوٍبين و مالمسافة بينه
  .على مسارات توازي المستوي الثابتيتشكل منها الجسم الصلب 

  

يتحرك حركة مستوية بدلالة جملة إحداثية ثابتة  اًصلب اًجسم فترضن
T1(O1X1Y1Z1)  ،  بحيث يوازي مستويهاO1X1Y1  اًمفروض اًثابت اًمستوي  P  ، ويعامد

  .-1a-4)الشكل(في  هو مبين هذا المستوي كما  O1Z1 محورها 
  

  
  
  
  
  
  
  

                          a                                                           b 
  -4-1)الشكل(

 

دراسة حركة ، يكفي كما ذكرنا سابقاً صلب لجسم العامة لدراسة الحركة المستويةو
وتؤول  ،يوازي المستوي الثابت  O1X1Y1  ا الجسم في مستويلهذ  S  المقطع العرضاني

 جسيمات اتوتسارع اتوسرع اتدراسة حركة الجسم الصلب عندها إلى دراسة مسار
  .المذكور المقطع العرضاني

  

بموضع مستقيم ما    O1X1Y1في المستوي    Sالمقطع   موضعويمكننا تعيين 
OX  كما هو مبين  المستقيم بواسطة ثلاثة وسطاءويتحدد موضع هذا ، يؤخذ في هذا المقطع

  :-1b-4)الشكل( في

X1 

Y1 O1 

Z1 

M
 

M1 

M2 

i1 

j1 
k1 

P 

(s) 

O 

X Y1 

X1 
O1 x1O 

y1O 

φ 
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  النقطةسمى تو  x1O , y1O  بإحداثيتيهاوتعين  ، Oع مثل  قطما في الم نقطةموضع  •
O  لتعيين وضع المقطع   اي اخترناهتالS  بالقطب (Pole).  

ر والمحو  Sمن المقطع    OXالمحصورة بين المستقيم الاختياري    φالزاوية   •
O1X1 . 

  

 ،بدلالة الزمن  φ , x1O , y1Oفعندما يتحرك الجسم الصلب تتحول الوسطاء الثلاثة  
  :إذا علمنا التوابع  tفي لحظة زمنية   تماماً ويكون وضع الجسم معيناً

)1-4(                       )(,)(,)( 32O11O1 tftfytfx === ϕ  

  .للجسم الصلب العامة ةللحركة المستوي طةيالوستعرف هذه العلاقات بالمعادلات 
  

 نالإحداثيتابالتالي لا يتغير مع الزمن إلا ، ثابتة تبقى  φففي الحالة عندما الزاوية  
x1O , y1O ،  نلإحداثيتااوعلى العكس إذا بقيت  ،فحسبومنه الجسم يتحرك حركة انسحابية  
x1O , y1O  وتغيرت الزاوية  ، مع الزمن انلا تتغير تينثابتφ  النقطة فإن ،فحسب  O  بقى ت

أما الجسم فإنه يدور حول محور ، لنقطةا هفي هذه الحالة يدور حول هذ  Sوالمقطع   ،ةثابت
  . Sوعمودي على مستوي المقطع   ، O  القطبثابت مار من 

  

سرعة الخطية الوالمميزات الحركية للحركة المستوية العامة للجسم الصلب هي 
  :أي ،هوتسارع  Oالمساويتان لسرعة القطب  ، للمقطع والتسارع الخطي للحركة الانسحابية

OO AAVV Trans.Trans. == ,  

، حول القطب للمقطع للحركة الدورانية  εوالتسارع الزاوي    ωوكذلك السرعة الزاوية  
 المعادلاتبواسطة   tويمكن الحصول على أي من هذه المميزات في أي لحظة زمنية  

  .للجسم الصلبالعامة للحركة المستوية  )4-1(  طةيالوس

  
  لجسم المقطع العرضاني جسيماتسرع 2- 

 OXونرسم المستقيم الثابت   ، Oالقطب    Sنختار في المقطع العرضي  
قائمة   OXYفالجملة الإحداثية   ، OXالعمودي على    OYوالمستقيم الثابت الآخر  

كما هو   T1  لة الثابتةومتحركة بدلالة الجم ،ومباشرة واقعة في مستوي المقطع ومقيدة به
  .-4-2)الشكل(مبين في 
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  -4-2)الشكل(
  

بدلالة   Sحيث يمكن تحديد وضعه في المقطع    Sفي المقطع    M  الجسيم نأخذ
  . T1  وتصبح إحداثيته بدلالة الجملة ، OMالمقيدة بالمقطع بالمتجه    OXYالجملة  

OMOOMO 11 +=  
  :نكتب بشكل آخر

)2-4 (                       jijiji ...... O1O111 yxyxyx +++=+ 1111  

  :حيث
  i , j  المتجهان الواحديان للمحورين  OX  وOY .  

i1 , j1    المتجهان الواحديان للمحورينO1X1  وO1Y1 .  
 x , y   الجسيمإحداثيات  M    في الجملةOXY ،  وهما عددان ثابتان لا يتحولان مع الزمن

  .ع حركة الجسمفهما لا يتحولان م
x1 , y1  الجسيمإحداثيات  M    في الجملةT1  الثابتة.  

وذلك بضرب طرفي العلاقة  ،الثابتة الجملة يعلى محور )4-2(فإذا أسقطنا العلاقة 
  .بالمتجه الواحدي للمحور المسقط عليه

  : O1X1على المحور  
).().().().().().( O1O111 1ijiiijiiijii yxyxyx +++=+ 111111111  

  : O1Y1  على المحور
).().().().().().( O1O111 1jjjijjjijjji yxyxyx +++=+ 111111111  

  :بالحل

)3-4(                       
ϕϕ
ϕϕ

cos.sin.
sin.cos.

O11

O11

yxyy
yxxx

++=
−+=  

O 

X 
Y1 

X1 

φ 

M 
i j 

i1 

j1 

Y 

O1 
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فإذا ،  O1X1Y1في المستوي    M  الجسيمهاتان المعادلتان تحددان معادلة حركة 
في   Sمن المقطع    M  الجسيمأمكن تحديد وضع ، )4-1(ة للحركة طيعلمنا المعادلات الوس

ا يمكن أن نحصل على معادلة المسار وذلك بحذف كم، كل لحظة زمنية بدلالة الجملة الثابتة
  ).4-3(للمعادلات   φ  العامل المشترك

  

  : tبدلالة الزمن   )4-3( باشتقاق إحداثياته  M  الجسيموتعين سرعة 

)4-4(                 
ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ
&&&&

&&&&

.sin..cos.
.cos..sin.

O11

O11

yxyy
yxxx

−+=
−−=  

  :نحصل على )4-4( )4-3(فمن المعادلات 

)5-4(                               
ϕ
ϕ
&&&

&&&

)(
)(

O11O11

O11O11

xxyy
yyxx

−+=
−−=  

  :وبما أن
11M ji.V .11 yx && +=  

  :بالتعويض نحصل على
)6-4(         ϕ&&& ])()([]..[ O11O11O1O1 1111M jijiV xxyyyx −+−−++=  

في حركته بالنسبة للمستوي   Oحيث الحد الأول من الطرف الأيمن يمثل سرعة القطب  
  :أي، O1X1Y1الثابت  

)7-4(                         O11 Vji =+ .. O1O1 yx &&  
في دورانه حول   M  الجسيمالطرف الأيمن فهو يمثل سرعة  منأما الحد الثاني 

  :أي ،لمستوي الثابتكل من المقطع العرضاني واعمودي على   Oالقطب   منمار  محور
)8-4(          M/O11 OM VΩji =∧=−+−− ϕ&])()([ O11O11 xxyy  

  :أي ، Oالقطب   حول المقطع العرضاني ترمز إلى متجه السرعة الزاوية لدوران  Ω  حيث
1kΩ .ϕ&=  

  :يمثل بالعلاقة  OMوالمتجه  
1111 OOMOOM ji )()( O11O11 yyxx −+−=−=  

  :تكتب بالشكل التالي )4-6(ومنه العلاقة 
)9-4(                             M/OOM VVV +=  

سرعة ، محصلة متجهي سرعتين هي من المقطع العرضي  M  الجسيمإذن سرعة 
  .حول القطب  M  الجسيموسرعة دوران ،  O1X1Y1في حركته بدلالة    O  القطب
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من   M  جسيملأي   VM  (Absolute Velocity)وهكذا فإن السرعة المطلقة 
وسرعة  ، Oمأخوذة كقطب مثل   نقطةلأي   VOتجمع هندسيا من سرعة   ،الجسم جسيمات
سم حول محور مار من القطب لجاعند دورانه مع  للجسيم (Relative Velocity)نسبية 
  .على المستوي الثابت اًعمودي

 ،-3a-4)الشكل(في  هو مبين برسم متوازي الأضلاع كما VMويعين اتجاه السرعة 
مثلث  الذي يدعى ،-3b-4)الشكل(كما هو مبين في  )4-9( وفق العلاقة أو رسم مضلع الأشعة

  .ةالسرع
  
  
  
  
  
  
  
  

                     a                                                                b 
  -4-3)الشكل(

  

س الأطوال من اإما بقي ، VM/Oأو  VM  لـ لحصول على قيمة السرعةاويتم 
  .ةمثلث السرع علىلامي أو بالحل التحليلي بتطبيق علاقة  ،ةالسرعمخطط 

)10-4(                               
αγθ sinsinsin

MM/OO VVV
==  

 θ , β , α  مثلث السرعل الداخليةوتعين الزوايا   VO لـ  وذلك بعد معرفة قيمة السرعة
  .هندسياً

  

  :مركبة من حركتين  Sحركة المقطع   عدومنه يمكن 
 جسيمات لتتحرك بموجبها ك  Sحركة انسحابية للمقطع   وهي الأولىالحركة 

من  والثانية حركة من المعادلتين الأولىين التعتو ، Oالمقطع حركة مماثلة لحركة القطب  
من المقطع    M  جسيمكتسب كل يو ،)4-1(للجسم الصلب  العامة معادلات الحركة المستوية

S    سرعة مسايرة للسرعةVO  تدعى بالسرعة الانسحابية للحركة.  

O VO 

VO 

VM 

VM 

VM/O 

VO/M 

M 
α γ 

β 

ω  

VM/O 
VM 

VO 

α γ 

θ 
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حول محور عمودي على مستويه   Sحركة دورانية للمقطع  وهي الثانية الحركة 
اْمّالقطب  من رO ،  وتتعين هذه الحركة من المعادلة الثالثة من معادلات الحركة المستوية

وهي تقابل السرعة   VM/Oنرمز لسرعة هذه الحركة بـ  ، )4-1( للجسم الصلبالعامة 
  .فهي إذن تمثل سرعة نسبية،  Oحول القطب   للمقطع الدورانية للحركة الدورانية

  .تحدثان بآن واحدمع الانتباه بأن هاتين الحركتين 
  

 Oيمكن الحصول على السرعة المطلقة لـ  ف ،كقطب  M  الجسيمأما إذا اختير 
  :وذلك ،)4-7( الموجودة في المقطع بتطبيق علاقة السرعة

)11-4(                              O/MMO VVV +=  
ومن مقارنة  ،لمعادلةبالخط المنقط التمثيل البياني لهذه ا -3a-4)الشكل(ويبين على 

  :نلاحظ ،-3a-4)الشكل(في  )4-11(و ) 4-9( مخططي السرعة للعلاقتين
ولكن  ، &OM.ϕلها نفس القيمة التي تساوي    VO/Mو  VM/Oة  يالنسبالسرع أن  -

  .وبالتالي فإن اتجاه السرع النسبية يعتمد على مكان اختيار القطب، باتجاهين متعاكسين
تبقى ،  O  القطب سرعة الزاوية للمقطع العرضاني في حركته الدورانية حولأن ال -

 φتغير الزاوية   وتمثل في كلا الحالتين معدلَ ، M  الجسيمذاتها في حركته الدورانية حول 
)(بالتالي تكون السرعة الزاوية  ،بالنسبة للزمن ϕω  ةللجسم الصلب في حركته المستوي =&

 .مستقلة عن موضع القطبالعامة 
  

 السرعة ،إن اختيار القطب يغير من المميزات الحركية للحركة الانسحابيةفوعليه 
ولا يغير من مميزات الحركة  ،وإلا لكانت الحركة انسحابية بحتةالخطي والتسارع  الخطية

 ةالسرعه إلا أن كل ذلك لا يغير من قيمة واتجا ،السرعة الزاوية والتسارع الزاوي ،الدورانية
  .الجسم لجسيماتالمطلقة 

  
  Instantaneous Centre of Rotation               لدورانلالمركز الآني 3- 

 الجسم خلال الحركة المستوية جسيماتنعتمد على طريقة سهلة لتعيين سرعات 
  S  المقطع نقاطمن  النقطة تلكوهو ، للسرعات للدوران أو من مفهوم المركز الآني العامة

  .في لحظة زمنية معينة المطلقة االتي تنعدم سرعتهو من خارجه أ
  :هي ،من المقطعالتي تمثل جسيم   M  النقطةلكانت سرعة  قطباً  Oلو فرضنا  

M/OOM VVV +=  
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وتقع   VO ، هي محصلة سرعتين  tكما ذكرنا هي في كل لحظة    VMفالسرعة  
وتعامد المستقيم   O1X1Y1في المستوي   يضاًوهي تقع أ  VM/Oو  O1X1Y1في المستوي  

OM ،   فيمكن إذن أن تنعدم محصلة المتجهين في نقطة ما مثلM    في المقطعS ،  أو في
  . O1X1Y1  امتداده في المستوي

  

السرعة نحسب ،  tالسرعة في اللحظة   اتنعدم فيه يالت  M  النقطةلتعيين إحداثي 
VM    بدلالة الجملةOXY  بالمقطع   المقيدةS  ،نفرض أنو:  

jiV .. qp +=O  

  :كذلك،  OYو  OX  المحورين على  tفي اللحظة    O  مسقطا سرعة القطب p , qحيث 
jiΩV .... xy ϕϕ && +−=∧= OMM/O  

  :إذا تحققت العلاقة التالية  VM  وتنعدم ، OXYبدلالة الجملة    Mاحداثيات    x , yحيث  
0).().( =++−= jiV xqyp ϕϕ &&M  

  :أنأي 
0.,0. =+=− xqyp ϕϕ &&  

  :ومنه

)12-4(                     
ϕϕ &&

qxpy −== ,  

وذلك بدلالة الجملة  ،المعدومة السرعة  M  النقطة يإحداثيت )4-12( عطي العلاقةتحيث 
OXY  المقيدة بالمقطع  S .  

  

  :لدينا،  O1X1Y1بدلالة الجملة    p , qنحسب المسقطين  
)13-4(                          11O jijiV .... O1O1 yxqp && +=+=  

  : OXعلى المحور   )4-13(نسقط العلاقة 
).().().().( O1O1 ijiiijii 11 yxqp && +=+  

  :ومنه
ϕϕ sin.cos. O1O1 yxp && +=  

  : OYوعلى المحور  
).().().().( O1O1 jjjijjji 11 yxqp && +=+  

  :ومنه
ϕϕ cos.sin. O1O1 yxq && +−=  
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qpوبالتالي   ،تتحول مع الزمن  φ , x1O , y1Oوبما أن   ,,ϕ&  تتحول مع الزمن 
t  ، النقطةوينجم عن ذلك أن إحداثيات  M  المتحركة بدلالة الجملة ةالسرع اتنعدم فيه يالت 

OXY ، تتحول حيث توافق في كل لحظة   )4-12( والمعينة بالعلاقةt  في  ةواحد نقطة
  .السرعة اأو من امتداده تنعدم فيه  Sالمقطع  

  

كما  يلتوا ،للمقطع  M  الجسيموبين  هاللتمييز بين  Iبالحرف   ةالنقط هنرمز لهذ
بالمركز الآني   Iتدعى  و، المقيدة بالمقطع  OXYبدلالة الجملة   ةبقى ثابتتسبق وذكرنا 

  .(Instantaneous Centre of Zero Velocity)المعدومة  ةللسرع
  

 قطباً )4-12( العلاقةالمعين ب  I  المركزالمذكورة إذا انتخبنا   tفي اللحظة  
  :لكان  Iفي هذه اللحظة بدلالة القطب    Sالمقطع   جسيماتوعينا سرعة  ،للحركة

IMIM/IIM ∧+=+= ΩVVVV  

  :في اللحظة المذكورة وجب أن يكون ( VI = 0 )ولما كان 
)14-4(                                  IMM ∧= ΩV  

  Sالمقطع   جسيماتبالتالي سرعات  ، Iدور حول  ي  M  الجسيم ومنه نستنتج أن
 ، Iحول   آنياً اًانالمقطع العرضي دور اكما لو كانت حركة هذ ،موزعة في كل لحظة زمنية

 ، S  العمودي على المقطع  IZأما المحور   .بالمركز الآني للدوران  I  ولهذا السبب يسمى
  .(Instantaneous Axis of Rotation)دوران للفيسمى بالمحور الآني   Iوالمار بالمركز  

  

في   Sالمقطع   جسيماتطريقة عملية لتعيين سرع مختلف  )4-14(وتعطينا العلاقة 
 التي تساعد في حساب )4-1( لحركة المستوية للجسماذلك إذا علمنا معادلات و،  tاللحظة  

qp ,,ϕ& ، للمركزتعيين الوضع الهندسي  إلى أي  I  في هو مبين في مستوي المقطع كما 
  .-4-4)الشكل(
  
  
  
  
  
  

  -4-4)الشكل(

I 
M M M 

ω 
VM 

VM 

VM 
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  VM منحى  حيث يكون ، Sمن المقطع    M  الجسيمإلى   I  المركزنصل 
أي حول الناظم على المستوي إذا  ، Ωشرة حول  ايتجه في الجهة المبو ، IMعلى   عمودياً

)0(كان  >ϕ&  في اللحظة t  هوطول:  
)15-4(                              ωϕ .IM.IMM == &V  

وعامل التناسب  ، I  المركزعن   M  الجسيمتتناسب مع بعد  ةأي أن القيمة العددية للسرع
)(هو السرعة الزاوية  ωϕ   .-4-4)الشكل( في مبينكما هو  &=

  
  نتائج المركز الآني للدوران1-3- 

  :الحسابية تقودنا إلى الاستنتاجات التالية لنتائجاإن 
  

  تعيين المركز الآني للدوران بطريقة هندسية •
بالطريقة  ما في لحظةسرعات المركز الآني للأو  تعيين المركز الآني للدورانل  

  .المقطع في تلك اللحظة جسيماتمن  فحسب جسيميني سرعتي ييكفي أن نعلم منح ،الهندسية
  

 يامنح وكان ، S  من المقطع نيجسيم لانتمث  Bو  A  انقطتالن تإذا كانبالفعل 
  منحىعلى  عموداً  A  نرسم من ،غير متوازيين  t  في اللحظة  VB و VA  هماسرعتي

VA ، ومن  B ًمنحى على  عمودا VB ، النقطة يتقاطع العمودان فيف  I   التي هي المركز
  .4-5)لشكلا( كما هو مبين في ، t  للدوران في اللحظة يالآن
  
  
  
  
  
  
  
  

  -4-5)الشكل(
  
  

I 

A M 

B VM 

VA 

VB 

ω 
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  :وھذا ناتج من العلاقتین
IAA ∧= ΩV و           IBB ∧= ΩV  

      ، VAعمودية على   Iحول    Aنصف قطر دوران    IA  يكون  tفي اللحظة   حيث
  I ز المرك ومنه نحصل على ، VB  عمودية على  Iحول    Bنصف قطر دوران    IBو 

  . IB مع   IAمن تقاطع  
  

للخاصة الأساسية لسرع جسيمات الجسم الصلب أن  تبعاًو -4-5)الشكل(من حظ لان
أن المتجه  مما يدل على، جسيمين منه على المستقيم الواصل بينهما متساويان يسرعت طيمسق
VI  على كل مننفسه  في الوقت حيث يجب أن يكون عمودياً ،معدوم  IA   لأن
)( IAA ⊥V  وIB   لأن)( IBB ⊥V وهذا غير ممكن.  
  

  دوران المقطعالسرعة الزاوية لتعيين  •
يكفي أن نعلم متجه  في أي لحظة زمنية دوران المقطعالسرعة الزاوية لتعيين ل

  .جسيميني سرعتي يمنحاضافة إلى ، العرضاني ما في المقطع جسيمسرعة 
  

فبعد ، معلومةالتي تمثل الجسيم   A  النقطةجه سرعة مت  VA  لتكن بالفعل
يمكن الحصول على قيمة السرعة الزاوية ،  I  الحصول هندسياً على المركز الآني للدوران

  :أي، على بعدها عن المركز اللحظي للدوران  VAمن نسبة القيمة العددية لسرعة  
IA/AV=ω  

السرعة الزاوية نحصل على اتجاه دوران   Iول  ح  VAاتجاه دوران المتجه  ومن 
  . I  حول الذي يمثل باتجاه دوران المقطع، للجسم

  

  المقطعجسيمات تعيين سرع  •
، السرعة الزاويةيكفي أن نعلم  سرع جسيمات المقطع في أي لحظة زمنيةتعيين ل

  .جسيميني سرعتي يمنحاضافة إلى 
  

فبعد الحصول هندسياً على ، جسم معلومةالسرعة الزاوية لدوران ال  ω  لتكن بالفعل
من جسيمات المقطع   Mيمكن الحصول على سرعة أي جسيم  ،  I  المركز الآني للدوران

من علاقة نسب القيم العددية لسرع هذه الجسيمات إلى بعدهم عن المركز اللحظي للدوران 
  :أي، التي تساوي السرعة الزاوية لدوران المقطع حول المركز الآني

)16-4(                        ω===
IMIBIA

MBA VVV  
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حالة كان بعد جسيمات المقطع عن المركز  ،بدلالة الزمن )4-16(باشتقاق العلاقة 
  :نحصل على، اًاللحظي ثابت

)17-4(                        ε
τττ

===
IMIBIA

MBA AAA  

يمات المقطع عن المركز حالة كان بعد جس ،بدلالة الزمن )4-16(وبمكاملة العلاقة 
  :نحصل على، اًاللحظي ثابت

)18-4(                       ϕ∆===
IM
ΔM

IB
ΔB

IA
ΔA  

أنه إذا كان بعد جسيمات  ،)4-18(و  )41-7(و  )4-16(نستنتج من العلاقات 
والسرعات ، فإن انتقال هذه الجسيمات، اًالمقطع العرضاني عن المركز اللحظي للدوران ثابت

، تتناسب طرداً مع بعدها عن المركز اللحظي للدوران ،لها والتسارعات المماسية، الخطية
  .على التتالي، والتسارع الزاوي، والسرعة الزاوية، وثابت التناسب هو الانتقال الزاوي

  
  حالات خاصة لتعيين المركز الآني للدوران2-3- 

  

سطح أسطواني آخر إذا تمت الحركة المستوية عن طريق دحرجة جسم أسطواني على  •
، -6a-4)الشكل( بين الأسطوانتين للمقطع المبين في  I  فإن نقطة التلامس ،ثابت دون انزلاق

وبالتالي  ،فالسرعة تساوي الصفر، حالة سكون وقتي في تلك اللحظة الزمنية المعطاة في هي
لجسمين لأنه يجب أن تكون لنقطتي تلامس ا ،المركز الآني للدورانتمثل فإن هذه النقطة 

نقطتي  يؤدي إلى انعدام السرعة النسبية بين سرعتان متساويتان عند عدم وجود انزلاق
  .تساوي الصفرنقطة التلامس ن الجسم الثاني ثابت فإن سرعة إوحيث  ،الجسمين تلامس

  
  
  
  
  
  

                  A                                 b                                       c 
  -4-6)الشكل(

VA 

B 

A 

VB 

I 

α 

β 

VA 

B 

A 

VB 
I 

ω 
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متوازيتين  -6b-4)الشكل( في المقطع المبين في  Bو  Aِ الجسيمين إذا كانت سرعتا  •
وتكون  ،فإن المركز الآني للدوران يقع في اللانهاية ،عليهما ليس عمودياً  ABوالمستقيم  

 :السرعات ينتج طمساق خاصيةومن  ،موازية لبعضها الجسيماتسرعات كل 
βα cos.cos. BA VV =  

  :وبما أن
BA VV =⇒= βα  
الجسم في لحظة زمنية معينة متساوية في هذه الحالة  جسيماتوبالتالي تكون سرعات جميع 

وتكون السرعة  ،وتسمى هذه الحالة في حركة الجسم بالحركة الانسحابية ،واتجاهاً مقداراً
  .الزاوية معدومة

  

 متوازيتين -6c-4)الشكل( المقطع المبين في في  Bو  Aِالجسيمين  إذا كانت سرعتا  •
 ،فإن المركز الآني للدوران يتحدد بالطريقة كما في الشكل، عليهما عمودياً  ABلمستقيم  او

لابد لتعيين المركز الآني للدوران من معرفة  ،وفي هذه اللحظة على عكس الحالات السابقة
  .أيضاً  VB و VA  يهمامقدار معرفة وإنما ،فحسب الجسيمينليس منحني سرعتي 

  
  المنحنيات التدحرجية4- 

تكون سرعات جسيمات ، نستنتج مما سبق أنه في الحركة المستوية العامة لجسم    
موزعة في كل لحظة زمنية كما لو كانت حركة هذا المقطع عبارة ، له  Sالمقطع العرضاني  

 IZوالمحور  ، للدورانبالمركز الآني   Iلهذا السبب يدعى  ،  Iعن دوران حول المركز 
فيدعى بالمحور الآني لدوران الجسم المتحرك ،  Iوالمار بالمركز    Sالعمودي على المقطع  

  .حركة مستوية عامة
  

أو المركز  (للدوران عن المحور الثابت  )أو المركز الآني  (يختلف المحور الآني     
 العامة لذا فالحركة المستوية ،كطوال الوقت ما دام الجسم يتحر هوضعيغير  هنبأ ،)الثابت 
  .هي عبارة عن حركات دورانية بسيطة متتابعة حول محاور آنية للدورانلجسم 
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، باستمرار هموضع  Iحظي للدوران  ليغير المركز ال  Sوخلال حركة المقطع      
ويسمى المحل  ،في داخل الجسم  S  أو في نفس المقطع  OXYسواء في المستوي الثابت  

، أو مرتكز الفراغ الثابت ثابت بالمرتكزالمستوي الندسي للمراكز الآنية للدوران في اله
(Space Centrode) ، متصل بالمقطع   مستوٍفي أما المحل الهندسي لهذه المراكزS  

كما هو مبين  (Body Centrode) أو مرتكز الجسم ومتحرك معه فيسمى بالمرتكز المتحرك
  I  نقطةالحدهما الآخر في أيمس المرتكزان   tظة زمنية  وفي أي لح ،-4-7)الشكل(في 

وإلا  ،ولا يمكن أن يتقاطع المرتكزان ،التي تكون في هذه اللحظة المركز اللحظي للدوران
وعندما يتحرك المقطع العرضي يبدو كما لو  ،لوجد أكثر من مركز لحظي وهذا غير ممكن

  .بت دون انزلاق عند الحركة المستويةكان المرتكز المتحرك يتدحرج على المرتكز الثا
  
  
  
  
  

  -4-7)الشكل(
  

هو المرتكز الثابت للجسم  -4-7)الشكل(من السهل ملاحظة أن المستوي الثابت في     
ويتم الحصول على حركة الجسم  ،المرتكز المتحرك دوالذي يع ،الأسطواني المتدحرج

ويمكن تعيين . ن انزلاقالمتحرك على المرتكز الثابت دو الأسطواني بدحرجة المرتكز
  :المرتكزات بطريقتين هندسية وتحليلية

  

  الطريقة الهندسية
ومن ثم يعين ، يعين المركز الآني للسرعة بالإنشاء للجسم المتحرك عند وضع ما    

  .المحل الهندسي لمراكز السرعة الآنية بدلالة جملتي المحاور الثابتة والمتحركة
  

  الطريقة التحليلية
فتكون ، الطريقة على العلاقات التي تعين إحداثيات المركز الآني للسرعةتعتمد هذه     

حيث الطرف الأيمن يحوي ، )4-12(في المحاور المتحركة محددة بالمعادلتين   Iإحداثيات  
qp ,,ϕ&    وهي عبارة عن توابع للزمن عبر الوسطاءφ , x1O , y1O   تتحول مع التي

  :على )4-1(معرفة معادلات الحركة ونحصل بعد ، الزمن

I 

I1 I2 

  المرتكز المتحرك

 المرتكز الثابت

*
1I

*
2I
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)19-4(                     

ϕ
ϕϕ

ϕ

ϕ
ϕϕ

ϕ

&

&&

&

&

&&

&

cos.sin.

sin.cos.

O1O1
I

O1O1
I

yxqx

yxpy

−
=−=

+
==

  

  .نحصل على معادلة المرتكز المتحرك، وبحل المعادلتين واستثناء الزمن
  

بتطبيق المعادلتين ، في المحاور الثابتة  Iوتنتج احداثيات المركز الآني للسرعة      
 )4-1(ونحصل بعد معرفة معادلات الحركة ، الصفروية عليه بعد أن نجعلهما مسا )5-4(

  :على

)20-4(                        
ϕϕ &

&

&

& O1
O1I1

O1
O1I1 , xyyyxx +=−=  

  .نحصل على معادلة المرتكز الثابت، وبحل المعادلتين واستثناء الزمن
  

  تطبيق
ينزلق على نصف   Aحيث طرفه  ، في المستوي الرأسي  ABيتحرك القضيب      
كما   Dويبقى مستنداً دائما على الحافة  ،  rالتي نصف قطرها يساوي إلى    EADالدائرة  

  .المطلوب إيجاد المرتكز الثابت والمرتكز المتحرك للقضيب. -8a-4)الشكل(هو مبين في 
  
  
  
  :الحل
  
  
  
  
  

                      a                                                                    b  
  -4-8)الشكل(

  
  

φ 

A 

B 

E D 

I 

O O 

X Y 
B 

X1 

Y1 

A 

E D 

I 
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على   Aحيث يتحرك الطرف  ، للقضيب في وضع ما  Iنعين المركز الآني      
وبما ،  Aوفق المماس لنصف الدائرة في    VAويكون منحى واتجاه سرعته  ، نصف الدائرة

فيكون منحى واتجاه سرعة نقطته ، ولا ينفك عنها  Dأن القضيب ينزلق على الحافة  
  . ABمنطبقاً على محور القضيب    D المستندة على الحافة 

  

بإقامة   Iنعين المركز الآني    Dو  Aمن معرفة منحيي سرعتي النقطتين    
،  DAEعلى محيط الدائرة    Iوعليه يقع  ، على منحيي السرعتين  Dو  Aعمودين من  

  .الذي يمثل المحل الهندسي له والذي هو عبارة عن المرتكز الثابت
  

حول النقطة   Iوبالتالي ترسم النقطة  ، ( AI = 2 OA )لشكل أن كما نلاحظ من ا  
هذه الدائرة ،  EADدائرة نصف قطرها يساوي ضعف نصف قطر الدائرة    Aالمتحركة  

  .عبارة عن المرتكز المتحرك
  

،  OX1Y1نختار الجملة الأولى بمحاور ثابتة  ، للحصول على معادلات المرتكزات  
، -8b-4)الشكل(كما هو مبين في   ABمقيدة بالقضيب    AXY والجملة الثانية متحركة 

  :هي ،في المحاور الثابتة  Iفتكون إحداثيات  
ϕϕ sin.,cos. I1I1 ryrx ==  

  :وبالتالي تكون معادلة المرتكز الثابت
22

I1
2
I1 ryx =+  

  :فهي ،في المحاور المتحركة  Iأما إحداثيات  
)2/sin(.2,)2/cos(.2 II ϕϕ ryrx ==  

  :كون معادلة المرتكز المتحركوبالتالي ت
22

I
2
I 4 ryx =+  

  
 Velocity Diagramمخطط السرعات                                           5- 

بإنشاء مخطط ، تخطيطياً  Sفي المقطع    Mيمكن تعيين سرعة جسيم ما      
  .ة لجسيمات الجسممختارة متجهات السرع  Oاً من نقطة ما  بدءوذلك بأن ننشئ ، السرعات
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الممثلة لثلاثة جسيمات من   Cو  Bو  A  النقاطسرع   VCو  VBو  VAلتكن      
المختارة وبمقياس معين   Oاً من النقطة  بدءننشئ ، -9a-4)الشكل(الموضح في  المقطع

  :المتجهات
CBA O,OO VcVbVa === ,  

  :قطباً يكون لدينا  Aوباعتبار  ، -9b-4)الشكل(الموضحة في 
)21-4(                                  ABAB ∧+= ΩVV  
)22-4(                                  ACAC ∧+= ΩVV  

  :بالطرح نحصل على
)23-4(           CBACABCB ∧=∧=− ΩΩVV )-(  

  :من جهة أخرى لدينا
)24-4(                           cbc-bVV ==− OOCB  
  
  
  
  

  

     a                                                                           b 
  -4-9)الشكل(

 

  :نجد )4-24(و  )4-23(من العلاقتين 
)25-4(                                 CB∧= Ωcb  

وأيضاً بنفس الطريقة ، طعمن المق  CBفي مثلث السرع يعامد المتجه    cbاذن المتجه  
  :نحصل

)26-4(                                 AB∧= Ωab  
)27-4(                                 CA∧= Ωca  

  

  :أن )4-27(و  )4-26(و  )4-25(كذلك يمكن أن نكتب من 
AB.,CA.,CB. ωωω === abcacb  

وأضلاعه ، من المقطع العرضاني  ABCت يشابه المثلث  في مثلث السرعا  abcفالمثلث  
  :ومنه نستنتج أن، في اتجاه دوري  ABCتعامد على الترتيب أضلاع المثلث  

)28-4(                           ω===
ABCACB
abcacb  

A B 

C VA 
VC 

VB 
O 

a 

b 

c 
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  وأيضاً
)29-4(                 AB,CA,CB ⊥⊥⊥ abcacb  

وفي تعيين سرعة أي ، اعدان في انشاء مخطط السرعةتس )4-29(و  )4-28(فالعلاقتان 
ومنحى سرعة ، إذا علمنا منحى واتجاه وقيمة سرعة أي جسيم من المقطع، جسيم في المقطع

نا مخطط السرعات أمكن حساب السرعة الزاوية أومتى أنش، من هذا المقطع  B  جسيم ثانٍ
  .)4-28(من العلاقة 

  

ومتصلة مع ، أجسام تتحرك حركة مستوية نشاء مخطط السرعة لمجموعةإيمكن   
يكون مخطط السرعة كمجموع مخططات سرعات الأجزاء و، ون تركيبة آليةكَبعضها حيث تُ

  .المكونة للتركيبة الآلية
  

  تطبيق
من مقطع يتحرك حركة   Aلجسيم    VAإذا علم قيمة ومنحى واتجاه سرعة      

عين تخطيطياً القيمة ، المقطع من نفس  Bلجسيم    VBومنحى سرعة  ، مستوية عامة
  .من المقطع  Mوسرعة جسيم ما  ،  Bالعددية لسرعة الجسيم  

  
  
  
  
  
  
  
  

  )-4-10الشكل(
  

  Oثم ننشئ أيضاً من  ، )( Oa = VA ننشئ المتجه   Oمن نقطة اختيارية      
د ننشئ مستقيماً يعام  aومن  ، -4-10)الشكل(كما هو مبين في   VBمستقيماً يوازي منحى  

AB    يلاقي المستقيم الموازي لمنحىVB    في النقطةb  ،  ومنه الطولOb   يمثل القيمة
  . VBالعددية للسرعة  

O 

M 
VA 

VB 
B 

A 

m 

a 

b 

VM 
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  AMيعامد    amمستقيماً    aننشئ من  ، من المقطع  Mولتعيين سرعة الجسيم      
  :فيمكن تحديده بالعلاقة  amأما الطول  ،  ABحول    abمن جهة دوران  

ω==
ABAM
abam

 
  

  BMيعامد    bmمستقيماً    bبأن نرسم من  ، هندسياً  mنشاء  إكما يمكن   
يساير سرعة الجسيم    Omوالمتجه  ، المطلوبة  mفي النقطة    amيتلاقى مع المستقيم  

M  ي  أVM .  
  

  العرضاني مستوي المقطع جسيماتتسارع 6- 
من   M  جسيمأي أن تسارع  ،السرعةكدراسة  التسارع هي تماماًدراسة ن إ    
  .ه الانسحابية والدورانيةيحركت تسارعيالجسم المتحرك حركة مستوية يتركب من  جسيمات

  

تمثل سرعة   VM/O  السرعة النسبية بدلالة الزمن مع أن (4-9)باشتقاق العلاقة     
في دورانه حول   M  الجسيمفمشتقها يمثل إذن تسارع ، حول القطب  M  الجسيم دوران

  :وبالتالي نحصل على  Oالقطب  
)30-4(                                M/OOM AAA +=  

ويساوي الجمع الشعاعي  (Absolute Acceleration)تمثل التسارع المطلق   AMحيث  
  :لمتجهي تسارعين هما )-11a-4لشكلا(كما هو مبين في 

  . Oنسحابية مع القطب  الموافق لحركة المقطع العرضي الا  AOتسارع  - 
الموافق لحركة المقطع العرضي  AM/O  (Relative Acceleration)  التسارع النسبي- 

  :تكون قيمته العددية )3-30(ووفقا للمعادلة ، القطب الدورانية حول
)31-4(                         2/124

M/O ][OM εω +=A  
  .اوي للجسمالتسارع الز  εالسرعة الزاوية و    ωحيث  

،  α  بالزاوية OM المستقيمعن  النسبي يميل متجه التسارع )3-31(للمعادلة  ووفقاً
  :والتي تعين بالعلاقة

)32-4(                                2arctan
ω
ε

α =  

، لجميع جسيمات الجسم الصلب  tمشتركين في لحظة معينة    εو  ωولما كان  
  .الجسيماتبالنسبة لجميع   αايا متساوية  ويصنع زسبي النفمتجه التسارع 
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                    a                                      b                                  c 
  -4-11)الشكل(

  

من جسيمات الجسم تجمع هندسياً من تسارع   Mوهكذا فإن تسارع أي جسيم      
، أثناء دورانه مع الجسم حول هذا القطبفي   Mوتسارع الجسيم   جسيم آخر مأخوذ كقطب
ضلاع الخاص بها كما هو مبين في لأبرسم متوازي ا هواتجاه  AMويعين مقدار تسارع  

  ).-11a-4لشكلا(
  

 بطريقة متوازي الأضلاع المذكورة على  AM  غير أن الإنشاء الهندسي لـ    
بين    βوبالتالي الزاوية    αإلى تعيين الزاوية  إذ تحتاج  ،عملية معقدة) -11a-4لشكلا(

AM  وAM/O .  التسارع النسبي   متجهتحليل لذا من الأفضل في حل المسائلAM/O   في
  :مستوي المقطع إلى

أي باتجاه الحركة إذا كان  ، ε  دورانويتجه باتجاه   OMيعامد    τAM/O  تسارع مماسي- 
( ε . ω > 0 ) 11لشكلا( ما هو مبين فيكb-4-(  ويعاكس الحركة إذا كان(ε . ω < 0 )  كما

  :وقيمته العددية، )-11c-4لشكلا( هو مبين في
OM.ε=τAM/O  

  :وقيمته العددية دوماً  Oإلى    Mيتجه من    nAM/Oتسارع ناظمي  - 
OM.2ω=nAM/O  

  :ويكون بالتالي
)33-4(                                  τn AAAA M/OM/OOM ++=  

  . Mفي   هندسياً وتجمع المتجهات الثلاث جمعاً
للقطب سيتألف من   AO  فإن التسارع  ،وإذا لم تكن حركة القطب حركة مستقيمة    

  :كتبنناظمية ومماسية ويمكن أن  مركبتين أيضاً
)34-4(                           τnτ AAAAA M/OM/OOOM +++= n  

AM AO 

AM/O 
AO 

O 

M α 
β 

ω 
ε 

O O 

M 
M AO 

AO AO 

AO 

ε 
ω ω 

ε 

τAM/O

nAM/O
τAM/O

nAM/O
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إلى   AMعندئذ يجب تحليل التسارع  ، اًمنحني  M  الجسيمكذلك إذا كان مسار     
  :مختلفة متجهاتمركباتها المماسية والناظمية ويتضمن عندئذ حل المسألة ستة 

)35-4(                           τnττn AAAAAA M/OM/OOOMM +++=+ n  
  

ات للعلاقات السابقة وذلك لتعيين الاتجاهات يفضل في حل المسائل رسم مضلع التسارع
  .المجهولة لبعض متجهات التسارع وخاصة المركبات المماسية منها

  

كما أن إسقاط علاقات التسارع على محورين متعامدين بالاستعانة بمضلع     
،  M المادي الجسيميمكننا من حساب مجهولين يكونان في أغلب الأحيان تسارع ، التسارعات

  . O  حول  M  رع الزاوي لدورانوالتسا
  

وتكون  ،التركيبات الآلية على عدة أجزاء متحركةومعظم الآلات الميكانيكية  يتحتو    
وتتم  ،ربط مفصليا بواسطة محور اًأغلب هذه الأجزاء المتحركة متصلة مع بعضها بعض

 رلمحومتذكرين مع ذلك أن  ،دراسة هذه التركيبات بدراسة كل جزء وحده كجسم صلب
  .ربط جزأين مع بعض نفس السرعة المطلقة والتسارع المطلقيي ذالاتصال ال

  

 فإننا نستعمل التحليل السابق ،أي معشقةوعندما تحتوي المسألة على أسنان متداخلة 
وتكون مركبة التسارع ، المتماسة نفس السرعة المطلقة أيإذ يكون للأسنان المتداخلة  ،هنفس

والتي  ،لكن لكل مسنن مركبته الناظمية الخاصة به ،ي مكان التماسالمماسية لها نفس القيمة ف
  .تختلف عن المركبة الناظمية الأخرى

    

فيجب أن يؤخذ  اًأما إذا احتوت التركيبة الآلية على أجزاء تنزلق على بعضها بعض  
  .عند إجراء الحسابات السرعة النسبية للأجزاء المتماسة في الحسبان

  
  سارع المعدومالمركز الآني للت7- 

Instantaneous Centre of Zero Acceleration 
 المقطعفإنه يوجد في ، إذا لم تكن الحركة المستوية للجسم الصلب حركة انسحابية    

واقع في سطح مقطع الجسم  تمثل جسيم   Q  نقطة ، t  زمنية وفي كل لحظة،  Sالعرضي  
S ، تسارعوتعين  ،للتسارعبالمركز الآني  النقطة هسمى هذتو، معدوماً احيث يكون تسارعه 

ن المقطع العرضاني يدور لحظيا حول محور آني يمر أالمادية في المقطع كما لو  الجسيمات
  .قطعموعمودي على مستوي ال ، Q  النقطةمن 
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في كل   εو  ωوقيمتي   ،من المقطع ةاختياري لنقطة  AOفإذا علمنا التسارع      
  :)-4-12لشكلا(المبين في بالطريقة التالية   Q  النقطةوضع أمكن تحديد  ، tلحظة زمنية  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  -4-12)الشكل(
  

 :من العلاقة   αنحسب الزاوية   -

2
M/O

M/O arctanarctan
ω
ε

α
τ

== nA
A

 
 

 ، αالزاوية    AO  التسارع الذي يصنع مع  OEالمستقيم    O  النقطةنرسم من  -
تجاه الدوران إذا كانت الحركة ابأي  ، ε  في اتجاه  AOعن    OE حيث ينحرف المستقيم 

  .وعكسية إذا كانت الحركة متباطئة ،متسارعة
  :حيث  OQالطول    OEنأخذ على   -

)36-4(                                     A
2/142

O

)(
OQ

ωε +
=  

وللتأكيد على  ،حيث فيها ينعدم التسارع ،المركز الآني للتسارع المطلوب يه  Q  نقطةفال
  :من العلاقات السابقة ذلك لدينا

)37-4(                                       Q/OOQ AAA +=  
  : AQ/Oحيث القيمة العددية لـ  

)38-4(                              2/124
Q/O ][OQ εω +=A  

  :ينتج )4-38( في )4-36(نبدل
OQ/O AA =  

O 

AQ/O 

E 
Q AO 

AO 

α 

α 
ε  

ω  
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وعليه يكون المتجه  ، OQمع    α  زاوية  AQ/O  المتجهوعلاوة على ذلك يجب أن يصنع 
AQ/O  ًللمتجه   موازياAO  ويعاكسه في الاتجاه أي:  

OQ/O AA −=  

  .وهو المطلوب ( AQ = 0 )ينتج أن  )4-37(نبدل في 
  

  لتسارع المعدوملنتائج المركز الآني 1-7- 
  

  بطريقة هندسية للتسارعاتتعيين المركز الآني  •
يكفي أن نعلم ، بالطريقة الهندسية المركز اللحظي للتسارعات في لحظةلتعيين   

  .مميزات الحركة الدورانية اضافة إلى تسارعي جسيمين
  

، التسارع الزاوي لدوران الجسم معلومة  εالسرعة الزاوية و    ω  لتكن بالفعل    
 ،من المقطعسيمين تمثلان ج  Bو  Aمثل   نقطتينالمستقيمات المنشأة من  عندئذ نرسم

  :المحددة بالعلاقة  α  زاويةالمعلومة ال النقطتين تسارعوالصانعة مع 

2arctan
ω
ε

α =  

  .المركز اللحظي للتسارعاتفنقطة تقاطع هذه المستقيمات تمثل 
  

وهذه حالة المستقيمات المتجهة وفقها  ، ( α = 0 )فإن  ( ε = 0 )إذا كانت 
حيث تلتقي جميعها في  ،في اللحظة الزمنية المفروضة  Sمقطع  ال جسيماتتسارعات جميع 

  .للتسارعنقطة واحدة هي المركز اللحظي 
  

  المقطعجسيمات  تسارعاتتعيين  •
المركز وضعية يكفي أن نعلم  جسيمات المقطع في أي لحظة زمنية اتتسارعتعيين ل    

  .ضافة إلى مميزات الحركة الدورانيةإ، للتسارعالآني 
  

  M  ما جسيمفإن تسارع ،  Sلحركة المقطع   قطباً  Q  النقطةنا ددإذا ع بالفعل    
  :من المقطع المذكور يعطى بالعلاقة

M/QQM AAA +=  

  QA=0                                      :وبما أن
  :ومنه

)39-4(                                  M/QM AA =  
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في  الجسيم التسارع هذ مساوياً  Sمن المقطع    M  جسيموعليه يكون تسارع أي     
  :القيمة العددية للتسارع تصبح وبالتالي ، Q  حركته الدائرية حول

)40-4(                             2/124
M ][QM εω +=A  

اثناء الحركة في ه فإن تسارع أي جسيم من جسيمات الجسم يساوي تسارع، ومن ثم     
  :ومنه ينتج  Q  للتسارعالدورانية حول المركز اللحظي 

)41-4(                  const][
QBQAQM

2/124BAM =+=== εω
AAA  

عن المركز  الجسيم امع بعد هذ  Sمن المقطع    M  جسيمويتناسب تسارع  كل     
  :وثابت التناسب هو ،الآني للتسارعات المعدوم

2/124 ][ εω +  
، المادية في المقطع العرضي الجسيماتبقية  اتتسارعإلى ذلك يمكن تعيين  ناداًاست

  .صورة توزيع هذه التسارعات -4-13)الشكل( يبينو
  
  
  
  
  
  
  

  -4-13)الشكل(
 

  ملاحظة
إما على  ،لدوران لمقطع عرضي يتحرك حركة مستويةليمكن أن يقع المركز الآني     

على المقطع   I المركز فإذا توضع  ،خارجه يأأو على امتداده  ،نفسه المقطع العرضي
المنطبق على المركز الآني في اللحظة   I1المادي   الجسيمفتكون سرعة  ،العرضي نفسه

 اًويكون المركز الآني للدوران صحيح ،مساوية الصفر في تلك اللحظة  tالزمنية المعطاة  
من المقطع العرضي المنطبق   I1المادي   الجسيمن إو ،من أجل تلك اللحظة المعطاة فحسب

    نطبق بصورة عامة مع المركز الآني للدوران في الزمنيلن   tمع المركز الآني في الزمن  
( t + Δ t )، وبينما تكون سرعته معدومة في الزمن  t   ن تكون مختلفة عن أفمن المحتمل

α 
α 

α A 

B 
M 

Q 

AA AB 

AM 
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لن يكون   I  عمن ذلك نستنتج أن تسار ،( t + Δ t )وتكون لها قيمة في الزمن  ،الصفر
لعرضي االمادية للمقطع  الجسيماتوبالتالي لا يمكن تعيين تسارعات مختلف  ،معدوماً

  . I المركز حول  يدور آنياً هبافتراض أن
  

والمركز   Iأن موضعي المركز الآني للسرعات   الاهتمامبالتالي يجب الأخذ بعين     
 فحسبينطبقان إنما و ،نفسها منية المعطاةفي اللحظة الز لا ينطبقان أبداً ، Q  للتسارعالآني 

  .في حالة دوران جسم حول محور ثابت
  

 -4-1 مسألة
 ،الثابت المستقيم على المسنن -4-14)الشكل(يتدحرج المسنن الثنائي الموضح في     

          وتسارع مركزه ،نياليم نحو (→VA = 36  cm/sec )كانت سرعة مركزه  فعندما
( AA = 45  cm/sec2 →) ًالمطلوب حساب. نحو اليمين أيضا:  

  .السرعة الزاوية للمسنن .1
  .على المسنن  D  النقطةسرعة المسنن المستقيم العلوي و .2
  .التسارع الزاوي للمسنن .3
 . Dو  Cو  B  النقاطتسارع  .4
  

  :الحل
  
  
  
  

  -4-14)الشكل(
  

ويقطع   A ركز يتحرك الم ،عندما يتدحرج المسنن على المسنن المستقيم السفلي .1
لأي   A  المركز يحداثاكون يوبذلك  ،لكل دورة يصنعها المسنن  2π.R1  قدرها سافةم

  :وبالتقدير الدائري ه  θزاوية  
1A1A .. RVRx ωθ =⇒=  

  :ومنه
sec/rad49/36/ 1A === RVω  

D 

C 

A 

B 

R1= 9 cm R2= 6 cm 
AA= 45 cm/sec2 

VA= 36 cm/sec 
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  كنيولحركة انسحابية بسرعة قطب مختار الثنائي إلى  المسنن يمكن تحليل حركة    
A  ،  ودوران حول القطبA ، المسنن  جسيماتتتحرك جميع  نسحابيةففي الحركة الا

بسرعة نسبية   A القطب  حول جسيمتحرك كل يوفي الحركة الدورانية  ، VAبالسرعة 
 .-4-15)الشكل(كما هو موضح في  تساوي إلى جداء السرعة الزاوية ببعد الجسيم عن القطب

 
  

  
  
  
  
  

  -4-15)الشكل(
  

 ،حركة انسحابية على مسار مستقيم هيتقيم بما أن حركة المسنن العلوي المس .2
  :ومنه سرعة المسنن المستقيم العلوي ، Bكن  تلمنه و نقطةه تساوي سرعة تفسرع

B/AAB VVV +=  

  :حيث
→=×==→= sec/cm2446.,sec/cm36 B/AA ωRVV  

  :على نفس الاستقامة يكونباتجاه واحد و  VB/Aو  VAوبما أن  
→=+=+= sec/cm602436B/AAB VVV  

  

  : D  طةالنقأما سرعة 
D/AAD VVV +=  

  :حيث
↑=×==→= sec/cm3649.,sec/cm36 1D/AA ωRVV  

)(بما أن  D/AA VV   :ومنه ⊥
sec/m950212

D/A
2

AD .)V(VV / =+=  

  :وزاوية ميله على الأفق
o

A

D/A 451arctanarctan ===
V

V
α

 

D 

B 

A 

C 

VA 

VA VA 

VA 

D 

C 

A 

B 

VC/A 

VB/A VD/A 

D 

C 

B 

A 
ω 
(fixed) 

+ = 

Translation Motion + Rotation Motion 

VB VD 

VA 

= Rolling Motion 
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بدلالة   Dو  Bدراسة سرعة   فيمكن أيضاً ،للسرعةتمثل المركز الآني   Cبما أن  
  :حيث.،-4-16)الشكل(كما هو مبين في   C  المركز الآني

→=×=== sec/cm60154.BC. BB rV ωω  
αωω ∠=×=== sec/cm9.50294.DC. DD rV  

  
  
  
  
  
  
  

  -4-16)الشكل(
  

  :بتفاضل علاقة السرعة بالنسبة للزمن يكون .3
1AAA1A .. RAAVRV εω τ ===⇒= &  

  :ومنه
2

1A sec/rad59/45/ === RAτε  
  εوي قدره  تدور بتسارع زا  Aنحو اليمين فإن    AAوبما أن اتجاه التسارع      

هي حركة متسارعة لأن اتجاه   المسننبالتالي حركة  ، Cعقارب الساعة حول   دورانباتجاه 
ε    باتجاهω ،  ولأن( ε . ω > 0 ).  

  

كما في  هودوران حول  A  القطب مع المسنن الثنائي حركة انسحابية حركة بما أن .4
،  B النقطة يساوي تسارع يذفلحساب تسارع المسنن العلوي المتحرك ال ،-4-15)الشكل(

 :لدينا

B/AAB AAA +=  

  :الذي يكتب بالشكل
   )1(                                 τn AAAA B/AB/AAB ++=  

  
  

D 

B 

A 

C 

VB 

VA 

VD rB=15 cm 

rA=9 cm
rD 45o 

45o 
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  .-4-17)الشكل(والمتجهات هذه موضحة في 
  
  
  
  
  
  
  

  -4-17)الشكل(
  :حيث

→=×== 2
2B/A sec/cm3056.RA ετ  

    ↓=== 22
2

2
B/A sec/cm96)4(6.RAn ω  

نحصل ، -18a-4)الشكل(والموضح في  )1(وفق العلاقة الشعاعية  التسارعطط برسم مخ
  :على

22/12
B/A

2
B/AAB sec/cm8.121])()[( =++= nAAAA τ  

o
B/AAB/A 52)/()(arctan =+= τβ AAAn  

  

  :بالمثل يكون
τn AAAAAA C/AC/AAC/ACC ++=+=                (2) 

  :-18b-4)الشكل (وبما أنه من
2

1C/AA sec/cm45. ===⇒−= RAA εττAA C/AA  
2

1
2

C/AC sec/cm144. ===⇒−= RAA n ωnAA C/AC  

  
  
  
  
  

              a                                          b                                  c 
  -4-18)الشكل(

D 

B 

A 

C 

AA 

AA AA 

AA 

D 

C 

A 

B 

D 

C 

B 

A 
ε 
(fixed) 

+ = 

Translation Motion + Rotation Motion Rolling Motion 

AB 
AD 

AA 
ω 

AC 

= 

τAD/A nAB/A

nAD/A

nAC/A

τAC/A

τAB/A

AB 

AA 
β 

nAB/A

τAB/A
AC 

AA 

nAC/A

τAC/A

AD 

AA 

α 
nAD/A

τAD/A
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  :كذلك
   )3(                τn AAAAAA D/AD/AAD/AAD ++=+=  

  :نحصل على ،-18c-4)الشكل(والموضح في  )3(وفق العلاقة  التسارعبرسم مخطط 
22/12

D/A
2

D/AAD sec/cm194])()[( =++= τAAAA n  
o

D/AAD/A 4.13)/()(arctan =+= nAAAτγ  

  
 -4-2 مسألة

= l )طوله   AB  قضيب      8  m ) ،19الشكل(في  المبينa-4-(، فإذا كانت سرعة 
 ( AA=12  m/sec2 )وتسارعه ، إلى اليسار ومتجهة ( VA=12  m/sec )هي   A  الطرف
= θ ) مميزات حركة القضيب عند الوضعاوجد . إلى اليمين ومتجهة  30o ).  

  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                 a                                                               b 
  )-4-19الشكل(

 

  دراسة السرعة •
  A  الطرف ولدراسة السرعة نختار، حركة مستوية عامة  ABيتحرك القضيب      

  :يكونف ،أساس للحركةقطب 
B/AAB VVV +=  

  

I 

135o 
A 

B 

30o 
60o 

75o 

45o 

VA 

VB 

ω 

135o 

B 

VA 

A θ 

AA 
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  :حيث
   VB  قيمته العددية مجهولةى ومعلوم المنحن.  

   VA  والقيمة العددية معلوم الاتجاه:  
←= sec/m12AV  

VB/A   وقيمته العددية مجهولة معلوم المنحني. 

حيث ، -20a-4)الشكل(وفق علاقة السرعة والموضح في  ةرسم مثلث السرعبالتالي يمكن 
  .VBو  B/AVوجد أكثر من مجهولين وهما ولا ي ، VBو  B/AVكل من يتحدد اتجاه 

  
  
  
  
  
  

                 a                                                                  b 
  -4-20)الشكل(

  

  :ضلاع مثلث السرعةأوبتطبيق علاقة لامي لحساب أطوال 

45sin60sin75sin
B/ABA VVV ==  

  : Bمنه سرعة الطرف  

sec/m76.10
75sin
60sin

AB == VV  

  : Aوالسرعة النسبية له بالنسبة للطرف الثاني  

sec/m78.8
75sin
45sin

B/A == AVV  

  :أما السرعة الزاوية للقضيب فتساوي

sec/rad1.1B/A ==
l

V
ω  

 الطرف  أي دوران ، A  الطرف حول  VB/Aمن اتجاه دوران متجه السرعة  اويتعين اتجاهه
B  الطرف حول  A ، ركة عقارب الساعةوهو باتجاه ح.  

  

VA 

VB/A 

60o 45o

75o VB 

60o45o 

30o 
AA 

AB 

nAB/A

τAB/A
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حول المركز  دورانية آنيةحركة ممثلة ب  AB  حركة القضيب كما يمكن اعتبار    
سرعة منحى بينما ، اًكون أفقيييجب أن   Aالطرف   سرعة حيث منحى،  Iاللحظي له  

 ،19b-4- (θ = 30o))الشكل(كما هو موضح في ، فهو منطبق على الجدار المائل  Bالطرف
  :رعةومنه علاقة الس

ω==
IBIA

BA VV
 

  :طواللأباستخدام علاقة لامي في حساب ا،  Iويمكن تحديد موقع المركز اللحظي  

sin45
AB

sin75
IA

sin60
IB ==  

  :منه

cm8.9
45sin
60sinIB == l  

  :أيضاً

cm93.10
45sin
75sinIA == l  

  : Bبالتعويض في علاقة السرعة نحصل على سرعة الطرف  

sec/cm76.10
IA
IB

AB == VV  

  :السرعة الزاوية للقضيبفي علاقة و

sec/rad1.1
IA
VA ==ω  

وخاصة السرعة الزاوية لدوران ، ابالخطية والزاوية بطريقتي الحس السرعةنلاحظ تساوي 
  . Iأو حول المركز اللحظي له    Aحول القطب    ABالقضيب  

  

 دراسة التسارع •

  :يكونف ،ةللحرك ياًأساس اًقطب  A  الطرف لدراسة التسارع نختار    
τn AAAAAA B/AB/AAB/AAB ++=+=  

  :حيث
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   AB  ةمجهول ته العدديةقيمو ىمعلوم المنحن.  
   AA   العددية القيمةومعلوم الاتجاه:  

→= 2
A sec/m15A  

 nAB/A   يتجه منB    إلىA   العدديةوقيمته:  
222

B/A sec/m68.9)1.1(8. === lAn ω  

 τ
B/AA مجهولةالعددية وقيمته  ،على القضيب متعامداه منح. 

حيث ، -20b-4)الشكل(وفق علاقة التسارع والموضح في  مضلع التسارعرسم بالتالي يمكن 
τكل من يتحدد اتجاه 

B/AA  وAB ،  ولا يوجد أكثر من مجهولين وهماτAB/A  وAB  ،
  :متعامدين نمحوري على علاقة التسارع باسقاطو

60cos.30cos.45cos. B/AB/AAB
τAAAA n −−=→  

                    60sin.30sin.45sin. B/AB/AB
τAAA n +−=↑  

  :نحصل بالتعويض على
2

B/A
2

B sec/m39.8,45sec/m43.3 =∠= τAA o  

هو الاتجاه  همااتجاهموجبة مما يدل على أن   ABو  τAB/Aنلاحظ أن القيمة العددية لـ  
  .-20b-4)الشكل(كما هو مبين في  ،المفروض

  

  :للقضيب التسارع الزاوي أما
2

B/AB/A sec/rad05.1/. ==⇒= lAlA ττ εε  

τاتجاه دوران به هو هاتجاو
B/AA   حول الطرفA  عقارب الساعة حركة أي بعكس.  

  

وذلك لأن  ،مباشرة بعد دراسة السرعة  εو  ABكان من الممكن معرفة اتجاه      
 εبالتالي يكون اتجاه  ،  VA  اتجاهيعاكس   AAالقضيب متباطئة بسبب أن اتجاه   ةحرك

  . VBيعاكس اتجاه    AB  واتجاه ،( ε . ω < 0 )لأن   ωعكس اتجاه  
  

  -4-3 مسألة
 تتحرك حركة مستوية ،( a = 0.1  m )ضلعها طول   ABCDصفيحة مربعة      

  :هما  Cو  Aفي لحظة معينة كان تسارع كل من   ،عامة
2

C
2

A sec/m4,sec/m22 =↓= AA  
  :حسابالمطلوب . -21a-4)الشكل(على موضحة الاتجاهات  حيث
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  .السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للصفيحة .1
 .المركز اللحظي للتسارعات .2

  

  :الحل
  

  
  
  
  
  
  
  

                       a                                                                    b 
  -4-21)الشكل(

هو عبارة عن المجموع  نقطةتسارع أي  يكون، العامة ة المستويةنعلم أنه في الحرك .1
 هوكذلك التسارع الناتج عن الحركة الدورانية لهذ ،كقطب ةالمعين النقطةالهندسي لتسارع 

  :فيكون ، Aالقطب هو   أن اموب، حول القطب النقطة
C/AAC AAA +=  

  :21a-4)الشكل(متعامدين كما هو مبين في  ة على محوريننسقط العلاق C/AAلإيجاد منحى 
  : Y  على المحور

YC/AAC )(45cos. AAA +−=−↑  

  :بالتعويض
0)( YC/A =A  

  : X  على المحور
XC/AC )(045cos. AA +=←  

  :بالتعويض
2

XC/A sec/m22)( =A  

  :أي ، CDالكلية التي تنطبق على الضلع    Aحول    C  وهي قيمة تسارع
2

XC/AC/A sec/m22)( == AA  

A B 

C D 

r 

AA AC 

AC/A 

AA 

a 

a 

C 

B 

D 

nAC/A

AC/A 

r 

n 

τ 

A 
a 

a 

τAC/A
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  :كما يمكن أن نكتب هذا التسارع وفق الشكل التالي
τ
C/AC/AC/A AAA n +=  

  :نحصل على 21b-4)الشكل(وفق الناظم ووفق المماس كما في  العلاقة بإسقاط

sec/rad76.345cos..45cos.
2/1

C/A2
C/AC/A =






=⇒==

r
ArAA n ωω  

  2C/A
C/AC/A sec/rad1.1445sin..45sin. ==⇒==

r
ArAA εετ  

  :لدينا من الشكلحيث 
m21.045cos/ == ar  

 ، Aحول القطب   τAC/A التسارع المماسي النسبيعين اتجاهه من اتجاه دوران متجه ويت
  .وهو باتجاه حركة عقارب الساعة

  

 :نحسب الزاويةللتسارع لتعيين المركز اللحظي  .2

o451arctanarctan 2 ===
ω
ε

α  

والمركز الآني  قطةالنمن الصفيحة على المستقيم الواصل بين  نقطةالتي تمثل ميل تسارع 
حيث ،  αزاوية   AAيصنع مع التسارع    A الطرف  من اًلذا نرسم مستقيم ، Qللتسارع  

ويتقاطع مع المستقيم  ،ينطبق التسارع المذكور على المستقيم المنشأ باتجاه التسارع الزاوي
كما   Q  في المركز اللحظي للتسارع المعدوم ، C  الطرفمن  نفسها الطريقةبالآخر المنشأ 

  .4-22)الشكل( هو مبين في

  
  
  
  
  
  
  

  4-22)الشكل(

A B 

C D 

r 

AC 

Q α 

α 

ε 
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  -4-4 مسألة
عدد دورات ب  AB  يدور المرفق )-4-23الشكل(ـ في الآلة الترددية الموضحة ب    

  .)( n = 2000  r.p.m عقارب الساعة قدره حركة في اتجاه  ثابت
      وقدرهاأوجد مميزات حركة عناصر الآلة عند الوضع الموافق لزاوية المرفق     

( θ = 40o ).  
  

  :الحل
  
  
  
  
  

  -4-23)الشكل(

 دراسة السرعات •
    ABالمرفق  

  :بسرعة زاوية قدرها  A  الثابتالمفصل حول   ABالمرفق   يدور

sec/rad44.209
60

)2000(2
60

.2
AB ===

ππ
ω

n
 

  :منه
sec/cm19.628330209.ABB =×== RV ω  

  

    BD الحركة ذراع توصيل 
نحسب  ،عامةمستوية ركة الذي يتحرك ح  BDذراع التوصيل  لدراسة حركة     

  :)-4-23الشكل(الموضح في   ABD Δتطبيق علاقة لامي على المثلث  من   β  الزاوية
o9.13

40sin
80

sin
30

sin
BD

sin
AB

=⇒=⇒= β
βθβ

 

 انسحابيةحركة هي حركة مستوية عامة وهي ممثلة ب  BDذراع التوصيل  حركة  وبما أن
  :علاقة السرعة تكون ،حوله يةدوران وحركة  B القطب بدلالة 

D/BBD VVV +=  

A 

B 

D 

R=30 cm l=80 cm 

θ β 
P 
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  ساوي السرعةت  B  الطرفبينما سرعة ، اًكون أفقيييجب أن   VDالسرعة   حيث منحى
VB  من المرفق   نقطة كونهبAB  ،  أما منحى السرعة النسبيةVD/B   فهو عمودي على

  .-4-24)الشكل(كما هو موضح في ،  BDذراع التوصيل  
  

  
  
  
  
  

  -4-24)الشكل(
  .علاقة السرعة وفق -4-25)الشكل( لموضح فيا نرسم مثلث السرع

  
  
  
  
  
  
  

  -4-25)الشكل(
  

  :على مثلث السرععلاقة لامي  بتطبيق

1.76sin50sin9.53sin
BD/BD VVV ==  

  :ومنه
oVV 1.76sec/cm4.4958

1.76sin
50sin

BD/B ∠==  

  :أيضاً

→== sec/cm5230
1.76sin
9.53sin

BD VV  

Plane Motion Translation Motion + Rotation Motion = 

= + 

(fixed) B 
D 

VD 
VB 

50o 

β 
50o 

VB 
VB 

50o 

B 
D 

B 

D l 

VD/B 

6.1o 
13.9o 

VD 

50o 76.1o 

53.9o VB 
VD/B 

β=13.9o 
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  :لدينا ، BDحساب السرعة الزاوية لذراع التوصيل  ول    
sec/rad99.61/. D/BDBDBD/B ==⇒= lVlV ωω  

أي باتجاه ،  Bحول القطب    VD/Bالمتجه   دوران من اتجاه  ωDBل على اتجاه  ونحص
  .يعاكس حركة عقارب الساعةباتجاه وهو ،  B  حول  D  النقطةدوران 

  

حول المركز  دورانية آنيةحركة ممثلة ب  BDذراع التوصيل  حركة  عدكما يمكن     
  :ومنه علاقة السرعة ،( θ = 40o )ضع عند الو -4-26)الشكل(المبين في ،  Iاللحظي له  

DB
DB

IDIB
ω==

VV
 

عمودي على   B  الطرفسرعة منحى بينما ، اًكون أفقيييجب أن   VDالسرعة   حيث منحى
  .-4-26)الشكل(كما هو موضح في ،  ABذراع المرفق  

  
  
  
  
  
  
  

  )-4-26الشكل(
  :قة لامي في حساب الاطوالباستخدام علا،  Iوعليه يمكن تحديد موقع المركز اللحظي  

sin50
BD

sin53.9
ID

sin76.1
IB ==  

  :منه

cm37.101
50sin

1.76sinIB == l  

  :أيضاً

cm38.84
50sin

9.53sinID == l  

  : Dبالتعويض في علاقة السرعة نحصل على سرعة الطرف  

sec/cm5230
IB
ID

BD == VV  

B 

D 

50o 

40o 

I 

53.9o 
76.1o 

VD VB 
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  :والسرعة الزاوية لذراع التوصيل

sec/rad99.61
IBDB == BV

ω  

وخاصة السرعة الزاوية لدوران ، ة والزاوية بطريقتي الحسابنلاحظ تساوي السرع الخطي
  . Iأو حول المركز اللحظي له    Bحول القطب    BDذراع التوصيل  

  

  P  المكبس
،  D  منه نقطةالحركة الانسحابية تساوي سرعة  يذ  P  سرعة المكبس إن    

  :بالتالي
→== sec/cm5230DP VV  

 

 دراسة التسارعات •

    ABالمرفق  
يكون منه  ،بسرعة زاوية ثابتة  A  الثابت المفصلحول   ABالمرفق   يدور

مركبة   B  بالتالي يكون لتسارع الطرف، اًمعدوم ) ( εAB = 0التسارع الزاوي للمرفق 
  .أي الناظمي واحدة وهو التسارع المركزي

  :منه
0., ABB ==+= RA εττn AAA BBB  

  :بالتالي
22

ABBB sec/m47.13159. ===⇒= RAA n ωnAA BB  
  

    BD  الحركة لذراع التوصي
 انسحابيةحركة وهي ممثلة ب عامةمستوية حركة   BDذراع التوصيل   يتحرك  

  :منه علاقة التسارع ،حوله يةدوران وحركة  B القطب بدلالة 
τnn AAAAAA D/BD/BBD/BBD ++=+=  

  
  
  
  
  

  -4-27)الشكل(
Plane Motion Translation Motion + Rotation Motion = 

= + 

B 

D 
AD AB 

B 

D 

B 

D 

ωBD 

AB 

AB 

εBD 

nAD/B

13.9o 

τAD/B
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  :وهي ،-4-27)الشكل(المتجهات موضحة على حيث 
AD      يمثل تسارع الطرفD  ، القيمة والاتجاه لكن منحاه أفقيمجهول.  
nAD/B   يمثل التسارع الناظمي النسبي للطرفD    بالنسبة للطرفB ، يتجه من  وD   إلى

B    ، وقيمته العددية:  
22

BDD/B sec/m49.3074. == lAn ω  
τAD/B   يمثل التسارع المماسي النسبي للطرفD  بالنسبة  B ، حيث يكونجاهه يفرض ات 

  :وقيمته العددية، كما في الشكل  DBعلى   عمودياً
lA .BDD/B ετ =  

  .-4-28)الشكل(وفق علاقة التسارع كما هو مبين في نرسم مخطط التسارعات 
  
  
  
  
  
  

  -4-28)الشكل(
  

لتسارعات ابالاستعانة بمضلع   Y و Xعلى محورين متعامدين   علاقة التسارعبإسقاط 
  :ى المعادلتيننحصل عل

1.76cos.9.13cos.40cos. D/BD/BBD
τAAAA n −+=←  

     1.76sin.9.13sin.40sin.0 D/BD/BB
τAAA n −−=↓  

  :بحل المعادلتين نحصل على
→== 2

D
2

D/B sec/m6.11154,sec/m7953 AAτ  

ونتج من الحل أن  ،على الأعلى  τAD/Bواتجاه   ،إلى اليسار  ADنلاحظ أننا فرضنا اتجاه  
  .وهذا يعني أن الفرض صحيح ،وجبتانم  τAD/Bو  ADإشارة كل من  

  

  :لدينا ، BDالزاوي لذراع التوصيل   التسارعحساب ول
2

D/BDBDBD/B sec/rad25.9941/. ==⇒= lAlA ττ εε  

باتجاه وهو ،  Bحول القطب    τAD/Bالمتجه  دوران من اتجاه  εDBونحصل على اتجاه  
  .بعكس حركة عقارب الساعة

13.9o 

AD 
40o

AB 

 
13.9o D/BA

nAD/B

τAD/B
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  P  المكبس
،  D  منه نقطة تسارعساوي يالحركة الانسحابية  يذ  P  المكبس تسارع إن    

  :بالتالي
→== 2

DP sec/m6.11154AA  
  

  -4-5مسألة
حول  ،-4-29)الشكل(في  ةالمبين ةالآلي ةالتركيب في بانتظام  ABيدور المرفق      

باتجاه معاكس لحركة  ( ωAB = 4  rad/sec ) بسرعة زاوية قدرها  A  المفصل الثابت
لينقل ،  BCبذراع توصيل الحركة    Bبواسطة المفصل المتحرك  تصل وي ،عقارب الساعة

الذي يدور بدوره حول المفصل ،  Cعبر المفصل المتحرك    CDالحركة إلى الوصلة  
  .-4-29)الشكل(المطلوب دراسة حركة أجزاء التركيبة عند الوضع المبين في .  Dالثابت  

   AD = BC = 80  cm     ,     AB = DC = 40  cm    :أن علماً
  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

  )-4-29الشكل(
 دراسة السرعة •

    ABالمرفق  
  :قدرها بسرعة زاوية  A  المفصل الثابتحول  حركة دورانية  ABالمرفق   يتحرك

ωAB = 4  rad/sec 
  :منه

←=×== sec/cm160404AB.ABB ωV  

A 

B 

D 

C 

E 

X 

Y 

ωo 



232 
 

    BCذراع التوصيل  
نحسب  ،عامةمستوية ركة الذي يتحرك ح  BCلدراسة حركة ذراع التوصيل      

  :حيث ، ΔECDو  ΔABEمن تشابه المثلثين    βو  αا  ايوالز
BE = ED = X       ,       EA = EC = Y 

  :بجمع العلاقتين
X + Y = AD = 80 

  :من أحد المثلثينو
X 2 – Y 2 = AB2 = 402 

  :بحل المعادلتين نحصل على
cm30,cm50 == YX  

  :يكونف ،للحركة ياًأساس اًقطب  B  الطرف نختار
C/BBC VVV +=  

  :حيث
  VC  اه عمودي على الوصلة  منحCD  ،ذراع التوصيل   أي منطبق علىBC ،  بالتالي

  .وقيمته العددية مجهولة،  αفهو يميل على الأفق بزاوية  
  VB  والقيمة العددية معلوم الاتجاه:  

←= sec/cm160BV  
VC/B  ذراع التوصيل   ي علىاه عمودمنحBC ،   ومنطبق على الوصلةCD  ، فهو بالتالي

  .وقيمته العددية مجهولة،  βيميل على الأفق بزاوية  
، -30a-4)الشكل(وفق علاقة السرعة والموضح في  ةرسم مثلث السرعبالتالي يمكن 

  .VCو  C/BVهولين وهما ولا يوجد أكثر من مج ، VCو  C/BVكل من يتحدد اتجاه حيث 
  
  
  
  
  
  
  

                          A                                                                     b 
  )-4-30الشكل(

VB 

VC 
VC/B 

β α 
A 

B 

D 

C 

I 

ωo 

ω1 

ω1 

ω2 

ω1 

β 

β 
VC 

VB 

α E 

X 

Y 

α 
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  :ضلاع مثلث السرعةأوبتطبيق علاقة لامي لحساب أطوال 

αβ sin90sinsin
C/BBC VVV ==  

  : Cمنه سرعة الطرف  

sec/cm96160
5
3

90sin
sin

BBC ==== V
X
YVV β

 

  : Bوالسرعة النسبية له بالنسبة للطرف الثاني  

sec/cm128160
5
4AB

90sin
sin

BC/B ==== V
X

VV B
α

 

  :فتساوي  BCذراع التوصيل  أما السرعة الزاوية ل

sec/rad6.1
BC

C/B
BC ==

V
ω  

  C  أي دوران ، B  حول القطب  VC/Bمن اتجاه دوران متجه السرعة  اويتعين اتجاهه
  .س حركة عقارب الساعةوهو باتجاه يعاك ، Bحول  

  

حول  دورانية آنيةحركة ممثلة ب  BCذراع التوصيل  حركة  أن تكونكما يمكن     
 سرعة حيث منحى ،عند الوضع المطلوب -30b-4)الشكل(المبين في ،  Iالمركز اللحظي له  

  B  الطرفسرعة منحى بينما ،  CDعمودياً على الوصلة  كون ييجب أن   C  الطرف
  :ومنه علاقة السرعة،  ABراع المرفق  عمودي على ذ

CB
CB

ICIB
ω== VV

 

  :لدينا  IBو  IC  لحساب الأطوال

cm6080(3/4)anα/BCIC === t و       cm100
4/5
80

cos
BCIB ===

β
 

  : Cبالتعويض في علاقة السرعة نحصل على سرعة الطرف  

sec/cm96160
100
60

IB
IC

BC === VV  

  :السرعة الزاوية لذراع التوصيل

sec/rad6.1
100
160

IB
B

BC ===
V

ω  

وخاصة السرعة الزاوية لدوران ، نلاحظ تساوي السرع الخطية والزاوية بطريقتي الحساب
  . Iأو حول المركز اللحظي له    Bحول القطب    BCذراع التوصيل  
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    CDالوصلة  
  :بسرعة زاوية قدرها Dدورانية حول المفصل الثابت حركة   CDالوصلة  تتحرك 

sec/rad4.2
40
96

DC
C

CD ===
V

ω  

 أي دوران ، D  حول المفصل الثابت  VC  من اتجاه دوران متجه السرعة اويتعين اتجاهه
C    حولD ، وهو باتجاه حركة عقارب الساعة.  

  

 دراسة التسارع •
 ABلمرفق  ا

يكون منه  ،بسرعة زاوية ثابتة  A  الثابت المفصلحول   ABالمرفق   يدور
مركبة   B  بالتالي يكون لتسارع الطرف، اًمعدوم ) ( εAB = 0التسارع الزاوي للمرفق 

  :كما يلي وقيمته العددية ، A  ويتجه نحو، أي الناظمي واحدة وهو التسارع المركزي
0., ABB ==+= RA εττn AAA BBB  

  :بالتالي
22

ABBB sec/cm6404016. =×===⇒= ABAA n ωnAA BB  
  

    BC  الحركة توصيلذراع 
 سحابيةانحركة وهي ممثلة ب عامةمستوية حركة   BCذراع التوصيل  يتحرك     

الذي يدرس   C  نحسب قيمة تسارع المفصل ،حوله يةدوران وحركة  B القطب بدلالة 
  :والذي يساوي إلى  Bبالنسبة لتسارع المفصل  

τnn AAAAAA C/BC/BBC/BBC ++=+=  

  :فإنحركة دورانية   Dحول    C  وبما أن حركة
τnnτn AAAAA C/BC/BBCC ++=+  

  :كما يلي ،-4-31)الشكل( فيالمتجهات موضحة حيث 
τAC  منحىيقع على ومنحاه  ،فرض اتجاههي  BC ، مجهولة وقيمته العددية. 
nAC  يتجه من  C    إلىD ، وقيمته العددية:  

22
CDC sec/cm4.230DC. == ωnA  

nAB  معلوم القيمة والاتجاه والمنحى.  
τAC/B ومنحاه عمودي على ،تجاههيفرض ا  BC ، مجهولة وقيمته العددية.  
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nAC/B يتجه من  C    إلىB  ،وقيمته العددية:  
22

BCC/B sec/cm8.204. == BCAn ω  

  
  
  
  
  
  

  

  -4-31)الشكل(
  

  .-4-32)الشكل(وفق علاقة التسارع كما هو مبين في  التسارعنرسم مخطط 
  
  
  
  
  
  
  

  -4-32)الشكل(
  

  :وعلى المنحى العمودي عليه ، BCعلى منحى الذراع   التسارععلاقة  بإسقاط طرفي
βτ cos.BC/BC AAA n −=  
βτ sin.BC/BC AAAn −=  

  :بحل المعادلتين نحصل على
2

C
2

C/B sec/cm2.307,sec/cm15.4.614 −== ττ AA  

  .معاكس للاتجاه المفروض τACالاتجاه الصحيح لـ أن  دل علىالإشارة السالبة ت
  : BCذراع التوصيل  ن حساب التسارع الزاوي ليمك ومنه

2C/B
CBCBC/B sec/rad68.7

80
15.614

CB
.CB ===⇒=

τ
τ εε AA  

B 

C 

β 
B 

C 

AB 

AB 

nAC/B
D 

= 

τAC/B
τAC

nAC

AB 

nAC/B

τAC/B

τAC

nAC
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،  Bحول   τAC/B التسارع المماسي النسبي المفروضعين اتجاهه من اتجاه دوران متجه يتو
  .عقارب الساعةحركة باتجاه عكس  وهو

  .-4-33)الشكل(كما هو مبين في بالتالي يصبح مخطط التسارع 
  
  
  
  
  
  
  
  

  -4-33)الشكل(
  

  CDلوصلة  ا
 تسارع زاويب Dدورانية حول المفصل الثابت  حركة   CDلوصلة  ا تتحرك    

  :قدره
2C

CDCDC sec/rad68.7
40

2.307
CD

.CD ===⇒=
τ

τ εε
AA  

 ، D حول المفصل الثابت   τAC  التسارع المماسيعين اتجاهه من اتجاه دوران متجه ويت
  .وهو باتجاه عكس حركة عقارب الساعة

  

  :تكون بالتالي عدد هذا الوضع
  :لأن حركة منتظمة  ABالمرفق  حركة 

0const ABAB =⇒= εω  
  :لأن حركة متسارعة  BC التوصيل  حركة ذراعو

0. BCBC >εω  

  :لأن حركة متباطئة  CD  الوصلةوحركة 
0. CDCD <εω  

  

nAC

τAC

τAC/B

AB 

nAC/B
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 PROBLEMSمسائل غير محلولة        
  - 1مسألة 

  r.p.m  1500  باتجاه دوران عقارب الساعة بمقدار  OB  يدور عمود المرفق
 ،( r = 12.5  cm )طول عمود المرفق  كانإذا ف. -34a-4)الشكل(كما هو موضح في 

في المطلوب  ،( GB = 10  cm )ان البعد كو ،( l = 25  cm )وطول ذراع التوصيل 
  :ا يليمحساب ، )  θ = 60°( اللحظة التي تكون فيها

 . A  سرعة المكبس .1

 . AB  السرعة الزاوية لذراع التوصيل .2

 .الواقعة على ذراع التوصيل  G  سرعة النقطة .3

     VA= 20.2  m/sec    ,    ωAB = 29.5  rad/sec    ,    VG= 19.24 m/s :الجواب

  
                                a                                                      b             

  -4-34)الشكل(
   - 2مسألة

، باتجاه دوران عقارب الساعة -34b-4)الشكل(الموضح في  ABيدور الذراع  
يساوي   Dفإذا كان نصف قطر القرص  ، ( ωAB = 30  rad/sec )وبسرعة زاوية مقدارها 

( r = 0.1  m ) ، وأن( AB = BC = 0.2  m ) ، 60 =المطلوب عندما تكون° ) θ(  
  :ما يليحساب 
 .Cوسرعة النقطة  ،  Bسرعة النقطة   .1

 . Dالسرعة الزاوية للقرص  و،  BCالسرعة الزاوية للذراع   .2

   VB = 6  m/sec    ,    VC = 5.2  m/s    :الجواب
       ωBC = 2  rad/sec     ,    ωD = 52  rad/sec  
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   - 3مسألة

  سطوانة الهيدروليكية حركة انسحابية بسرعة ثابتة مقدارها لأتحرك ذراع مكبس اي
) VA = 80  mm/sec (،  في الاتجاه الموضح على)35)الشكلa-4- ، وذلك في اللحظة التي

المطلوب حساب تسارع  .في وضع أفقي  OBويكون الذراع  ، ( θ = 45° )تكون فيها 
  . Bالنقطة  

  
  AB = 45.3  mm/sec2:    الجواب

 

  
  

                         A                                                                 b 
  -4-35)الشكل(

  
  - 4سألةم

بسرعة  زاوية منتظمة  ،الآلية المبينة التركيبة في  OB  يدور عمود المرفق
طول فإذا كان  ،-35b-4)الشكل( في الاتجاه الموضح في ( ω = 4  rad/sec )مقدارها 

، )  l = 400  mm( الحركة طول ذراع توصيلو، ) r = 200  mm (عمود المرفق 
  :ما يلي حساب ،( ° θ = 60 )في اللحظة التي تكون فيها  المطلوب

 . A  سرعة المكبس .1

 . A  تسارع المكبس .2

  
  VA = 49.8  cm/sec    ,    AA = 241  cm/sec2    :الجواب
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   - 5مسألة
كانت السرعة الزاوية للذراع الواصلة بين  ،-36a-4)الشكل(للوضع المبين في 

، في اتجاه معاكس لدوران عقارب الساعة، ( ω = 22 rad/sec )تساوي   Bو  A  الجسمين
 Bو  A  سرعة كل من الجسمين المطلوب حساب ، cm  60فإذا كان طول الذراع يساوي  

  .العامة م المركز اللحظي للدوران في الحركة المستويةباستخدام مفهو في الوضع المبين
  

  VA = VB = 13.2  m/sec:    الجواب
  
  

  
  

                        a                                                         b 
  -4-36)الشكل(

  
   - 6مسألة

        تساوي ،-36b-4)الشكل( الموضح في ذا كانت سرعة قضيب التحكم الأفقيإ
( VA = 0.3  m/sec )،  عندما تكون المطلوب( x = 800  mm)، ب السرعة الزاوية احس

  .AB  للقضيب المسنن  ABω  والسرعة الزاوية ، Oω   للمسنن الدائري
  

   ωAB = 0.097  rad/sec     ,    ωO = 1.45  rad/sec:    الجواب
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   - 7مسألة
سطوانة الهيدروليكية لأيتحرك ذراع ا، -37a-4)الشكل(التركيبة الموضحة في في 
سطوانة لأويتحرك ذراع ا، ( VA = 3  m/sec ) نحو الأعلى بسرعة قدرها اليمنى رأسياً

في اللحظة المطلوب . ( VC = 2  m/sec )الهيدروليكية اليسارية نحو الأسفل بسرعة قدرها 
  . B  ب سرعة النقطةاحس ،( y = 150  mm )التي تكون فيها 

  
  VB = 3.97  m/sec    :الجواب

  

  
                        a                                                            b 

  -4-37)الشكل(
   - 8مسألة

بعكس   AB  يدور الذراع، -37b-4)الشكل(في التركيبة الآلية الموضحة في 
طول الوصلة   ان كذا فإ، ( ω = 5  rad/sec )بسرعة زاوية قدرها  ،عقارب الساعةدوران 

( AB = 60  cm ) ،طول الوصلةو ( BC = 80  cm ) ، في اللحظة التي تكون المطلوب
  :حساب ما يلي، ) Ф = 45° )θ , °60 =  فيها

 . C المنزلقة سرعة الحلقة  .1

 . BC للوصلة السرعة الزاوية  .2

  

  VC = 1.55  m/sec    ,    ωBC = 5.3  rad/sec:      الجواب
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  - 9مسألة
بواسطة مساري ، )-38a-4الشكل(يتم التحكم في حركة قضيب الموضح في 

 ( ω = 2  rad/sec )، فإذا كانت السرعة الزاوية للقضيب هي  Bو  Aالجسمين المنزلقين  
المطلوب  ، )θ( °45 = بعكس دوران عقارب الساعة عندما يمر من الوضع الموافق للزاوية 

  :عند هذا الوضع حساب ما يلي
 . Aسرعة الجسم   .1

 . P سرعة الطرف  .2

  
  ,    VP = 1.581  m/sec    VA = 0.707  m/sec:    الجواب

  

  
                         a                                                            b 

  -4-38)الشكل(

   - 10مسألة
يتحرك زند الاسطوانة ، -38b-4)الشكل(ية الموضحة في في التركيبة الآل

فإذا كان نصف قطر ، ( VA = 0.5  m/sec )الهيدروليكية إلى اليمين بسرعة ثابتة مقدارها 
 ωحساب السرعة الزاوية    )θ( °45 = المطلوب عندما ، ( r = 15  cm )المسنن الدائري 
  .للمسنن الدائري

  
  ω = 2.36  rad/sec    :الجواب
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  - 11مسألة

بسرعة   ABتدور الوصلة  ، -39a-4)الشكل(في التركيبة الآلية الموضحة في 
المطلوب في اللحظة التي تكون ، بعكس دوران عقارب الساعة  rad/sec  4زاوية مقدارها  

مع العلم أن الأبعاد مبينة على .  Slider( C(حساب سرعة المنزلقة ،  )θ( °60 = فيها 
  .الشكل

  
  VC = 1.64  m/s:الجواب

  

  
                  a                                                                  b 

  -4-39)الشكل(
  

   - 12مسألة
مع عقارب الساعة بسرعة زاوية  -39b-4)الشكل(يدور القرص الموضح في 

المثبتة في   A  والمنزلقة  ABمما يؤدي إلى تحريك الوصلة  ،  rad/sec  8مقدارها  
حساب ، ) Ф= ( °60  والزاوية  )θ ( °30 =المطلوب عندما تكون الزاوية . نهايته العلوية

  . Aسرعة المنزلقة  
  

      VA = 2.4  m/sec:الجواب
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  - 13مسألة

بسرعة   OAور المرفق  يد، -40a-4)الشكل(في التركيبة الآلية الموضحة في 
. من حركته مدةس دوران عقارب الساعة خلال بعك  rad/s  4زاوية تســـــاوي  

حساب ، رأسياً  BDأفقيا و   ABحيث في هذه اللحظة يكون    )θ( °45 = المطلوب عندما 
  . BDوالقطاع  ،  ABالسرعة الزاوية لكل من الوصلة  

  
  ωAB = 1.414  rad/sec - CCWو            ωBD = 3.77  rad/sec - CW:الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  
  

                           a                                                             b 
  -4-40)الشكل(

  
  - 14مسألة

دوراناً منتظماً باتجاه دوران عقارب   O المفصل حول   OB  يدور عمود المرفق
 المطلوب .-40b-4)الشكل(كما هو موضح في  ،( n = 900  rev/min )الساعة بمقدار 

  :في الحالتين التاليتين  P  تسارع المكبسحساب 
a.  عندما تكون( θ = 60° ). 

b.  عندما تكون( θ = 120° ). 

  
  down AP = 148.3  m/sec2 (a) -    و    up     AP = 296  m/sec2 (b) -:الجواب
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   - 15مسألة
وتسارعها يساوي ،   m/sec  1.2تساوي   C المنزلقة بفرض أن سرعة الحلقة 

0.9  m/s2   41)الشكل(طبقاً للاتجاهات الموضحة علىa-4-،  في اللحظة التي المطلوب
  . AB للوصلة   ABεوالتسارع الزاوي   ABω  السرعة الزاويةحساب ، ) θ( °90 = توافق 

  
     ωAB = 5.67  rad/sec    ,    εAB = 36.3  rad/sec2:الجواب

  
  

  
                            a                                                            b 

  -4-41)الشكل(

  
   - 16مسألة
كما هو مبين  الأسفلباتجاه   m/sec  2  ثابتة وتساوي  A النهاية كانت سرعة  إذا

 G  سرعة النقطة حساب ،) θ( °30= عندما تكون الزاوية المطلوب  .-41b-4)الشكل(في
  .هاوتسارع  AB لوصلة منتصف ا

  
  VG = 1.155  m/sec    ,    AG = 15.4  m/sec2    :الجواب
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   - 17مسألة
 E  يتحرك الحزام المثبت في النقطة ،-42a-4)الشكل(ة في في الآلية الموضح

 m/sec  4بسرعة منتظمة نحو اليسار مقدارها  ،)Sector( الواقعة على محيط قطاع دائري
حساب ،   OAمتعامداً مع الخط   BD  راعفي اللحظة التي يكون فيها الذالمطلوب . 

 . BDو   ADالتسارع الزاوي لكل من الذراعين  و السرعة الزاوية
  

   ωAD = 12.5  rad/sec     ,    ωBD = 7.5  rad/sec:    الجواب
     εAD = 46.88  rad/sec2     ,    εBD = 46.88  rad/sec2  

  

  
                          a                                                              b 

)                                    bالشكلa                        (42-4-  
  

   - 18مسألة
 المفصل حول   BC  يدور عمود المرفق، -42b-4)الشكل(ة في في الآلية الموضح

C  وبسرعة زاوية ثابتة مقدارها ،خلال قوس صغير بعكس دوران عقارب الساعة          
( ωBC = 2  rad/sec )، حيث يجعل العمود  OA   المفصل يدور حول O  . المطلوب

التسارع الزاوي والسرعة الزاوية حساب  ،رأسي   OAأفقي وBC   للوضع المبين حيث 
 . ABو  OA  لكل من العمودين

  
   ωOA = 0.43  rad/sec     ,    ωAB = 0.86  rad/sec:الجواب 

        εOA = 4.34  rad/sec2     ,    εAB = 0.105  rad/sec2  
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   - 19مسألة
حيث  ،إلى اليمين دون انزلاق ( r = 300  mm )تتدحرج عجلة نصف قطرها 

              وتسارعه يساوي، ( VO = 3  m/sec )ساوي إلى ت  Oسرعة مركزها   تكان
6  m/sec2 ) ( AO = ،وكلاهما إلى اليمين في اللحظة المعنية كما هو مبين في 

  :المطلوب في هذه اللحظة حساب ما يلي .-43a-4)الشكل(
 .هاوتسارع  Aسرعة النقطة   .1

 . Cتسارع نقطة التماس   .2

  
      VA = 4.36  m/sec    ,    AA = 26.15  m/sec2    ,    AC = 30  m/sec2:الجواب

  
  

  
                         a                                                            b 

  -4-43)الشكل(
  

  - 20مسألة

 ،-43b-4)الشكل(سطح أفقي كما هو مبين في  علىتتدحرج بكرة هاتف دون انزلاق 
وتتجه إلى ، ( VA = 0.8  m/sec )الواقعة على الكبل تساوي   Aفإذا كانت سرعة النقطة  

  .والسرعة الزاوية لها،  Oالمطلوب حساب سرعة مركز البكرة  . اليمين
  

   VO = 1.2  m/sec    ,    ω = 2  rad/sec:    الجواب
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  - 21مسألة

 ن انزلاق نحو اليمين كما هو مبين فيدو  cm 30  تتدحرج عجلة نصف قطرها
.  m/sec  15 مركز عجلة السيارة بسرعة ثابتة مقدارها  تحركذا فإ، -44a-4)الشكل(

  :المطلوب
  B,C,D,E.وجد سرع النقاطأثم  ،للعجلة المعدومةالسرعة  االمركز اللحظي ذ تحديد .1

 . B , C , Dالتسارع الخطي لكل من النقاط   إيجاد .2

  
  :الجواب

1.2  m/sec    ,   VC= 0   ,   VD = 29  m/sec   ,   VE = VB = 30  m/sec  
AB = 750  m/sec2 - down   ,   AC = 750  m/sec2 - up   ,   aD = 750 m/sec2 

  

  
                     a                                                              b 

  -4-44)الشكل(
  

  - 22مسألة

في  ، m  1.5  سطوانة نصف قطرهاأشاحنة تحمل  -44b-4)الشكل( وضحي
سطوانة لأبينما تتدحرج ا ، m/sec  3  اللحظة المبينة تتحرك الشاحنة نحو اليمين بسرعة

المطلوب  ، rad/sec  8  بسرعة زاوية تساوي ،دون انزلاق بعكس دوران عقارب الساعة
  . G  ب سرعة مركزهااسثم حومن  ،سطوانةلأد المركز اللحظي ليحدت
  

      VG = 9  m/sec:الجواب
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  - 23مسألة

  A  يتدحرج مسنن دائري، -45a-4)الشكل(ة في الآلية الموضحالتركيبة في 
             بسرعة زاوية مقدارها  B  على المسنن المستقيم الساكن،  cm  30ه نصف قطر

 4  rad/sec ) =ω ( د المركز اللحظي ذي يحدوب تالمطل. بعكس دوران عقارب الساعة
  . C  ب سرعة المسنن المستقيماثم حسومن  ،السرعة الصفرية للمسنن الدائري

  
      VC = 2.4  m/sec:الجواب

  

  
                    a                                                          b 

  -4-45)الشكل(

  
  - 24مسألة

دون انزلاق وبسرعة زاوية مقدارها     mm  150يتدحرج قرص نصف قطره  
)ω = 2  rad/sec  ( ، وبتسارع زاوي مقداره)  ε = 4  rad/sec2(  وفق الاتجاه المبين في
المطلوب للوضع الموضح ، تقع على محيط القرص  Aبفرض أن النقطة  . -45b-4)الشكل(

  :حساب ما يلي
 . Aتسارع النقطة   .1

 . Bتسارع النقطة   .2

 . ABلزاوي للذراع  التسارع ا .3
  

  AA = 1.34  m/sec2   ,   AB = 1.65  m/sec2   ,   εAB = 1.5  rad/sec2:   الجواب
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   - 25مسألة
) Gear Racks(يتدحرج المسنن الدائري دون انزلاق على الجريدتين المسننتين 

فإذا  ،-46a-4)الشكل(اللتين تتحركان بصورة متوازية وباتجاهين متعاكسين كما هو مبين في 
    نحو اليسار وتساوي   Cبينما سرعة  ،  m/s  8نحو اليمين وتساوي    Bكانت سرعة  

4  m/s  ،ومن ثم حساب ، المطلوب تحديد المركز اللحظي ذي السرعة الصفرية للقرص
  . Aوسرعة المركز    ωالسرعة الزاوية للمسنن الدائري  

  
     m/sec  2 ,    VA = ω = 20  rad/sec   : الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                A                                                             b 
  -4-46)الشكل(

   - 26مسألة
  وذراع توصيل،   Aتتضمن عجلة مركزها  ،مجموعة -46b-4)الشكل( يوضح

OA ،  ل حركة الذراع الذي بفع ،رض منحنيةأن العجلة تتدحرج دون انزلاق على أبفرض
وبتسارع زاوي  ،( ω = 3  rad/sec )في اللحظة المبينة بسرعة زاوية مقدارها  يتأرجح
و    ( OA = 30  cm )فإذا كان، وفق الاتجاه المبين في الشكل ( ε = 2  rad/sec2 )مقداره 

( r = 15  cm ) ،سرعة كل من النقطتينإيجاد  المطلوب  A , B  هماوتسارع.  
  

  VA = 0.9  m/sec    ,    AA = 2.77  m/sec2    :بالجوا
               VB =  1.67  m/sec    ,    AB = 3.2  m/sec2 
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   - 27مسألة
  OA المرفق والمؤلفة من  ،-47a-4)الشكل(الآلية الموضحة في  التركيبة لدينا

فإذا  ،أفقيةرض أوالقرص الذي يتدحرج دون انزلاق على ،  AB الحركة  وذراع توصيل
  )rad/sec )  =ω  2يدور بسرعة زاوية ثابتة مقدارها  ،في اللحظة المبينةكان المرفق 

  :ما يليحساب  المطلوب .لساعةابعكس دوران عقارب 
 . A , B , C  سرعة كل من النقاط .1
 . A , B , C  تسارع كل من النقاط .2

 VB = 17.3  cm/sec    ,    VA = 30  cm/sec    ,    VC = 29.4  cm/sec:  الجواب
AB = 37  cm/sec2    ,    AA = 60  cm/sec2    ,    AC = 57  cm/sec2        

  
  
  
  
  
  
  
  

                          a                                                                 b 
  -4-47)الشكل(

   - 28مسألة
وذراع ،  Bعجلة مركزها  ، -47b-4)لالشك(الآلية الموضحة في  تتضمن التركيبة

بفرض أن العجلة تتدحرج ، تتحرك داخل دليل شاقولي  Aومنزلقة  ،  ABتوصيل حركة  
وبتسارع زاوي مقداره           ، ( ω1 = 2  rad/sec )دون انزلاق بسرعة زاوية مقدارها 

( ε1 = 5  rad/sec2) فإذا كان، وفق الاتجاه المبين في الشكل (R = 20 cm) (AC = BC) 
( L = 60  cm ) ، المطلوب عندما( θ = 60° )  ما يليحساب:  

 . A , B , Cسرعة كل من النقاط   .1
 . A , B , Cتسارع كل من النقاط   .2

  VB = 40  cm/sec    ,    VA = 23.1  cm/sec    ,    VC = 23.01  cm/sec:  الجواب
   AB = 99  cm/sec2    ,    AA = 60  cm/sec2    ,    AC = 71  cm/sec2  



251 
 

  الفصل الخامس
  حركة الدورانية للجسم الصلب حول نقطة ثابتة منهال

Rotational Motion of a Rigid Body about a Fixed Point 
  الحالة العامة لحركة الجسم الصلب الحر

Independent Rigid Body Motion  
  

  الحركة تعريف1- 
 مدةتة طوال ثاب  O  نقاطهتبقى إحدى  عندمالجسم الصلب الحركة لهذه تحصل 

التي تكون أو المغزل الدوار ويتحرك مثل هذه الحركة لعبة الأطفال المسماة بالبلبل  ،حركته
كذلك الأجسام الصلبة المتحركة والمتمفصلة و، ةالثابت النقطةعلى المستوي هي  انقطة ارتكازه

على دية االجسم الم جسيماتففي هذه الحركة تتحرك جميع  ،كرويأو مفصل بواسطة مسند 
من هنا  ،ةالثابت النقطةعن  الجسيماتسطوح كرات صغيرة أنصاف أقطارها تساوي بعد تلك 

           الكروية بالحركةمنه  ةثابت نقطةحركة الجسم الصلب حول  تسمية يمكن
(Spherical Motion) .  

  

  لحركةالهندسي لتمثيل ال2- 
محور آني للدوران يمر  حول اًدوران تكونن حركة الجسم الصلب المعينة يمكن أن إ

 يثبت أن كل انتقال لجسم صلب ذألر هذه الحركة ويولقد أوجد العالم أو ،ةالثابتالنقطة من 
م بزاوية ما سيمكن أن يتم بدوران الج ،من وضعية ما إلى وضعية أخرى ةثابت ةواحد نقطة

     لريوهذا ما يعرف بنظرية أو ،ةالثابت النقطة همار من هذ آني للدوران حول محور
(Euler Theorem). الشهير ليونارد  السويسريالميكانيك وعالم الرياضيات نسبة ل

  .(Leonard Euler) (1783-1707)ويلرأ
ي حيث يتحدد موضع الجسم ذ ،-5-1)الشكل(تمثيل الحركة كما هو مبين في يمكن 

لى استقامة ن عتغير واقعي  Bو  Aما منه مثل   نقطتينبمعرفة وضعية   O  ةالثابت النقطة
  . O  النقطةواحدة مع 

  وينتقل إلى الوضع ، t1في اللحظة    I  نفرض أن الجسم يأخذ في الفراغ الوضع
II   في اللحظة  المبين في الشكل بالخط المنقطt2 ، ةالاختياري النقطة ولتكن  A ، دونع 
لوضع في الفراغ ذلك ا  t1  أخذ في اللحظةتالجسم التي  نقاطإحدى  يه  B  ةنيالثا نقطةال
  . t2  عند اللحظة  A  نقطةالنتقل إليه ت ذيال
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  -5-1)الشكل(
  

الذي  ،في الفراغ  A1الوضع    A  نقطةالأخذ ت  II  وبعد انتقال الجسم إلى الوضع
لإثبات و ، B1  نتقل إلى موضع جديد إلىتف  B  نقطةالأما  ،من قبل  B  نقطةالحتله ت تكان

  عموداً O نقطة الثابتة الونسقط من  ، A , A1 , B1  نقاطباليمر  اًمستويلر نمرر يأو نظرية
OD  ةالجسم الصلب التي تبقى ثابت لنقاطالأبعاد النسبية  خاصيةومن  ،على هذا المستوي 

  :خلال الحركة لدينا
111 OAOA,OBOA,OBOB ===  

  :ومنه
11 OBOAOA ==  

  :وأيضا لدينا
111 BAAA =  

  :ومنه تتساوى المثلثات
111 BΔOAΔOAA =  

  :من جهة أخرى لدينا
DBDAAD 11 ==  

11  كمساقط للمستقيمات المتساوية دالتي تع OB,OA,OA   المائلة بزوايا متساوية على
  :بالتالي تتساوى المثلثات ،واحد مستوٍ

111 DBAΔADA =∆  
  :ومنه ينتج

θ∆== 111 BD̂AAD̂A  
 
 
 

A 
B I II 

A1 

B1 
∆θ ∆θ 

O 

D 
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ينتقل   Δ ADA1فإن المثلث   ، Δθبزاوية    ODلجسم حول المحور  افإذا دار 
تخذ تو ، A1تخذ الموضع  ت  A  نقطةالحيث  ، Δ A1DB1  من مستواه وينطبق على المثلث

 ، II  إلى الوضع  I  انتقال الجسم من الوضع وهكذا يتم فعلاً،  B1الموضع    B  نقطةال
  . Δθبزاوية    OD  دورانية واحدة حول المحوربإزاحة 

  

تمثل  ( Δt = t2 – t1 ) الزمنية الفترةإلا أنه لا ينتج من هذا أن حركة الجسم خلال 
 ،بأي طريقة أخرى  II  الموضع إلى  I  فقد ينتقل الجسم من الموضع ،بالفعل هذا الدوران

قريبين أحدهما إلى   IIو  Iن  أي كلما كان الموضعا ، Δtالزمنية   فترةالوكلما صغرت 
أقرب إلى إزاحة الجسم   Δθ بزاوية   OD  كانت الإزاحة الدورانية حول المحور ،الآخر

  .الحقيقية
  

يقترب من   OD  فإن اتجاه المحور ،إلى الصفر  Δt  الزمنية الفترةوإذا آلت 
يمثل المحل  الذي، الجسم لدوران أو الآني يسمى بالمحور اللحظي ، OPما   وضع نهائي
وينتقل الجسم بإدارته حول  ،الجسم التي سرعاتها في اللحظة المعطاة معدومة نقاطالهندسي ل

من موضعه المعطى إلى الوضع المجاور ، تؤول إلى الصفر  Δθ  هذا المحور بزاوية أولية
ان هي والسرعة الزاوية التي يحدث بها هذا الدور، والقريب قرباً لا نهائياً من الوضع المعطى

  Ω  ومتجهه،  t  المعطاةالزمنية في اللحظة   ω  للجسمالمطلقة عبارة عن السرعة الزاوية 
كما هو مبين في     OPيتجه على امتداد المحور  ، الذي لا يبقى ثابتاً في الاتجاه

  .-2a-5)الشكل(
  
  
  
  
  
  
  
  

                    a                                                           b 
 (الشكل-2-5)

 

O 

P 

ω 
dθ 

Ω 

O 

A 

ω 

E 

ω1 

E 

Ω1 

ω2 

Ω 
Ω2 
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في أن اتجاه الأول في الفراغ  ،ويختلف المحور اللحظي للدوران عن المحور الثابت
وبالتالي يمكن تصور حركة الجسم الصلب ، وفي نفس الجسم يتغير طوال الوقت بتغير الزمن

ة من حول مجموع  ωمنه كعدة دورانات أولية متتالية بسرعة زاوية   ةثابت نقطةحول 
وتشكل ، -2b-5)الشكل(كما هو مبين في  ةالثابت نقطةالمحاور اللحظية للدوران المارة بال

وترسم  ، الأوضاع المتتالية التي يأخذها المحور اللحظي للدوران عند ذلك سطحاً مخروطياً
A    نهاية المتجهΩ  منحنياً ما على هذا السطح.  
  

  Equation of Motion                                        معادلات الحركة3- 
ووجد أنها تحتاج  ، O  صلب حول نقطة ثابتة منهالجسم ال ةلر حركيتحرى العالم أو

  .ثلاثة وسطاء إلىلتعيينها 
 ثلاثية لمغزل الدوار المرتبط بجملة إحداثيةا على شكل حركة جسم صلب نأخذ مثلاً

ونرجع حركة  ، Oة  الثابت نقطةالعلى   O1  ينطبق مبدؤها ، T(O1XYZ) قائمة ومباشرة
 O1  ينطبق مبدؤها،  T1(O1X1Y1Z1) قائمة ومباشرة ثابتة ثلاثية الجسم إلى جملة إحداثية

 T  عندئذ تؤول حركة الجسم الصلب إلى حركة الجملة الإحداثية .ةالثابت نقطةالعلى أيضاً 
منطبقة كانت   T الجملة أن   t0ونفرض في اللحظة   ، T1  بدلالة الجملة الإحداثية الثابتة

  .)-5-3الشكل( فيموضح ا هو مك وضعاً  t1وتأخذ في اللحظة   ، T1على الجملة  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )-5-3الشكل(
  
  

θ 

φ  
ψ

X1 

Y1 

N 

X 

Y 
Z1 

Z 

O 
A 

ϕ&

B 

O1 
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من محور   Oعلى النقطة الثابتة    B(O1XY)  المستوييحتوي ففي الحالة العامة 
ق على المستوي لا ينطبو ،يهعل اًعمودي ، الذي يكون دوماً OZالمغزل الدوار  

A(O1X1Y1)   المحدد بالمحورينO1Y1  وO1X1  ًوليكن ،وعلى النقطة الثابتة أيضا  
O1N  ينمن المحور لاًوالذي يعامد ك ،الفاصل المشترك بين هذين المستويين  O1Z1 و  
O1Z ، فهو يعامد المستوي  ZO1Z1 ، ن وضعية الجملة المتحركة  إبالتالي فT   بالنسبة

أي بتجيبات تلك الزوايا  ،تتعين بتسعة تجيبات موجهة للمحاور المتحركة  T1  ابتةللجملة الث
  .الثابتةور المحاور المتحركة مع المحاالتي تشكلها كل من 

  

بواسطة   T1بالنسبة للجملة    Tلكنه من الأبسط والأسهل تعيين وضعية الجملة  
  :وهم ،زوايا أولر

زاوية بتدعى و ، θ ( O1Z1 , O1Z ) المحورينبين  المحصورة  θ  الزاوية
  عن المحور الشاقولي  O1Zحيث تقيس ميل المحور الدوار   ،(Nutation Angle) التأرجح
O1Z1 ، ًالزاوية المحصورة بين المستويين وكما يتضح من الشكل أنها تقيس أيضا         

A و B  ،بالتالي يوجه المحور  O1N  بشكل تكون معه  θ  ى بالمحور ويدع ،مباشرة
  .الرأسي أو محور العقد

 وتدعى بزاوية التقدم ، ψ ( O1X1 , O1N ) المحورينبين  المحصورة  ψ  الزاوية
(Precession Angle)، لمغزل الدوار في لمحور ان الإزاحة الزاوية يتع حيث      

  . Bالمستوي 
بزاوية  وتدعى ، φ ( O1N , O1X ) المحورين بينالمحصورة   φ  الزاوية

  .(Spin Angle) لآنيالدوران ا
أي بمعنى آخر موضع  ،تماماً الدوار موضع محور المغزل  ψو  θ  ناتعين الزاويت

بدلالة   Tفي تحديد وضع الثلاثية    φ و ψو  θوتكفي الوسطاء الثلاثة  ، الجسم الصلب
  :بالفعل ، T1  الثلاثية

بشكل تكون   O1N  حورالم  O1X1Y1  أنشأنا في المستوي  ψ  إذا علمنا الزاوية
  :معه الزاوية

)1-5(                                 ψ = ( O1X1 , O1N )  
 O1N  المحورأي عندما يدور  ، O1Z1الموجبة هي الزاوية المباشرة حول    ψوالزاوية  

  . O1Z1  عقارب الساعة بالنسبة لناظر ينظر من النهاية الموجبة للمحورحركة بعكس 
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 مستوياً  O1  ويتم ذلك بأن ننشئ من ، O1Zأنشأنا المحور    θ  الزاوية وإذا علمنا
في المستوي المنشأ   O1Zالمحور    O1  ثم نرسم من ، O1Z1  ويمر من  O1N  يعامد

  :بشكل تكون معه الزاوية
)2-5(                                 θ = ( O1Z1 , O1Z )  

 O1Z  أي عندما يدور المحور ، O1Nلمباشرة حول  الموجبة هي الزاوية ا  θوالزاوية  
  . O1N  عقارب الساعة بالنسبة لناظر ينظر من النهاية الموجبة للمحورحركة بعكس 

العمودي على المحور     B  مستويال  O1  أنشانا من  φ  الزاوية وإذا علمنا
O1Z ،   ويمر منO1N ،   ثم نرسم منO1    المحورO1X  شأ بشكل في المستوي المن

  :تكون معه الزاوية
)3-5(                                 φ = ( O1N , O1X )  

 O1X  أي عندما يدور المحور ، O1Zالموجبة هي الزاوية المباشرة حول    φ  والزاوية
  . O1Zبالنسبة لناظر ينظر من النهاية الموجبة للمحور   ،عقارب الساعةحركة بعكس 

المحور ،  O1Zالمحور الدوار   في المستوي العمودي على  O1من   ونرسم أخيراً
O1Y  بشكل:  

( O1X , O1Y ) = π / 2 
  . O1Zالموجبة هي الزاوية المباشرة حول    π / 2والزاوية  

  :فإذا أعطيت التوابع ،مباشرة ثلاثية قائمة  O1XYZتشكل الجملة   بالتالي
)4-5(                )(,)(,)( 321 tftftf === ϕψθ  
أي تحديد وضع الجسم الصلب بدلالة  ، Tإنشاء الثلاثية المتحركة    tكن في كل لحظة  أم

  لريوتسمى بزوايا أو ،اًوتكون الزوايا مستقلة عن بعضها بعض ، T1  الجملة الثابتة
(Euler’s Angeles).  

  
  العلاقات بين مجموعة الإحداثيات المتحركة ومجموعة الإحداثيات الثابتة4- 

نقل مجموعة من الإحداثيات منطبقة على الإحداثيات الثابتة  من الممكن
T1(O1X1Y1Z1) ،  إلى الوضع النهائي المعين بالإحداثيات المتحركةT(O1XYZ) ،  وذلك

  .بدوران الجملة الثابتة ثلاث مرات
المقيدة بالجسم   Tإحداثياته بدلالة الجملة المتحركة   ،من الجسم  M  اًجسيم دلذا نع

  :حيث ، x1 , y1 , z1هي    T1  وإحداثياته بدلالة الجملة الثابتة ، x , y , zهي  
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الثلاثية  دونع ، O1Z1حول المحور    T1 الدوران الأول يتم بدوران الجملة الثابتة 
يقع   *O1Yحيث   ،-5-4)الشكل( الموضحة في  *O1Z1NYالمساعدة القائمة والمباشرة  

  :وتكون الزاوية ، O1Nويعامد   ، O1X1Y1في المستوي  
ψ = ( O1X1 , O1N ) 

  
  
  
  
  
  
  

  -5-4)الشكل(
  :نحصل على -5-4)الشكل(من 

)5-5(                          
11

*
1

*
1

cos.sin

sin.cos

zz
YN.y

YN.x

=
+=

−=

ψψ

ψψ

  

  

 ، O1Nحول المحور    *O1Z1NY  المساعدة والدوران الثاني يتم بدوران الجملة
*  ة المساعدة القائمة والمباشرةيالثلاث دونع

11ZNYO  حيث ، -5-5)الشكل( الموضحة في
*

11YO   يقع في المستويO1Z1Y* ، حورالم وعمودي على  O1Z ، وتكون الزاوية:  
θ = ( O1Z1 , O1Z ) 

  
  
  
  
  
  
  

  -5-5)الشكل(

O1 

Z 
Z1 

M(N,Y*,z1) 

N 

),,( 1M zYN ∗

θ 

θ 
∗

1Y  

∗Y  

θ&

O1 

Z1 

M(N,Y*,z1) 

N 

Y* 

Y1 

ψ 

M(x1,y1,z1) 

ψ 
X1 

ψ&  
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  :نحصل على -5-5)الشكل(من 

)5-6(                            
NN

zYz

zYY

=
+=

−=

θθ

θθ

cos.sin

sin.cos.
*

11

*
1

*

  

*  لدوران الثالث يتم بدوران الجملة المساعدةوا
11ZNYO    حول المحورO1Z  ،

حيث  ،-5-6)الشكل( الموضحة في  O1XYZالثلاثية القائمة والمباشرة   أخيراً دونع
*  ينطبق على المستوي  O1XYالمستوي  

11NYO    فهو يعامدO1Z ، وتكون الزاوية:  
φ = ( O1N , O1X ) 

  
  
  
  
  
  
  

  -5-6)الشكل(
  :نحصل على -5-6)الشكل(من 

)5-7(                          
zz

yxY
yxN

=
+=

−=
∗ ϕϕ

ϕϕ

cos.sin.
sin.cos.

1  

  

NYY  بحذف الإحداثيات المساعدة ,, **
 ،الأخيرة ةالعلاقات الثلاثمجموعة ن م  1

  :نحصل على

)8-5(    

zyxz
zy

xy
zy

xx

)(cos)sin.(cos)sin.(sin
)cos.sin()cos.cos.cossin.sin(

)cos.cos.sinsin.(cos
)sin.(sin)sin.cos.coscos.sin(

)cos.sin.sincos.(cos

1

1

1

θθϕθϕ
ψθθψϕψϕ

θψϕψϕ
ψθψθϕψϕ

θψϕψϕ

++=
−++−+

+=
+−−+

−=

  

  بدلالة الوسطاء وذلك  ، T1  من الجسم الصلب بدلالة الجملة الثابتة  M  الجسيمإحداثيات 
θ  وψ و φ ، وبدلالة الإحداثيات  x , y , z .  

O1 

Z 

M(x,y,z) 

N 

Y 
*

1Y  φ 

 

φ 
X 

ϕ&
),,( 1M zYN ∗
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  :لدينا من جهة ثانية أن
)9-5(                               kji ... zyx ++=MO1  

  :نحصل على ، T1نسقط العلاقة على جملة المحاور الإحداثية الثابتة  

)10-5(                                          
111

111

111

kkkjki
jkjjji
ikijii

⋅+⋅+⋅=
⋅+⋅+⋅=
⋅+⋅+⋅=

...
...
...

1

1

1

zyxz
zyxy
zyxx

  

ة لمحاور هحصلنا على التجيبات الموج )58-(مع العلاقات  )5-10(فإذا قارنا العلاقات 
  :أنالأخذ بالحسبان عد ب، وذلك  T1الثابتة  بدلالة الجملة   T  المتحركةالجملة 

),,,),,(,),( 333222111 γβαγβαγβα k(j,i  
  :يكون

)11-5(             

θψβθψα
θγθϕγ

θψϕψϕβ
θψϕψϕα

θϕγ
θψϕψϕβ
θψϕψϕα

sin.cos,sin.sin
cos,sin.cos

cos.cos.cossin.sin
cos.sin.coscos.sin

sin.sin
cos.cos.sinsin.cos
cos.sin.sincos.cos

33

32

2

2

1

1

1

−====
====

+−==
−−==

==
+==
−==

11

11

1

1

1

1

1

j.ki.k
k.kk.j

j.j
i.j

k.i
j.i
i.i

  

  
تطبيقات  ،السرعة والتسارع ،هاوإيجاد إن لزوايا أولر في دراسة العلاقات الحركية

 إذ من الصعب جداً ،مقبلة دراساتهمة في حركة الجيروسكوب التي سنراها بالتفصيل في م
لهندسي للعلاقات المستخرجة الشكل ا فهم حركة الجيروسكوب بصورة جيدة إذا لم يفهم تماماً

  .من هذه الفقرات
  

  الثلاثية المتحركة5- 
 i1 , j1 , k1  حيث ، T1(O1X1Y1Z1)الجملة الإحداثية الثابتة فترض أن ن

       حيث ، T(O1XYZ)ولتكن الجملة الإحداثية المتحركة  ،ة لمحاورهايالمتجهات الواحد
i , j , k  ا ينطبق على مبدأ الجملة  مبدؤهو، المتجهات الواحدة لمحاورهاT1 ، يمكن أن و

  :نكتب
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12-5)(                       

kjidk

kjidj

kjidi

...

...

...

333231

232221

131211

aaa
dt

aaa
dt

aaa
dt

++=

++=

++=

  

، على المحاور الإحداثية المتحركة وتمثل مركبات المشتق ،توابع للزمن  agh  الأمثالحيث 
  :لديناولتحديدها 

13-5)(                                   1=== 222 kji  
14-5)(                               0=== i.kk.jj.i  

  

  :بدلالة الزمن )(5-13 نشتق العلاقة

0===
dtdtdt
dk.kdj.jdi.i  

  :ينتج ،)(5-12 بالعودة إلى العلاقات

15-5)(                    
0.).().(

0).(..(

0).().(.

333232

232221

131211

=++

=++

=++

2

2

2

kjkik
kjji)j

kijii

aaa

aaa

aaa

  

  :ما يلي ،)(5-15 لاقاتتعطي الع )(5-14و  )(5-13 العلاقتين بالاستناد إلى
0,0,0 332211 === aaa  

 

  :بدلالة الزمن )(5-14علاقات احدى  وباشتقاق

0=+
dtdt
dkikdj ..  

  :ينتج وبعد الإصلاح ،)(5-12 نبدل في العلاقات
0,0,0 211213313223 =+=+=+ aaaaaa  

  :نضع
raqapa === 123123 ,,  
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  :ينتج ،)(5-12نبدلها في 

16-5)(                            

jidk

kidj

kjdi

..

..

..

pq
dt

pr
dt

qr
dt

−=

+−=

−=

  

 Tفإذا كانت حركة الجملة  ، ةحركلمتبمعادلات الثلاثية ا )(5-16وتعرف العلاقات 
ثلاث  ،معينة بدلالة الزمن  r , q , pكانت عندها التوابع  ،  T1  معينة بدلالة الجملة الثابتة

فإن ذلك  ،ثة توابع بدلالة الزمنثلا   r , q , pوبالعكس لو أعطينا   ،مجاهيل ةمعادلات بثلاث
  .يوافق كل اختيار لهذه القيم حركة خاصة به

  

في حين كانت المناقشة أعلاه  ، tفي البرهان أعلاه أجرينا الاشتقاق بدلالة الزمن  
ونحصل عندها  ،بدلالة أي وسيط أردنا ويمكن الاشتقاق، على أنها زمن  t  لا تتعرض لـ

  .)(5-16 على علاقات مطابقة للعلاقات
  

  Angular Velocity                                         السرعة الزاوية  6- 
وانتقلت  ،في حالة حركةالمقيدة بجسم المغزل الدوار   T  الثلاثيةأن إذا فرضنا 

حصلنا على  ، φ+dφ , ψ+dψ , θ+dθإلى الوضع    φ , ψ , θمحاورها من الوضع  
فهناك إذن ثلاث سرع زاوية هي  ، O1Z , O1N , O1Z1  ورثلاثة دورانات حول المحا

θψϕ &&& المغزل لجسم معدل التأرجح والتقدم والدوران  التي تعين كل منها على الترتيب  ,,
محمولة على   &ψو  ON  محمولة على  &θو  O1Z  محمولة على  &ϕحيث  ، لدوارا

O1Z1 ، 5-7الشكل( كما هو مبين في-(.  
  

 بحيث ، O1Z , O1N , O1Z1  للمحاور يةالمتجهات الواحد  k , u , k1لتكن  
  :هي،  Tالثلاثية  جملة محاور بدلالة   k1التجيبات الموجهة لـ  

θϕθϕθ cos,cos.sin,sin.sin  
  :يه ، Tبدلالة الجملة    uوالتجيبات الموجهة لـ  

0,sin,cos ϕϕ −  
  :هي ، Tبدلالة الجملة    kوالتجيبات الموجهة لـ  

1,0,0  
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  )-5-7الشكل(
  

هو ، الذي يتجه على امتداد المحور الآني للدوران  Ωومتجه الدوران الآني  
  :المجموع الهندسي لمتجهات الدوران الثلاثة

(17-5)                                          kukΩ ... ϕθψ &&& ++= 1  
  :وبالتعويض ينتج

kji
kjiΩ

.).(sin).(cos

).(cos).cos.(sin).sin.(sin

ϕθϕθϕ

ψθψϕθψϕθ

&&&

&&&

+−+

++=
 

  :ومنه

(18-5)                                
k

j
iΩ

).(cos
).sin.cos.(sin

).cos.sin.(sin

ϕψθ
θϕψϕθ

θϕψϕθ

&&

&&

&&

++
−+

+=

  

  

 هي  T  المتحركة المتجه الذي مركباته على محاور الجملة الإحداثية  Ω فرض وب
ω X, ω Y , ω Z ، أي:  

)19-5(                               kjiΩ ... ZYX ωωω ++=  
  :ينتج )5-18(مع  )5-19(بمقارنة 

(20-5)                                     
ϕψθω

θϕψϕθω

θϕψϕθω

&&

&&

&&

+=
−=

+=

.cos
.sin.cos.sin

.cos.sin.sin

Z

Y

X

  

جملة المحاور على   Ω  مركبات متجه الدوران الآني )5-20(وتحدد العلاقات 
  .(5-4)ة معادلات الحركة الكروية التي تتعين بمعرف،  T الإحداثية المتحركة 

dφ 

P 

Z1 
Z 

O 

h2 h1 
B 

N 

dψ 

dθ 
,O1 
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 ،موضعه  OPللدوران   المحور الآني يغير النقطة الثابتةالجسم حول  بحركة
عبارة عن سطح مخروط ينطبق   T1ويكون محله الهندسي في الفراغ الثابت أي الجملة  

حله أما م ،(Space Cone)الثابت  المخروط الفراغيويدعى ب،  O  ةالثابت النقطةرأسه على 
عبارة عن سطح فهو  ، Tأي الجملة  ، أي في الفراغ المتحرك، الهندسي في الجسم الصلب

 المتحرك مخروط الجسمب ويدعى،  O  النقطة الثابتةمخروط ينطبق رأسه أيضاً على 
(Body Cone)  8الشكل(كما هو مبين فيa-5-(،  وهذان المخروطان يتماسان على طول

يبدو كما لو أن  فإنه، ةالثابت لنقطةاركة الجسم الصلب حول وخلال ح ،محور الدوران الآني
  .مخروط الجسم يتدحرج على المخروط الفراغي الثابت

تكون مخروطات الجسم والفراغ  اًففي الحالة الخاصة عندما يكون الدوران ثابت
أما في الحالة العامة عندما يكون ، ويبقى مخروط الجسم يتدحرج على مخروط الفراغ، قائمة

    كما هو مبين في الدوران غير ثابت، لن تكون مخروطات الجسم والفراغ قائمة
  .ولكن يبقى مخروط الجسم يتدحرج على مخروط الفراغ، )-8b-5الشكل(
  
  
  
  
  

                                  a                                                         b 
  -5-8)الشكل(

 ،)-8b-5الشكل(بالنسبة للمخروط الفراغي كما في  اًخروط الجسم خارجيإذا كان م
أما إذا وقع المخروط الفراغي ضمن  ،(Direct Precession)تعرف الحركة بالتقدم المباشر 

درس هذه تس ،(Retrograde Precession)مخروط الجسم فتعرف بالحركة المتراجعة 
  .سكوبوحركة الجيرالحركات مرة ثانية بتفصيل أكبر عند دراسة 
 ،ثابت وٍلمست موازياً الجسم المتحرك يبقى حيث ،تطبيق ذلك على الحركة المستوية

ويصبح عندئذ مخروطي الجسم  ،يدور حول نقطة ثابتة تقع في اللانهاية كونهافتراض فيمكن 
 ،أسطوانتين تتقاطعان مع مستوي الحركة بمنحنيين هما المحل الهندسي في الجسمكوالفراغ 

ا في مالمار ذكره ،المرتكز الثابت أي، والمحل الهندسي الفراغي ،المرتكز المتحرك أي
المحور الآني للدوران مع مستوي الحركة  وتمثل نقطة تقاطع ،العامة الحركة المستوية

  .للسرع المعدومة  I  المركز الآني

O 
A

Ω  المخروط الفراغي  

 مخروط الجسم

ω  

O

Ω 
P مخروط الجسم 

E 

  المخروط الفراغي
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  Angular Acceleration                                      التسارع الزاوي7- 
وبفرض ، بالقيمة والاتجاه  Ωأثناء حركة الجسم يتغير متجه السرعة الزاوية  في 

كما هو مبين   Ω1و  Ωهما    t+dtو  tأن متجهي السرعة الزاوية في اللحظتين الزمنيتين  
،  Δt يمثل تزايد متجه السرعة الزاوية الموافق للفترة ΔΩ المتجه عندئذ، -9a-5)الشكل(في 

  :نسبةوتسمى ال

t∆
∆

=
Ω

avE  

إلى الصفر نحصل على متجه   Δtوعندما تتناهى  ، بمتجه التسارع الزاوي الوسطي
  :التسارع الزاوي الآني

dtttt
dΩΩ

=
∆
∆

== →∆→∆ 00 limlim avEE  

لجسم صلب يتحرك في الفراغ، هو مشتق متجه السرعة   Eفمتجه التسارع الزاوي  
أيضاً، وبالمقارنة   ω  وفي مقدارها  Ωفي اتجاه   بالنسبة للزمن، ويمثل التغير  Ωالزاوية  

فقط   εمع حالة الدوران في الحركة المستوية حيث تقيس القيمة العددية للتسارع الزاوي  
  . ωالتغير في مقدار السرعة الزاوية  

  

، لا يوازيه  E  مشتقهف ،ىفي المنح ليس ثابتاً  Ω ه السرعة الزاوية متج بما أنو
 كما هو مبين في  t  الموافقة لمختلف الأزمنة ( OA = Ω ) المتجهات  O  فإذا رسمنا من

فراغياً يسمى براسم خطى  منحنياً خطاً  Ωنهاية المتجه    Aرسمت النقطة  ، )-9b-5الشكل(
 سرعتها  متجه كونيف  Aنصف قطر شعاعي للنقطة    Ω  كانإذا و ،متجه السرعة الزاوية

U   ساوييعلى مسارها:  

(21-5)                          E==== ΩVU
dt
d

dt
d OAA  

،  Ωالسرعة الزاوية   متجهاتعلى المنحني المرسوم برؤوس  يتجه مماساًو
،  Aيساوي هندسياً متجه سرعة النقطة الذي   E  الآني التسارع الزاويمتجه واتجاهه يساير 

لا ينطبق على منحى  أنهو، المسمى بمحور التسارع الزاوي  OEومحمول على المحور  
 دالذي يع ،وذلك على عكس الدوران حول محور ثابت ، Ωمتجه السرعة الزاوية الآنية  

  .حالة خاصة من هذه الحالة
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                     a                                                                    b 
  )-5-9الشكل(

  

يصبح عمودياً على   Eثابتاً فإن متجه التسارع الزاوي    ωوعندما يبقى مقدار  
يمثل السرعة الزاوية التي   *Ω، وفي هذه الحالة إذا كان المتجه   Ωمتجه السرعة الزاوية  

عند تشكيل مخروط الفراغ، عندئذ تصبح علاقة التسارع الزاوي   Ωيدور بها المتجه  
  :بالشكل

(22-5)                                       ΩΩ ∧= *E  
ن العلاقة بين المتجهات  إحيث ، -5-10)الشكل(يمكن رؤية هذه العلاقة بوضوح في 

E  وΩ  وΩ*   10)الشكل(فيa-5-  بين المتجهات  نفسها هي تماماً العلاقةΩ  وV  وr   في
لمتجه جسم صلب بالنسبة  على  M  النقطةالتي تحدد علاقة سرعة  ،-10b-5)الشكل(

  .والسرعة الزاوية للجسم  Oمن   اوضعه
  
  
  
  
  
  

                         a                                                               b 
  )-5-10الشكل(

  

معرفة معادلات الحركة بفيمكن تعيينها القيمة العددية للتسارع الزاوي الآني أما 
  :من العلاقة، (5-4)الكروية 

(23-5)                                           ωε
dt
d

=  

O

P P1 
P2 

E 

Ω 
A 

E 

E O 

P P1 

Eav 

∆Ω 

Ω 
Ω1 

∆Ω 

Ω 

V 
r 

O 

M 

 مخروط الجسم

O 

 راغمخروط الف

Ω* 

E 
Ω 

A 



266 
 

على المحاور  طهوذلك إذا عرفت مساق، بسهولة  E  المتجهيمكن تعيين طول كما 
ينتج أن مساقط التسارع الزاوي على محاور  (5-23)فمن العلاقة ،  Tالإحداثية لمتحركة  

السرعة الزاوية على المحاور  لمتجهات المساقط المناسبة الإحداثيات المتحركة تساوي مشتق
  :أي ،بالنسبة للزمننفسها 

(24-5)     ZZYYXX ,, ωεωεωε
dt
d

dt
d

===
dt
d  

  
  الخطية السرعة 8-

يعين مكانه بدلالة الجملة ف ،لجسم الماديةجسيمات احد أ  M الجسيم  إذا كان
  OM  ر الشعاعي للجسيميمثل نصف القط بمتجه ،المقيدة بالجسم المادي  Tالمتحركة  

  :المحدد بالعلاقة
)25-5(                                     kji .z.. ++= yxOM  

ثابتة بدلالة وهي ،  Tبدلالة الثلاثية المتحركة    Mالجسيم   إحداثياتتمثل   x , y , z  حيث
  .مقيدة بالجسم الصلب  Tلأن الثلاثية   ،الزمن

  :من جهة أخرى لدينا

)26-5(                              
111

111

111

kjik
kjij

kjii

...

...
...

333

222

111

γβα
γβα

γβα

++=
++=
++=

  

  :بدلالة الزمن )5-25(نشتق العلاقة 

)27-5(                         kjiV &&& ..y. zx
dt
d

++== OMM  

kjiمتى حسبنا المشتقات    VMتعين متجه السرعة  يو &&& إلا أن الاشتقاق  ، ,,
بطريقة مباشرة أبسط وأسرع من   VMالحصول على المتجه   ويمكن ،المطلوب طويل وممل
  .الطريقة المذكورة أعلاه
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الذي مركباته على محاور  متجه السرعة الزاوية المطلقة  Ω فرض وب، بالفعل
  :أي ، p , q , r  هي  T  الجملة الإحداثية

)28-5(                                     kjiΩ ... rqp ++=  
  :يمكن كتابة ما يلي

)29-5(       
jikkjikΩ

kijkjijΩ
kjikjiiΩ

..)...(
..)...(
..)...(

pqrqp
prrqp
qrrqp

−=∧++=∧
+−=∧++=∧
−=∧++=∧

  

  :يكون )5-16( علاقات الثلاثية المتحركةبالمقارنة مع 

(30-5)                                      
kji
jki
ikj

&

&

&

=−

=+−

=−

..

..

..

pq

pr

qr

  

  :نحصل على )5-27(بدل هذه المعادلات بالمعادلة ن
)31-5(   )...(... kjiΩkΩjΩiΩV zyxzyx ++∧=∧+∧+∧=M  

  :أي
(32-5)                                             OMM ∧= ΩV  

كسرعته ، )-5-11الشكل(كما هو مبين في   Mمنه يمكن تعيين سرعة أي جسيم  
قيمته العددية وتحدد ،  OPالمحيطية الناتجة عن الحركة الدورانية حول المحور الآني  

  :(5-31)للعلاقة  بحاصل الضرب الشعاعي
(33-5)                                     1M .sin.. hrV ωαω ==  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )-5-11الشكل(

V 

O 

X 

Z 

Y 

X1 

Z1 

Y1 

h1 

M 

Ω 

r 

P 

α 



268 
 

ومقداره يتغير بمرور  ، OP  تمثل بعد الجسيم عن محور الدوران الآني  h1حيث  
المار بالمحور الآني   MOPعمودياً على المستوي    VMويتجه متجه السرعة   ،الزمن

، يتغير بمرور الزمن  h1إلا أن المقدار   ،إلى ناحية دوران الجسم،  M  للدوران والجسيم
  .من هذه المعادلة الجسيمبالتالي لا يمكننا تعيين تسارع 

  

في الحركة الدورانية لجسم صلب  اتعلاقة توزع السرع (5-32)وتشبه العلاقة 
الآني  بالمحور كما ذكرنا نسمي هذا المحور . Ωويوازي    O  حول محور يمر من

تتحول مع   Ωن  ولأ ، O  يمر من  Ωيوجد متجه    tفي كل لحظة   لأنه ،للدوران
kji &&& أن توزع سرعات جسيمات  ظوهكذا نلاح،  φ , ψ , θ  التي تتحول بدورها مع  ,,

يشابه توزع السرعات في الحركة ،  tالجسم في حركته الكروية وفي اللحظة المعطاة  
  .حول محور ثابت الدورانية

  

بدلالة مساقطه على أي من محاور ، تحليلياً  VMتعيين سرعة أي جسيم  كما يمكن 
المثبتة تثبيتاً صلباً ،  Tبدلالة الجملة الإحداثية    VM  مركبات السرعةفنعين ، الإحداثيات

  :(5-32)تعطينا العلاقة حيث ، والمتحركة معهبالجسم 

 (34-5)                             
zyx

ZYX ωωω
kji

ΩV =∧= OMM  

  :أي
(35-5)             kjiV )..()..()..( YXXZZY xyzxyz ωωωωωω −+−+−=M  

  :المقيدة بالجسم هي  Tعلى جملة المحاور المتحركة    VMحيث مركبات السرعة  
(36-5)    xyVzxVyzV ..,..,.. YXZXZYZYX ωωωωωω −=−=−=  

يمكن تعيين مركبات  نفسها الطريقةب ،لر الحركيةيتدعى هذه العلاقات بمعادلات أو
  . T1بدلالة الجملة الإحداثية الثابتة    VM  السرعة
(37-5) 1Y11X1Z11X11ZY11Z1Y1X ..,..,..

11
xyVzxVyzV

1
ωωωωωω −=−=−=  

1Z1YXحيث  ,,
1

ωωω   تمثل مركبات متجه السرعة الزاوية المطلقةΩ   على محاور الجملة
  . T1 بدلالة الثلاثية الثابتة  Mالجسيم   إحداثياتتمثل   x1 , y1 , z1 و ، T1  الثابتة الإحداثية
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على المحور اللحظي للدوران في  يقعلجسم امن   M(x , y , z) كان الجسيموإذا 
 ينطبقان على المستقيم  Ωوالمتجه    OMفإن نصف القطر الشعاعي   ،لحظة مفروضة ما

جملة محاور الهذه السرعة الزاوية على ط ومنه مساق، المحور الآني للدوران أي على، نفسه
  :أي، متناسبة الإحداثية المتحركة

(38-5)                                 
ZYX ωωω

zyx
==  

وهذا  ،الواقعة على المحور الآني للدوران معدومة الجسيماتأن سرع  الاهتماممع الأخذ بعين 
 الجسيماتجميع  (5-38) وتحقق المعادلة ،(5-36)و (5-35) ما نلاحظه في المعادلتين

تدعى هذه المعادلات ، تلك اللحظة الزمنية المفروضة على المحور الآنيالمادية الواقعة في 
ويمكن بطريقة مشابهة  ،بمعادلات المحور الآني للدوران في مجموعة الإحداثيات المتحركة
  . T1  كتابة معادلة المحور الآني للدوران بالنسبة لمجموعة المحاور الثابتة

  
  الخطي التسارع9- 

 ، O  منه النقطة الثابتةالجسم المتحرك حول خطي لجسيمات التسارع اليتم تعيين 
  :بدلالة الزمن )5-32(من اشتقاق المعادلة 

(39-5)                                       )( OMM ∧= ΩA
dt
d  

  :نحصل على ( dΩ/dt = E )إبدال بالاشتقاق وب
(40-5)                                 MM OM VΩA ∧+∧= E  

  :ويمكن أن نكتب
(41-5)                                               21M AAA +=  

  :)-5-12الشكل(كما هو مبين في  هو محصلة تسارعين  M  الجسيمومنه تسارع 
  :المعينة بالعلاقة  A1المركبة الأولى  

(42-5)                                              OM1 ∧= EA  
التسارع ومتجه   M  الجسيموهي تعامد المستوي المار في  ،المركبة الدورانية للتسارع تمثل

حول   εوتتجه باتجاه دوران  ،  VMنطبق على اتجاه السرعة الخطية  تولا ،  E الزاوي 
  :والقيمة العددية لها هي،  O  ةالثابت النقطة

(43-5)                                     21 .sin.. hrA εβε ==  
  . E  المتجهحامل عن   M  هو بعد  ( h2 = Mm2 )و  ( OM = r )حيث 
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  )-5-12الشكل(
  

  :المعينة بالعلاقة  A2أما المركبة الثانية  
(44-5)                                               M2 VΩA ∧=  
ومتجه السرعة   M  الجسيموتقع في المستوي المار من  ،للتسارع ركبة المحوريةالم فتمثل

حو ن  Mm1  وفق وتتجه ، VMو  Ω  وهي عمودية على كل من المتجه ، Ωالزاوية  
  :والقيمة العددية لها هي ،المحور الآني

(45-5)                              1
2o

M2 .90sin.. hVA ωω ==  
  . Ω الآني  محور الدورانعن   M  هو بعد ( h1 = Mm1 )و  ( VM = ω . h1 )حيث 

  

  :وتكون القيمة العددية للتسارع الخطي لجسيم من الجسم المتحرك
(46-5)               2/1

21
2
2

2
1M )]cos(..2[ 21 AA ∧++= AAAAA  

  :بالتعويض
(47-5)   2/12

21
42

2
22

1M )]cos(....2..[ 21 AA ∧++= ωεωε hhhhA  
  .ي حالة الدوران حول محور ثابتف (3-30)بسهولة نلاحظ أن هذه العلاقة تنطبق مع العلاقة 

  

المحاور الإحداثية على   M  للجسيم  AMأما العلاقات المعينة لمساقط التسارع  
  :(5-40)نحصل عليها من الجداءات الشعاعية للعلاقة ف ، T  المتحركة

yzzyzyx .... VVyzA ωωεε −+−=  

 (48-5)            zxxzxzy .... VVzxA ωωεε −+−=  
xyyxyxz .... VVxyA ωωεε −+−=   

كذلك  ،في هذه المعادلات (5-36) من العلاقة  VMيمكن تعويض قيم مساقط المتجه   حيث
  . T1  يمكن حساب هذه القيم بدلالة جملة المحاور الثابتة نفسها الطريقةب

O 

P 

E 

ω 

Ω  

m1 

m2 VM r 
A 

M
A2 

A1 α β 

Ω  

h2 
h1 

E 
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  Mلأي جسيم    A، ومتجه التسارع الخطي   Vنلاحظ أن متجه السرعة الخطية  
والفرق الوحيد بين ، بق في حالة كون المحور ثابتاًتعطى بنفس التعبيرات التي تنط، في الجسم

هو أنه في حالة الدوران حول ، والدوران حول نقطة ثابتة، حالة الدوران حول محور ثابت
بسبب التغير في اتجاه    Ωمركبة عمودية على    Eنقطة ثابتة يكون لمتجه التسارع الزاوي  

Ω   ومركبة في اتجاه ،Ω  ة العددية لـ  بسبب التغير في القيمω  ، وبالرغم من أن سرعة
إلا أن تسارعها في تلك ، أي نقطة على محور الدوران الآني ستكون في تلك اللحظة معدومة

وبالمقابل فإنه في حالة الدوران ، غير ثابتة في الاتجاه  Ωلأن  ، اللحظة لن يكون معدوماً
، حدة في اتجاه المحور الثابتمركبة وا  Eيكون لمتجه التسارع الزاوي  ، حول محور ثابت

كما أن النقط التي تقع على محور الدوران الثابت لن ،  Ωبسبب التغير في القيمة العددية لـ  
  .يكون لها سرعة خطية وتسارع خطي

  
  -5-1مسألة

دون انزلاق على سطح مسنن مخروطي آخر   Mيتدحرج المسنن المخروطي  
 النقطتينالمطلوب تعيين سرعة كل من ، -5-13)شكلال(في التركيبة المبينة في ،  Nثابت  

B  وC    بدلالةVA   النقطةسرعة  A    مركز المسنن المخروطيM .  
  

  :الحل
  
  
  
  
  
  

  

  -5-13)الشكل(
يجب ،  Nدون انزلاق على سطح المخروط الثابت    Mحتى يتدحرج المخروط  

سطح  نقطنفس سرعات ،  OBالواقعة على المستقيم    Mالمخروط المتحرك   لنقطأن تكون 
 تساوي النقطسرعات هذه  فإنبالتالي ، لانعدام الحركة النسبية فيهم،  Nالمخروط الثابت  

  .الصفر

B 

A 

C 

O 

N 

hA 

hC 

M 

P 
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هي   Nبتدحرجه على سطح المخروط الثابت    Mكما نلاحظ أن حركة المخروط  
لدوران   OPويكون محور الدوران الآني  ، اًيبقى ثابت  Oحيث الرأس  ، حركة كروية
الذي يمس به المخروط المتحرك المخروط ،  OBعلى المستقيم   منطبقاً  Mالمخروط  

بالتالي تكون القيمة العددية لمتجه السرعة الزاوية لحركة ، لأن سرعة نقاطه معدومة، الثابت
  :(5-33)وفق العلاقة ، المخروط

sec/radAA /hV=ω  
  . OBي للدوران  عن المحور الآن  A  النقطةتمثل بعد   hAحيث  

  : C  النقطةبالتالي تكون سرعة 
sec/mCC h.ωV =  

  . OBعن المحور الآني للدوران    C  النقطةتمثل بعد   hCحيث  
  :وبما أن

ACAC 22 VVhh =⇒=  

  .( VB = 0 )الواقعة على المحور الآني للدوران فتكون معدومة   B  النقطةأما سرعة 
  

   -5-2مسألة
بحيث أن  ،تؤخذ كمبدأ للإحداثيات  O  منه جسم صلب حول نقطة ثابتةيتحرك 

  :هي ، OXYZالسرعة الزاوية للجسم على محاور الإحداثيات الثابتة   متجه طمساق

35,
2

cos5,
2

sin5 ZYX === ω
π

ω
π

ω tt  

 ،اهوتسارع الجسم على  M  النقطةسرعة ين يعت (t = 1  sec)في الزمن المطلوب 
  .( z = 0.3 ) و ( y = 0.2 )و  ( x = 0 )الثابتة  الاحداثية الإحداثيات على المحاور يذ
  

  :الحل
 عند ةالزاوي السرعةيجب أن نحسب مركبات  ، Mللنقطة  السرعة الخطية لحساب 

  :لديناحيث  ،( t = 1  sec ) الزمن

35,0
2

cos5,5
2

sin5 ZYx ===== ω
π

ω
π

ω  

  :القيمة العددية لمتجه السرعة الزاوية للجسمومنه 
sec/rad10)( 2/1222 =++= zyx ωωωω  
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السرعة  ، بالتالي تتعينفحسبالسرعة الزاوية ثابت بطوله متغير باتجاهه متجه أن  نلاحظ
  :حسب علاقات أولر، ابدلالة مساقطه  M  للنقطةالخطية 

sec/m12.05..
sec/m5.13.05..
sec/m3352.0..

XZ

XZY

ZYX

=×=−=
−=×−=−=
−=×−=−=

xyV
zxV
yzV

yωω
ωω
ωω

 

  : M  للنقطةالقيمة العددية للسرعة الخطية ومنه 
sec/m5.2)125.23()( 2/12/1222 =++=++= ZYX VVVV  

  

 فيجب أن نحسب مركبات التسارع الزاوي عند ،نقطةللالخطي  أما لحساب التسارع
  :لديناحيث  ،( t = 1  sec ) الزمن

0

sec/rad5.2
2

sin.
2
5

0
2

cos.
2
5

ZZ

2
YY

XX

==

−=−==

===

ωε

π
π

πωε

π
πωε

dt
d
dt
d
dt
d

 

     هو ( t = 1  sec )في الزمن    εالقيمة العددية لمتجه التسارع الزاوي  أن ومنه نلاحظ 
( ε = 2.5 π  rad/sec2 )،   ويتجه وفق المحورY  في الاتجاه السالب.  

تتعين وفق و ،على المحاور الثابتة ابدلالة مساقطه  M  للنقطةالتسارع الخطي  الي يتعينبالت
  :العلاقات

2
yzzyzyx sec/m64.10355.15.23.0.... =×+×−=−+−= πωωεε VVyzA  

2
zxxzxzy sec/m205335.... −=−×−=−+−= VVzxA ωωεε  

2
xyyxyxz sec/m5.75.15.... −=×−=−+−= VVxyA ωωεε  

  : M  للنقطةالقيمة العددية للتسارع الخطي ومنه 
22/12

z
2
y

2
x sec/m86.23)( =++= AAAA  
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   -5-3مسألة
تدور حول  ،( OC = a )طول ضلعها الطويل   OABCالشكل   ةلصفيحة مستطي

  :المطلوب تعيين، ثابت ملازماً لمستوٍ  OA  الصغير حيث يبقى ضلعها،  Oرأسها الثابت  
  .الوسطاء التي تحدد موضع الصفيحة بدلالة جملة ثلاثية ثابتة .1
  .متجه السرعة الزاوية .2
  .متجه التسارع الزاوي .3
  . Cالخطي للرأس   السرعة الخطية والتسارع .4

  

  :الحل
مقيدة   OXYZونأخذ جملة إحداثية  ،  O1X1Y1Z1الثلاثية الثابتة   نفرض .1

ينطبق على   OXومحورها  ،  O1على   Oبحيث ينطبق مبدؤها  ، بالصفيحة المستطيلة
يعامد مستوي   OZوالمحور  ،  OCينطبق على الضلع    OYومحورها  ،  OAالضلع 

  .-5-14)الشكل(في الصفيحة كما هو مبين 
 O1X ويحدد موقع المحور،  O1X1Y1  في المستوي  OXبالفرض يبقى المحور  

  :بالزاوية
ψ = ( O1X1 , O1X ) 

  :أي بالزاوية، الناظم على سطح الصفيحة  O1Zباتجاه    O1Yويحدد موقع  
  

θ = ( O1Z1 , O1Z ) 
  
  
  
  
  
  
  
  

  -5-14)الشكل(
  
  

O1 

Z1 
Z 

Y 

Y1 

θ 

X1 
ψ 

k 
i1 

j1 

k1 

i 

j 

X 

C 

B 

A 

O 

ψ&
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وأدرناها ،  O1X1Y1منطبقة على المستوي    t0فإذا كانت الصفيحة في اللحظة  
زاوية  ،  OXأي  ،  OAثم أدرناها حول ضلعها  ،  ψزاوية    O1Z1في مستويها حول  

θ    حصلنا على وضع الثلاثيةOXYZ    في اللحظةt  ، بالتالي يعين وضع الصفيحة في
  . θ و ψ  بالوسيطين  O1X1Y1Z1  الفراغ بدلالة الجملة الثابتة

  

 :المجموع الهندسي لمتجهات الدوران بأنه يساوي  Ω  متجه الدوران الآنييعين  .2

     (1)                                ikΩ .. θψ && += 1  
  :نحصل على،  O1Xنسقط العلاقة على المحور  ، ولتعيين مركباته على المحاور الثابتة
iiik ⋅+⋅= ..X θψω && 1  

  :بما أن
10 =⋅=⋅ ii,ik1  

  :يكونف
(2)                                                  θω &=X  

  :نحصل على،  O1Yعلى المحور   (1)العلاقة  بإسقاطو
jijk ⋅+⋅= ..Y θψω && 1  

  :بما أن
0sin =⋅=⋅ ji,jk θ1  

  :يكونف
(3)                                           θψω sin.Y &=  

  :نحصل على،  O1Zعلى المحور   (1)العلاقة  بإسقاطو
kikk ⋅+⋅= ..Z θψω && 1  

  :بما أن
0cos =⋅=⋅ ki,kk θ1  

  :يكونف
(4)                                          θψω cos.Z &=  

  :ركةبالتالي نحصل على علاقة متجه السرعة الزاوية بدلالة جملة المحاور المتح
(5)                  kjiΩ .cos..sin.. θψθψθ &&& ++=  

  
  



276 
 

 (5-20)بشكل سريع ومباشر من العلاقة  (5)كان بالإمكان الحصول على العلاقة 
  :بعد التعويض بـ

0sin,1cos0 === ϕϕϕ ,&  
  :نحصل على

θψωθψωθω cos.,sin., ZYX &&& ===  
  

إذ ، -5-14)شكلال(بمجرد التدقيق في (5) كذلك كان بالإمكان الحصول على العلاقة 
  :فيكون،  O1Z1هو المحور    &ϕوحامل  ،  O1Xهو المحور    &θن حامل  إ

هو   O1Yومسقطها على المحور  ،  &θهو    O1Xعلى المحور    &θمسقط  
  .هو الصفر  O1Zومسقطها على المحور  ، الصفر

هو   O1Yومسقطها على المحور ، هو الصفر  O1Xعلى المحور    &ψومسقط 
θψ sin.&  ،  ومسقطها على المحورO1Z    هوθψ cos.& .  

حور ومسقطها على الم،  &θهو    O1Xعلى المحور    Ω بالتالي يكون مسقط 
O1Y   هوθψ sin&  ،  ومسقطها على المحورO1Z    هوθψ cos.&  ،ومنه:  

θψωθψωθω cos.,sin., ZYX &&& ===  
 

  O1X1على المحور    &i.θفمسقط  ، على المحاور الثابتة  Ωأما مركبات المتجه  
ψθ  هو cos.&  ،حور  ومسقطه على المO1Y1    هوψθ sin.&  ،ويكون:  

ψωψθωψθω &&& ===
111 ZYX ,sin.,cos.  

  :بالتالي نحصل على علاقة متجه السرعة الزاوية بدلالة جملة المحاور الثابتة
 (6)              111 kjiΩ ..sin..cos. ψψθψθ &&& ++=  

  

 :بالعلاقة ، E  التسارع الزاوي الآنيمتجه يعين  .3

(7)                                                                       
dt
dΩ

=E  

  :بدلالة الزمن (6)نشتق العلاقة ، ولتعيين مركباته على المحاور الثابتة
(8)          111 kji .)cos..sin.()sin..cos.( ψψψθψθψψθψθ &&&&&&&&&& +++−=E  
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  :نحصل على،  O1Xنسقط العلاقة على المحور ، ولتعيين مركباته على المحاور المتحركة
ikijii ⋅+⋅++⋅−= 111 .)cos..sin.()sin..cos.(X ψψψθψθψψθψθε &&&&&&&&&&  

  :بما أن
0,sincos =⋅=⋅=⋅ ikij,ii 111 ψψ  

  :وعليه
(9)                      θψθψθε &&&&&& =+= 22

X sin.cos.  
  :نحصل على،  O1Yعلى المحور   (8)العلاقة  بإسقاطو

jkjjji ⋅+⋅++⋅−= 111 .)cos..sin.()sin..cos.(Y ψψψθψθψψθψθε &&&&&&&&&&  
  :بما أن

θθψθψ sin,cos.coscos.sin =⋅=⋅−=⋅ jkjj,ji 111  
  :وعليه

(10)                           θψθψθε sin.cos..Y &&&& +=  
  :نحصل على،  O1Yعلى المحور   (8)العلاقة  بإسقاطو

kkkjki ⋅+⋅++⋅−= 111 .)cos..sin.()sin..cos.(Z ψψψθψθψψθψθε &&&&&&&&&&  
  :بما أن

θθψθψ cos,sin.cossin.sin =⋅−=⋅=⋅ kkkj,ki 111  
  :وعليه

(11)                           θψθθψε sin..cos.Z &&&& −=  
  :بدلالة الجملة المتحركة  E  التسارع الزاوي الآنيمتجه يتعين وعليه 

    (12)     kji )sin..cos.()sin.cos..(. θψθθψθψθψθθ &&&&&&&&&& −+++=E  
  

  :من العلاقة ، C  السرعة الخطية للرأسمتجه يعين  .4
 (13)                                                           CO1C ∧= ΩV 

  :(5)لدينا من العلاقة ،  Tنه بدلالة جملة المحاور المتحركة  يولتعي
kjiΩ .cos..sin.. θψθψθ &&& ++=  

  :طياتمن المعو
    (14)                                         j.a=CO1  

  :بالتعويض
jkjiV .a∧++= ).cos..sin..( θψθψθ &&&

C  
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  :وبما أن
ijkjj,kji −=∧=∧=∧ ,0  

  :وعليه
    (15)                      ikV .aa θψθ cos.... && −=C  
  :وقيمته العددية
    (16)                   1/2222

C )cos.( θψθ && += aV  
 

  :(6)لدينا من العلاقة ،  T1ينه بدلالة جملة المحاور الثابتة  يولتع
111 kjiΩ ..sin..cos. ψψθψθ &&& ++=  

  :من المعطياتو
j.a=CO1  

  :بما أن
θθψθψ sin.,cos.cos.cos.sin. ==−= 111 kjjj,ij  

  :فيكون
1111CO kji )sin()cos.cos.()cos.sin.( θθψθψ aaa ++−=  
  :نحصل على بالتعويض

θθψθψ
ψψθψθ
sincos.cos.cos.sin.

sin.cos.
aaa−

= &&&
111

C

kji
V  

  

(17)    
11

1C

kj
iV

).(cos).sin.cos.cos.(sin

).cos.cos.sin.sin(

θθθθψψθψ

ψθψθθψ
&&&

&&

aa

a

+−+

−=  
  

 :(5-40) من العلاقة ، C  التسارع الخطي للرأسمتجه يعين  .5

    (18)                          2C1CC1C CO AAVΩA +=∧+∧= E  
  :كما يلي  Tمركباته بدلالة جملة المحاور المتحركة  تتعين و
  :تتحدد المركبة الأولى (14)و (12)من العلاقتين ف

00
sin..cos.sin.cos..

a

kji

θψθθψθψθψθθ &&&&&&&&&& −+=∧= CO11C EA  
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(19)                        kiA ..)cos.sin..( θθψθψθ &&&&&& aa +−=1C  
  :تتحدد المركبة الثانية (15)و (5)ومن العلاقتين 

θθψ

θψθψθ
&&

&&&

.0cos..
cos.sin.

aa−

=∧=

kji
VΩA C2C  

  

     (20)  kjiA )cos.sin.()cos.()sin..( 2222 θθψθθψθψθ &&&&& aaa ++−=2C  
  :ينتج (20)و  (19)وبجمع العلاقتين 

(21)        
ka

aa

)cos.sin.(

)cos.()cos.sin..2(
2

22

θθθψ

θθψθψθψθ
&&&

&&&&&&

++

+−−= jiAC  
  

 (17)إما أن نشتق العلاقة ،   T1ور الثابتة  على المحا  ACولإيجاد مركبات  
  .على محاور الجملة الثابتة (21)أو أن نسقط العلاقة ، بدلالة الزمن

  
   -5-4مسألة

     وزاويته الرأسية     ، ( AB = 2r = 40  cm )ج مخروط قطر قاعدته يتدحر
( 2α = 60o ) ، 15)الشكل(على مستو أفقي ثابت كما هو مبين فيa-5- ،ا كانت سرعة فإذ

  :المطلوب بإهمال الانزلاق تعيين ما يلي، ( VC = 60  cm/sec )مركز قاعدة المخروط 
  .السرعة الزاوية لحركة المخروط متجه .1
  .متجه التسارع الزاوي لحركة المخروط .2
  .من القاعدة  B  نقطةوأعلى ،  A  نقطةالسرعة الخطية لأخفض  .3
 . Bو  A  نقطتينالتسارع الخطي لل .4
 

  :الحل
 لنقاطكون ييجب أن ، على المستوي الأفقي الثابت Mحتى يتدحرج المخروط   .1

سطح المستوي الأفقي ال نقطنفس سرعات ،  OPالمخروط المتحرك الواقعة على المستقيم  
  .معدومةهذه  نقاط المخروطبالتالي تكون سرعات ، لانعدام الحركة النسبية فيهم، الثابت
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                  a                                                                  b 
  -5-15)الشكل(

  

أثناء في نلاحظ أن حركته ، لحركة المخروط  Ωولتعيين متجه السرعة الزاوية  
ويكون ، اًيبقى ثابت  Oحيث الرأس  ، الثابت هي حركة كروية يتدحرجه على المستوي الأفق

الذي يمس به   OAعلى المولد   اًطبقمنلدوران المخروط   OPمحور الدوران الآني  
، -15b-5)الشكل(لأن سرعة نقاطه معدومة كما هو مبين في ، المخروط المستوي الثابت

 :(5-33)وفق العلاقة ، بالتالي تكون القيمة العددية لمتجه السرعة الزاوية لحركة المخروط

1C1C Cc// VhV ==ω  

  :حيث
cm31030cos.Cc o

1 == r  
  :بالتعويض

sec/rad32310/60 ==ω  
 كما هو مبين في،  OPحول    VCالخطية   السرعةدوران اتجاه بويكون اتجاهه 

  .-14b-5)الشكل(
  

نلاحظ أنه عند دوران المخروط ، لحركة المخروط  Eالتسارع الزاوي  متجه لتعيين  .2
سم نهايته الدائرة الموضحة وتر، في المستوي الأفقي  Oحول    Ωيدور المتجه    Oحول  

سرعة   Uيساوي هندسياً المتجه    Eالتسارع الزاوي  متجه وبما أن ، -15b-5)الشكل(في 
بسرعة زاوية    OZتمثل سرعة محيطية حول    Uفي هذه الحالة فإن  ،  Ωنهاية المتجه  

Ω1    تحدد قيمتها العددية مثل تحديد السرعة الزاوية لدورانOC    حولOP : 
Cc/C1 V=ω  

 

B 

A 
O 

C 
2α VC 

B 

A 
O 

C 

VC 

VB 

Z 

c1 b1 
U E 
Ω 

ω1 r 

ω 
Ω1 

c 

P 
30 
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  :حيث
cm30)30(cosAB30cos.30cos.OA30cos.OCCc 2oooo ====  
  :بالتعويض

sec/rad230/601 ==ω  
 كما هو مبين في،  OZحول    VCالخطية   السرعة دوران اتجاهبويكون اتجاهه 

  .-15b-5)الشكل(
  :-15b-5)الشكل( المبين في منه نحصل على متجه التسارع الزاوي
ΩΩU ∧== 1E  

  :ه العدديةوقيمت
2

1 sec/rad6.9334)32(2. ===== ωωε U  
  

لأنها تقع ، ( VA = 0 )من القاعدة معدومة   A  نقطةإن السرعة الخطية لأخفض  .3
  . OPعلى محور الدوران الآني  

من القاعدة فتعين كسرعة دورانية حول محور   B  نقطةأما السرعة الخطية لأعلى 
  : OPالدوران الآني  

sec/cm120)32)(320(.Cc2.Bb 11B ==== ωωV  
  :Aسرعة دورانية حول المركز الآني  أو ك

sec/cm1206022AC)/(AB)/( CBCB =×==⇒== VVVV ω  

 كما هو مبين في،  OPحول    ωالزاوية   السرعةدوران اتجاه بويكون اتجاهها 
  .-15b-5)الشكل(
  

 :(5-41)من القاعدة وفق العلاقة   B  نقطةيعين التسارع الخطي لأعلى  .4

2B1BB AAA +=  
  :بـ (5-44)تعطى من العلاقة   Bارع  حيث المركبة المحورية لتس

B2B VΩA ∧=  
  :تساوي (5-45)وفق العلاقة  وقيمتها العددية

22
2

2
2

2
BB2 sec/cm416320)32(.Bb.90sin.. =×==== hVA o ωωω  

  .-5-16)الشكل(كما هو مبين في ،  OP  حو المحور الآنين  Bb1  وفق وتتجه
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  -5-16)الشكل(
  

  :بـ (5-42)قة تعطى من العلا  Bوالمركبة الدورانية لتسارع  
OB1B ∧= EA  

  :تساوي (5-43)وفق العلاقة  وقيمتها العددية
2oo

B1 sec/cm316040)34(90sin.AB.90sin.OB. =×=== εεA  

حيث يدور حوله   Eالعمودي على    ZOPوتقع في المستوي  ،  OBوتتجه عمودياً على  
  .-5-16)الشكل(كما هو مبين في ، أي باتجاه حركة اليد اليمنى،  εباتجاه دوران  

  

  :(5-46)وفق العلاقة   Bتكون القيمة العددية لتسارع  و
2/1o

B2B1
2
2

2
B1B ]120cos..2[ AAAAA B ++=  

  :بالتعويض

2

2/122
B

sec/cm3662180

)]5.0()3240)(3160(2)3240()3160[(

≈=

−++=A
 

  

  :(5-41)وفق العلاقة  من القاعدة  A  نقطةأما التسارع الخطي لأخفض 
2A1AA AAA +=  

  :بـ (5-44)تعطى وفق العلاقة   Aحيث المركبة المحورية لتسارع  
A2A VΩA ∧=  

  .A ( VA = 0 )وقيمتها العددية معدومة لانعدام السرعة الخطية للجسيم  
  :بـ (5-42)تعطى وفق العلاقة   Aوالمركبة الدورانية لتسارع  

OA1A ∧= EA  
  :وقيمتها العددية تساوي

2oo
A1 sec/cm316040)34(90sin.AB.90sin.OA. =×=== εεA  

c1 b1 Ω 
E 

Z 

C AA 

A1B 

O 
A 

B 
AB 

A2B 

30 
30 

30 

P 
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حيث يدور حوله   Eالعمودي على    ZOP وتقع في المستوي ،  OAوتتجه عمودياً على  
  .-5-16)الشكل(كما هو مبين في ، أي باتجاه حركة اليد اليمنى،  εباتجاه دوران  

  :تساوي  Aوتكون القيمة العددية لتسارع  
2

A1A sec/cm1.2773160 === AA  

  
   -5-5مسألة

وهو مثبت في ، لآلية تحكم عن بعد،  m  0.8وطوله  ،  OAيستخدم الذراع  
 Zتدور المجموعة كلها حول المحور  . للرأس المفصلي  Xحول المحور الأفقي   مفصل

إلى الأعلى بمعدل ثابت  نفسه كما يرفع الذراع في الوقت، ( n = 60  r.p.m )بسرعة ثابتة 
sec)/rad4( =β&.  

، ( β = 30o )الذي تكون فيه ، -17a-5)الشكل(المطلوب في الوضع المبين في 
  :يليإيجاد ما 

  . OAالسرعة الزاوية والتسارع الزاوي للذراع   .1
 . Aالسرعة الخطية والتسارع الخطي للطرف   .2

  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

                       a                                                                  b 
  -5-17)الشكل(

  

 Xحظ أنه يدور حول المحور  نلا،  OAلتعيين السرعة الزاوية الكلية للذراع   .1
 :-17b-5)الشكل(بسرعة زاوية كما هو مبين في 
sec/rad4..X iiiΩ === βω &

X  

β=30o 

O 

A 

Y 

Z 

n 

X 

X Y 

Z 

Ω 

O 
ωX 

ε 

ωZ ω 

ΩX 

ΩZ 
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  :بسرعة زاوية  Zوحول المحور  

sec/rad283.6.
60

.2. kknkΩ Z ===
π

ωZ  

  :المجموع الهندسي لمتجهات الدورانهو   OAبالتالي متجه السرعة الزاوية الكلية للذراع  
sec/rad)283.64( kiΩΩΩ +=+= ZX  

  

بسرعة   Zنلاحظ أنه يدور حول المحور  ،  OAين التسارع الزاوي للذراع  ولتعي
  :بالتالي فإن، ثابتة لا تتغير في المقدار ولا في الاتجاه  ωZزاوية  

0== ZZ Ω&E  
بالتالي فإن مشتقها وفق ، تتغير في الاتجاه  ωXبسرعة زاوية    Xويدور حول المحور  

  :هو (5-22)المعادلة 
2sec/rad13.254283.6 jikΩΩΩ =∧=∧== XZXX

&E  
  :التسارع الزاويالمجموع الهندسي لمتجهات هو   OAبالتالي متجه التسارع الزاوي للذراع  

2sec/rad13.25013.25 jj =+=+= ZX EEE  
  

 :نلاحظ أن المتجه الموضعي له محدد بـ،  Aلتعيين السرعة الخطية لنهاية الذراع  .2
m)0.4693.0(.sin.OA.cos.OA kjkjr +=+== ββOA  

  :هو (5-32)وفق المعادلة   Aومنه سرعة  

sec/m)77.260.135.4(
0.40.6930

6.28304 kji
kji

ΩV +−−==∧= OAA  

  

  :(5-40)فمن المعادلة ،  Aولتعيين التسارع الخطي لنهاية الذراع  
AA OA VΩA ∧+∧= E  

  :نحصل على

2sec/m)40.644.3810.20(
)6.4044.3805.10()05.10(

77.260.135.4
283.604

0.40.6930
013.250

kjiA
kjiiA

kjikji
A

−−=

−−+=

−−
+=

A

A

A
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   -5-6مسألة
يربط محرك كهربائي بقرص يدور بسرعة زاوية ثابتة منخفضة                    

( n0 = 120  r.p.m )،  أما غلافه وقاعدة تثبيته فهما ، -5-18)الشكل(في الاتجاه المبين في
بمعدل ثابت       Z1فإذا دارت المجموعة حول المحور الرأسي  ، في حالة سكون في البداية

( n1 = 60  r.p.m )  بزاوية ثابتة( γ = 30o )  ،المطلوب إيجاد ما يلي:  
 .السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للقرص .1

 .وط الجسم ومخروط الفراغمخر .2

 .في أعلى القرص في اللحظة الموضحة Aالسرعة الخطية والتسارع الخطي للنقطة  .3
  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

  -5-18)الشكل(
  

  Zمرتبطة بهيكل المحرك حيث يكون المحور    OXYZجملة المحاور   فرضب .1
الذي ،  Oخلال   في اتجاه المحور الأفقي  المار من  Xوالمحور  ، في اتجاه عمود المحرك

 :رأسي وفي اتجاه المتجه الواحدي  Z1والمحور  ، يدور المحرك حوله
kjk .sin.cos1 γγ +=  

  : Zمركبة حول المحور  ، نينلاحظ أن للسرعة الزاوية للمحرك والقرص مركبت
sec/rad460/120260/2 00 πn =×== ππω  

  : Z1ومركبة حول المحور  
sec/rad260/60260/2 11 πππω =×== n  

  

O 

C 

A 

γ 

Z 

Z1 

Y 

ω0  

n1 

OC=250 mm 
CA=125 mm 

X 
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  :عة الزاويةوبذلك تصبح السر

sec/rad)53()30sin.24()30cos.2(

)sin.(.cos.).sin.(cos.
..

oo

10110

10

kjkjΩ

kjkjk
kkΩΩΩ

+=++=

++=++=
+=+=

ππππ

γωωγωγγωω
ωω 110

 

  .-19a-5)الشكل(ومركباتها موضحة في 
  
  
  
  
  
  

                           a                                                       b 
  -5-19)الشكل(

  

  :(5-22)ويتعين متجه التسارع الزاوي للمحرك والقرص من العلاقة 

2
01

2
1101

1011

1

sec/rad4.68)30cos42()cos..(

)cos.sin.()cos.sin.cos.(

])sin.()cos.[().sin.(cos

..

iii
ii

kjkj

kkΩ 1

=××==

−+=

++∧+=

∧==

o

dt
d

ππγωω

γγωγγωγωω

γωωγωγγω

ωω

E

E

 

  

الذي هو العنصر   Ωيتعين مخروط الجسم ومخروط الفراغ بمتجه السرعة الزاوية   .2
 .-19b-5)الشكل(المشترك لمخروطي الجسم والفراغ الذي يمكن رسمه كما هو مبين في 

 

  :نعين المتجه الموضعي لها في اللحظة الموضحة  Aلتعيين السرعة الخطية للنقطة  .3
m)250.0125.0( kjr +=  

  :، وهي(5-34)وفق العلاقة   Aرعة النقطة  وتكون س

sec/m192.0
250.0125.00
530 iπππ −==

kji

VA  

  

Ω 

ω0=4π  
ωZ=5π 

ω=2π 
Z Y 

O 

πω 3Y=
γ=30o 

Z1 

  المخروط الفراغي

 مخروط الجسم

Z1 

Z Ω 

O 
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  :، وهو(5-40)يحدد وفق العلاقة   Aوتسارع النقطة  
M1M MO VΩA ∧+∧= E  

  :بالتعويض نحصل على

2sec/m83.1157.26

)192.0()53()250.0125.0(4.86

kj
ikjkjiA

+−=

−∧+++∧= ππM  

  
  الحر الجسم الصلبالعامة لحركة ة الحال10- 

     Independent Rigid Body Motion 
هي تلك الحركة التي يتحرك فيها  الحر أو الطليق لجسم الصلباحالة العامة لحركة ال

حركة أي جسم يتحرك حركة  ويتحرك مثل هذه الحركة ،الجسم الصلب كيفما شاء في الفراغ
أو ، أو طائرة تقوم باستعراضات دورانية في الجو، كحجر مقذوف، غير انسحابية في الهواء

  .قذيفة مدفع وهكذا
إحداثية ثابتة  ردد موضع الجسم في هذه الحالة بالنسبة لجملة محاويتحو

T(OXYZ)  ، نقطهمن  نقطبموضع أي ثلاث  O , B , C  ،لا تقع على استقامة واحدة.  
  
  
  
  
  
  

  -5-20)الشكل(
 

ينتقل   t2وعند اللحظة  ،  Iفي الوضع    t1نفرض أن الجسم يوجد عند اللحظة  
وحينئذ يمكن أن يحدث انتقال الجسم ، -5-20)الشكل(ن في كما هو مبي  IIضع  وإلى الم
  :بالطريقة التالية ( Δt = t2 - t1 )الزمنية  فترةالخلال 

  
  
  

X 
O 

Z 

Y 

I 
II 

I* 

O1 

B1 C1 B2 

C2 

O2 

ω  
D 
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من الجسم   O1  ةالاختياري النقطةنتقل تحيث ، ننقل الجسم أولاً بحركة انسحابية
والآن لكي ،  *Iوعندئذ يتخذ الجسم كله الموضع  ،  O2الذي يمثل القطب إلى موضع جديد  

 نقطة  O2كما لو كانت  ،  O2لابد من إدارته حول القطب  ،  IIننقل الجسم الى الموضع  
 فحسبيمكن إجراء ذلك استناداً لنظرية أويلر التي سبق إثباتها بانتقال دوراني واحد . ةثابت

 IIإلى الموضع    Iوهكذا يتحقق انتقال الجسم من الموضع  ،  O2Dللجسم حول محور ما  
  . Oالمار بالقطب    ODودوران حول المحور  ،  Oبانتقال انسحابي مع القطب  

عن الصورة الحقيقية   Δtزمنية اختيارية   فترةلكن هذا الانتقال لا يعبر خلال 
، ونحصل على الصورة الحقيقية للحركة بتقسيم زمن الحركة إلى فترات أولية ،لحركة الجسم
أي وضع المحور الآني ،  OPوضعاً نهائياً مناسباً  خلال كل منها   OD  يتخذ المحور

  .للدوران
  

بالنتيجة تكافئ حركة الجسم الصلب الطليق أو الحر في الحالة العامة في أي لحظة 
  :زمنية محصلة حركتين

الجسم الصلب بسرعة  كل نقطحيث تتحرك فيها  ،الحركة الأولى وهي انسحابية -
  .كقطب تاختير Oما منه   نقطةل  AO  وتسارع  VO واحدة وتسارع واحد مساوين لسرعة 

الحركة الثانية وهي سلسلة دورانات أولية حول المحاور الآنية للدوران المارة  -
  .-5-21)الشكل(كما هو مبين في   Ωبسرعة زاوية    Oبالقطب  

  
  
  
  
  
  

  -5-21)الشكل(
 

يكون عندئذ ، كحالة خاصة يمكن أن تكون حركة الجسم الحر حركة مستوية عامة
  .على مستوي الحركة عمودياً  Ωمتجه السرعة الزاوية  

  
  

P1 

P2 
P3 

O1 

O2 
O3 

ω1 

ω2 ω3 
V1 

V2 V3 

Ω3 Ω2 

Ω1 



289 
 

  الحر الصلب الجسم معادلات حركة11- 
لإيجاد معادلات حركة جسم طليق يتحرك بشكل كيفي بالنسبة لجملة محاور إحداثية 

جملة  دكما نع، قطباً للحركة ادهونع  Oمنه مثل   نقطةنختار ،  T'(O'X'Y'Z') ثابتة
التي تتحرك مع القطب ،  'Tالموازية لمحاور الجملة الثابتة   T1(OX1Y1Z1)المحاور 

كما هو مبين في  ، المقيدة بالجسم الطليق T(OXYZ)وجملة المحاور ، حركة انسحابية
  .-5-22)الشكل(
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  -5-22)الشكل(
  

نلاحظ أن وضعية الجسم الطليق في كل لحظة تتعين بشكل كامل إذا علمت وضعية 
بالنسبة لجملة المحاور   Tووضعية جملة المحاور المقيدة بالجسم  ،  O(xO,yO,zO)القطب 
بالتالي لتعيين وضع الجسم الطليق في كل ،  φ , ψ , θأي بمعرفة زوايا أويلر   ، T1الثابتة  

  :لحظة يجب معرفة العلاقات التالية

(49-5)                 
)(,)(,)(
)(,)(,)(

654

3O2O1O

tftftf
tfztfytfx

===
===

θψϕ
  

ويتعين الجزء الانتقالي من ، بمعادلات حركة الجسم الطليقتدعى هذه العلاقات 
وتعين المعادلات الثلاث الباقية الجزء ، حركة الجسم الطليق بالمعادلات الثلاث الأولى

  .الدوراني حول القطب كجسيم ثابت
  
  

  

X

Y 

Y1 X1 

P 

ψ 
φ 

θ 
O 

zO 

xO 
yO 

Y′

Z′ Z 

N 

X′

Z1 

O′
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  لجسيم من الجسم الصلب الحر السرعة الخطية12-.
، -5-23)الشكل(الطليق المبين في من الجسم   Mما   لنقطةلتعيين السرعة الخطية 

ومن ثم نرسم المتجه الموضعي لكل ، معلومة  VOعلى أن سرعته  ، قطباً  O  النقطةنعتبر 
  :وبالاستناد إلى الشكل يمكن أن نكتب العلاقة،  Mو  Oمن  

OMOM += rr  

  .ه ثابتاًبينما يبقى طول، أثناء حركة الجسم فحسبيغير اتجاهه   OMالمتجه   حيث
  
  
  
  
  
  
  

  -5-23)الشكل(
  

  : M  النقطةباشتقاق العلاقة تعين سرعة 

OMOMM dt
d

dt
d

dt
d

+== rrV  

  :حيث

)( OO Vr =
dt
d   تمثل سرعة القطبO .  

)( MOOM V=
dt
d  النقطةتمثل سرعة  M  الكروية حول القطب   افي حركتهO  ، والتي

  :أي، (5-32)تعين بالعلاقة 
OMMO ∧= ΩV  

  :بالتعويض
(50-5)                 OMOMOOM ∧+=+= ΩVVVV  

من الجسم الطليق أو الحر تساوي إلى المجموع  لنقطةأي أن السرعة الخطية 
 افي حركته ةالمدروس النقطةومتجه سرعة ، قطباً تي اختيرتال النقطةالهندسي لمتجه سرعة 

  .ةثابت كنقطةالمحسوب حول القطب 

O 

X' 

Y' 

Z' 
M 

O' 

VO 

VMO 
VM rM 

rO 

P 

Ω 
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  لجسيم من الجسم الصلب الحر رع الخطياستال13- 
، -5-24)الشكل(من الجسم الطليق المبين في   Mما   لنقطةلتعيين التسارع الخطي 

  :نحصل على (5-48)نشتق علاقة السرعة الخطية 

OMOMOMM dt
d

dt
d

dt
d

dt
d

∧+∧+== ΩΩVVA  

MOOM OM VΩV
dt
dA ∧+∧+= E  

  :حيث

)( OO AV =
dt
d   تمثل تسارع القطبO .  

)( 1OM A=∧E  تمثل مركبة التسارع الدوراني الناتج عن حركة الجسم حول القطب
  .(5-42)المعين وفق العلاقة ، ةثابت نقطةالمعتبر ك

)( 2MO AVΩ حول القطب  تمثل مركبة التسارع المحوري الناتج عن حركة الجسم ∧=
  .(5-44)المعين وفق العلاقة ، ةثابت نقطةك المحسوب

  
  
  
  
  
  
  
  

  -5-24)الشكل(
  :بالتعويض نحصل على

(51-5)                           2MO1MOOM AAAA ++=  
(52-5)                                      MOOM AAA +=  

من الجسم الطليق أو الحر تساوي المجموع الهندسي  لنقطةأي أن التسارع الخطي 
حول  افي حركته ةالمدروس النقطةومتجه تسارع ، الذي اختير قطباً النقطةلمتجه تسارع 

  .-5-24)الشكل(ويعين بالإنشاء كما هو مبين في ، ةثابت نقطةك المحسوبالقطب 

O 

VO 

E P 

K 

K1 

M 

A 
AO 

A2 

rM 
AMO 

A1 

AO 
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وتمت ، كقطب ترتبط به مجموعة الإحداثيات المتحركة  M  النقطةإذا تم اختيار 
 Ω  متجه السرعة الزاوية  O  نقطةلليظهر أن  ،دراسة حركة الجسم الصلب بالنسبة له

 ، 'Tللجملة كما في حالة دراسة الحركة بالنسبة  ،تماماً هنفس Eالتسارع الزاوي  متجهو ،هنفس
  .ن تماما عن موضع اختيار القطبلاعة الزاوية والتسارع الزاوي مستقرالس اإذن فمتجه

  
   -5-7مسألة

، ( ω1 = 6  rad/sec )حول المحور الأفقي بسرعة زاوية   CBيدور المرفق  
يربط . -5-25)الشكل(وهي ثابتة خلال فترة قصيرة من الحركة تشمل الوضع الموضح في 

بواسطة مفصل كروي عند كل طرف من   CBبالمرفق    ADالمرفق    ABالقضيب  
  :ما يلي، المطلوب إيجاد في اللحظة الموضحة. أطرافه
  . DAللمرفق    Ω2السرعة الزاوية   .1
  . ABللقضيب    Ωالسرعة الزاوية   .2
  . DAللمرفق    E2التسارع الزاوي   .3
  . ABللقضيب    Eالتسارع الزاوي   .4

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

  -5-25)الشكل(
  

واعتبار ، (5-50)باستخدام المعادلة   DAللمرفق    ω2تعين السرعة الزاوية   .1
رفق للم  ω1قطب لمعرفة حركته بسهولة من القيمة المعطاة للسرعة الزاوية    Bالمفصل  

CB  ،  مع الأخذ بالحسبان جملة المحاورBXYZ    المرتبطة بالمفصلB :  
BABABBA ∧+=+= ΩVVVV  

ω2 

A

B 

X 

Y 

Z 

D VA 

VB 

C 
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  :حيث السرعات
sec/mm600.100,.50 12 iiVjV === ωω BA  

  . ABوهو عمودي على    ABمتجه السرعة الزاوية للقضيب    Ωو  
  :المحدد بالعلاقة  BAوالمتجه  

mm10010050 kjir ++== ABBA  
  :السرعة نحصل على بالتعويض في علاقة

00100150
600.50 ZYX2 ωωωω

kji
ij +=  

 

  :نحصل على،  iو  jو  kومساواة معاملات حدود ووحدات المتجهات  
  

YX

ZX2

ZY

20
2

6

ωω
ωωω
ωω

−=
+−=
−+=−

 

  

  :DAللمرفق    ω2السرعة الزاوية   بجمع هذه المعادلات نعين
ω2 = 6  rad/sec 

  

ولا ،  VABلى عمودية ع  Ω  على أن  ABللقضيب    Ω  وتعين السرعة الزاوية .2
 :، ولهذا rABتكون عمودية أيضاً على    Ωأن   الفرضيمكن حلها إلا بإدخال 

0100100500 ZYX =++⇒=⋅ ωωωBArΩ  
مركبات متجه السرعة ، ويعطي ضم هذه المعادلة إلى معادلتين من المعادلات الثلاث السابقة

  :الزاوية
sec/rad3/10,sec/rad3/8,sec/rad3/4 ZYX =−=−= ωωω  

  : ABومنه متجه السرعة الزاوية للقضيب  
sec/rad)542)(3/2( kjiΩ +−−=  

  :وقيمته العددية
sec/rad52)542)(3/2( 2/1222 =++=ω  
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على طرفي  (5-51)بتطبيق المعادلة   DAللمرفق    E2ويتعين التسارع الزاوي   .3
  : ABالقضيب  

2AB1ABBA AAAA ++=  
BAABBA VΩrAA ∧+∧+= E  
  :وهي، لمماسيةبدلالة مركباتها الناظمية وا  Bو  Aحيث يعين تسارع الطرفين  

2
22

2
2 sec/mm).501800(.50.50 jijiA εεω +=+=A  

22
1 sec/mm3600.0.100 kikA =+= ωB  

  :ويعين أيضاً الجداءات
kjir )50100()100(50)100100( YXXZZY εεεεεε −+−+−=∧ ABE  

)10010050(20.)( 2 kjirrΩΩVΩ ++−=−=∧∧=∧ ABABBA ω  
  : iو  jو  kومساواة معاملات  ، ويعطي التعويض في معادلة التسارع

YX

ZX2

ZY

232
240

28

εε
εεε
εε

−=−
+−=+
−+=

 

  :DAللمرفق    ε2نعين التسارع الزاوي  بجمع هذه المعادلات 
ε2 = - 36  rad/sec2 

 

ولكنه ليس ،  rABعمودي على    ABللقضيب    Eويلاحظ أن متجه التسارع الزاوي  
  . Ωكما هو الحال بالنسبة لمتجه السرعة الزاوية    VABعمودياً على  

04420 ZYX =++⇒=⋅ εεεBArE  

  :ة أنويعطي ضم هذه المعادلة إلى معادلتين من المعادلات الثلاث السابق
2

Z
2

Y
2

X sec/rad12,sec/rad16,sec/rad8 −==−= ωωε  
  :ABللقضيب   ومنه متجه التسارع الزاوي

2sec/rad)342(4 kji −+−=E  
  :وقيمته العددية

22/1222 sec/rad294)342(4 =++=ε  
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 PROBLEMS                غير محلولة مسائل

  
 1 - مسألة

 بمعدل ثابت كما هو  Bعلى المخروط القائم الثابت    Aيتدحرج المخروط القائم  
.  sec  4كل    Bويدور دورة واحدة كاملة حول المخروط  ، -26a-5)الشكل(مبين في 

  . Aللمخروط    εالمطلوب حساب مقدار التسارع الزاوي  
  

 ε = 6.32  rad/sec2    :الجواب

  
  
  
  
  
  
  

                        a                                                            b 
  -5-26)لشكلا(

  
 2 - مسألة

الذي نصف قطر قاعدته  )right-circular cone(يتدحرج المخروط الصلب القائم 
r    وارتفاعهh    على السطح المستوي دون انزلاق، ويتحرك مركز القاعدة الدائريةB   في

. -26b-5)الشكل(كما هو مبين في   VBبسرعة ثابتة    Zمسار دائري حول المحور  
  .يجاد السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للمخروط الصلبالمطلوب إ

      r = 15  cm    ,    h = 26  cm    ,    VB = 15  cm/s:تفرض المعطيات التالية
  

  rad/sec    ,    ε = - 3.07 j  rad/sec 2     = 2.31 i ω :الجواب
  

B 

A 

O 

150mm 

150 mm 

Z1 

Z 

50 mm 
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   - 3مسألة
، بعدد دورات  Xت  حول المحور الثاب  Bللمسنن المخروط    OAيدور العمود  

مع   B، ويتشابك المسنن  -27a-5)الشكل(في الاتجاه الموضح في  (.n = 60  r.p.m )ثابتة 
، على طول مخروط الخطوة الذي نصف زاوية رأسه هي                Cالمسنن المخروط  

( γ = tan-1 3/2 ) ،  فإذا كان المسننC  وأن المحور  ، ثابتاً لا يدورY   العمود يدور مع
OA  ،السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للمسنن   المطلوب إيجادB .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

                          a                                                               b  
  -5-27)الشكل(

  
  4 - مسألة

الذي يتصل ، )Clevis(تثبيتاً مفصلياً في مشبك قائم الزاويتين   Aيثبت القضيب  
كما هو مبين في   Oحيث يستطيع الدوران حول المحور  ، بدوره بعمود رأسي

  θوتناقصت الزاوية  ، ( ω1 = ωo )، فإذا دار العمود بسرعة زاوية ثابتة -27b-5)الشكل(
  .المطلوب إيجاد السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للقضيب، ( ω2 = - p )بمعدل ثابت 

  
  rad/sec    ,    ε = - ωo p i  rad/sec2       = p j + ωo k ω:الجواب

  
  
  

O 

C 

A 

B 

Y 

X 

n γ 

2
3tan 1-=γ
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  5 - مسألة
. -28a-5)الشكل(تدور حول قاعدة ثابتة كما هو مبين في  )Crane(رافعة دوارة 

في الاتجاه  (.n1 = 2  r.p.m )بسرعة ثابتة مقدارها   Zتدور الرافعة حول المحور الرأسي  
الوقت ذاته يتم خفض الذراع بسرعة ثابتة             وفي ، المعاكس لدوران عقارب الساعة

( ω2 = 0.1  rad/sec )  . المطلوب إيجاد سرعة وتسارع نهاية الذراعP    في الوضع الذي
  . m 24يساوي    Boom( OP(، مع العلم أن طول الذراع ( β = 30° )تكون فيه 

  

 V = 3.48  m/sec    ,    A = 1.1  m/sec2    :الجواب

  
  
  
  
  
  
  
  
  

                 a                                                                          b 
  -5-28)الشكل(

  6 - مسألة
حول المحور الرأسي  )Fan(ومروحة  )Motor(تدور المجموعة المؤلفة من محرك

Z    المار من النقطة الثابتةO   بسرعة زاوية مقدارها( ω1 = 0.8  rad/sec ) وبتسارع ،
، وكلاهما بعكس دوران عقارب الساعة ، وتدور في ( ε1 = 12  rad/sec2 )زاوي مقداره 

، وبتباطؤ ( ω2 = 16  rad/sec )المروحة بسرعة زاوية  )Blades(الوقت ذاته شفرات 
 .)28b-5- الشكل(، وذلك بالنسبة للمحرك وفي الاتجاه المبين في (ε2 = - 2 rad/sec2)زاوي 

      المطلوب إيجاد السرعة الزاوية والتسارع الزاوي لشفرات المروحة في الوضع الموافق
θ = 30° ) (.  

  

  rad/sec , ε = - 1.73 i + 11.09 j + 11 k  rad/sec2   = 13.86 i + 8.8 k ω:الجواب
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  7 - مسألة
والذي بدوره يدور ،  OGمثبتة على العمود    rنصف قطرها   )Wheel(عجلة 

تتدحرج على  ( r = 20  cm )بفرض أن العجلة نصف قطرها . O النقطة الثابتة  حول 
، وأنها تتحرك  ( R = 60  cm )أرض أفقية دون انزلاق في قوس دائري نصف قطره 

كما هو مبين في   Yحول المحور الرأسي   ) rad/sec )ω  10 = 1بسرعة زاوية ثابتة 
  :المطلوب إيجاد ما يلي. -29a-5)الشكل(

  .السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للعجلة .1
  .هاوتسارع التي تقع على الخط الأفقي المار من مركز العجلة  A  سرعة النقطة .2

  rad/sec    ,    ε = - 300 i  rad/sec2      = 10 j – 30 k ω:الجواب
       V = 0.6 i - 0.6 j - 0.2 k  m/s    ,    A = - 20 i - 0.6 k  m/sec2  

  
  
  
  
  
  

  
                  a                                                                        b 

  -5-29)الشكل(
  8 - مسألة

بسرعة   Oالمار من النقطة الثابتة    yيدور قرص دائري حول محوره الأفقي  
ارب الساعة، وفي ، في الاتجاه المعاكس لدوران عق( ω2 = 3  rad/s )زاوية منتظمة تساوي 

بسرعة زاوية منتظمة تساوي    Zالوقت ذاته تدور المجموعة بأكملها حول المحور الرأسي  
( ω1 = 1  rad/sec )  29)الشكل(في اتجاه دوران عقارب الساعة كما هو مبين فيb-5- .
  :المطلوب إيجاد ما يلي

  .السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للقرص .1
 .هاوتسارع تقع على الخط الرأسي المار من مركز القرصالتي   Bسرعة النقطة   .2

  rad/sec    ,    ε = 3 i  rad/sec2   = 3 j + 1 k ω          :  الجواب
                   V = 1.75 i  m/sec    ,    A = -2.5 j - 2.25 k  m/sec2 
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  9 - مسألة
وله      ط  OBمثبتة على العمود    mm 30نصف قطرها   )Wheel(عجلة 

100  mm  ،  الذي يدور حول النقطة الثابتة O .  بفرض أن العمودOB   عمودي على
سطح العجلة، وأن العجلة تتدحرج على أرض أفقية دون انزلاق، وكلاهما يتحركان بسرعة 

وفق الاتجاه الموضح في   Yحول المحور الرأسي   ( ω1 = 2.4  rad/sec )زاوية ثابتة 
  .مطلوب إيجاد السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للعجلةال. -30a-5)الشكل(
  

  rad/sec    ,    ε = - 19.2 k  rad/sec2      = 8 i ω: الجواب

  
                            a                                                               b 

  -5-30)الشكل(
  

  10 - مسألة
حول المفصل   Dالمثبت في نهايته    Aمسنن المخروطي  وال  BDيدور العمود  

يقع في حالة تعشيق مع   Aن المسنن  إحيث .  Ball-and-Socket joint( B(الكروي 
يدوران حول محورهما الهندسي   Aن العمود والمسنن  إ، وC المسنن المخروطي الثابت  
يجاد السرعة الزاوية والتسارع المطلوب إ. ( ω1 = 8  rad/sec )بسرعة زاوية ثابتة تساوي 

، وذلك في اللحظة التي تكون فيها المجموعة في الوضع المبين في  Aالزاوي للمسنن  
  .-30b-5)الشكل(
  

  rad/sec    ,    ε = - 27.38 k  rad/sec2      = 4.38 i + 12.9 j ω:الجواب
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  11 - مسألة
  Zمحور الرأسي  حول ال )Fire truck(سيارة الإطفاء  )Ladder( يدور سلم

، وكلاهما ( ε1 = 0.8  rad/sec2 )وبتسارع زاوي ( ω1 = 0.15  rad/sec )بسرعة زاوية 
  Xوفي الوقت ذاته يدور السلم باتجاه الأعلى حول المحور  ، بعكس دوران عقارب الساعة

ي التي تقع ف  Bد سرعة النقطة  اجالمطلوب إي. ( ω2 = 0.6  rad/sec )بسرعة زاوية ثابتة 
  .-31a-5)الشكل(وذلك في الوضع المبين في  هاوتسارع نهاية السلم

  
  :الجواب

V = - 1.56 i - 3.6 j + 6.24 k  m/sec , A = - 7.23 i - 3.98 j - 2.16 k  m/sec2  

  
                  a                                                                 b 

  -5-31)شكلال(
  

  12 - ةمسأل
               بسرعة زاوية  Zيدور سلم سيارة الإطفاء حول المحور الرأسي  

(ω1 = 0.15  rad/sec) ، وبتسارع زاوي( ε1 = 0.2  rad/sec2 ) وكلاهما بعكس دوران ،
 بسرعة زاوية   Xوفي الوقت ذاته يدور السلم باتجاه الأعلى حول المحور  ، عقارب الساعة

( ω2 = 0.6  rad/sec2 ) وبتسارع زاوي ،( ε2 = 0.4  rad/sec2 ) . د سرعة اجإيالمطلوب
  .)-31b-5الشكل(في الوضع المبين في  هاوتسارع التي تقع في نهاية السلم  Bالنقطة  

  
  V = -1.56 i - 3.6 j + 6.24 k  m/s    ,    A = - 1 i - 6.39 j + 2 k  m/sec2: الجواب
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  الفصل السادس
  Resultant Motion of a Particle  مادي يملجسالحركة المركبة 

  
  الحركة المركبة تعريف1- 

الجسم الصلب بدلالة جملة إحداثية  حركةو الجسيمفي الفصول السابقة ناقشنا حركة 
جسم صلب حركة مادي أو  جسيمونصادف في المسائل الميكانيكية التطبيقية حركة  ،ثابتة

وبالتالي نسمي ، رها بدلالة جملة إحداثية أخرى ثابتةبدو بدلالة جملة إحداثية تتحرك هي أيضاً
  .بدلالة الجملة الثابتة بالحركة المركبة أو المطلقة هذه الجسم الصلب حركة أو الجسيمحركة 

كانت  ،فإذا تدحرجت كرة على سطح باخرة تتحرك بدورها بدلالة الشاطئ الساكن
الجملة  التي تمثللنسبة للباخرة لكرة بالنسبة للشاطئ هي محصلة حركة تدحرجها بااحركة 

الجملة الإحداثية  الذي يمثلوحركتها وهي مقيدة بالباخرة بدلالة الشاطئ  ،الإحداثية المتحركة
وفي أبحاث الحركة تعتمد طريقة تحليل الحركة المركبة إلى مركبتين على إدخال ، الثابتة

  .جملة إحداثية مساعدة تتحرك بدلالة جملة إحداثية ثابتة
  

  المركبة تمثيل الحركة2- 
تحرك بدلالة جملة إحداثية يعندما   Mمادي   لجسيمالحركة المركبة  تحصل

T(OXYZ) ،  تتحرك بدورها بدلالة جملة إحداثية ثابتةT1(O1X1Y1Z1)   كما هو مبين في
في حين تكون الجملة  ،مقيدة بجسم مادي متحرك  T  الجملةتكون حيث ، -6-1)الشكل(

  .ه ساكناًدمقيدة بجسم مادي نع  T1  الإحداثية
  
  
  
  
  
  
  
  

  -6-1)الشكل(

O1 

Z1 

X1 

Y1 

O 

X 

Y 

Z 
B 

A C 

D 

E 

F 

Va 

Ve 

Vr 

M 
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تدعى بالحركة النسبية   T  بدلالة الجملة الإحداثية المتحركة  M  الجسيمإن حركة 
(Relative Motion) ،هذه الحركة التي يلاحظها ناظر ثابت في الجملة المتحركة  T  

 ،لنسبية بالمسار النسبياكته في حر  ABالخط    M  الجسيمويسمى مسار  ،والمتحرك معها
وتكون مماسة للخط  ، Vrويرمز لها بـ   ،هي السرعة النسبيةخلالها   M  الجسيموسرعة 

AB  النقطة في  M  .أما التسارع النسبي فهو يبين تغير السرعة النسبية بتغير الزمن، 
  :النسبية ويرمز له بـ والذي يحدث خلال الحركة 

rr VA
dt
d

=  

بما فيها الجسم الصلب المقيد بهذه الجملة ،  Tما حركة الجملة الإحداثية المتحركة  أ
تدعى بالحركة   T1بدلالة الجملة الثابتة   ،وثيقاً الفراغ المتصلة بها اتصالاً جسيماتوكل 

     (Mouvement d’Entrainement)أو بالحركة الجرية  (Transport Motion)المكتسبة 
 ،الذي استعمل لرمز هذه الحركة في هذا الكتاب  eويقابلها الرمز  ، فرنسيةوفق المراجع ال
بالجملة  ةالمقيد  P  النقطةوأن سرعة  ، M  جسيمبالمسار المكتسب لل  CDويدعى المسار  

مثل ي  tفي اللحظة    Mالمتحرك   الجسيمنطبق عليه يي ذال ، Tالإحداثية المتحركة  
في النقطة   CDوتكون مماسة للخط   ، Veز لها بـ  موير ، M  جسيمالسرعة المكتسبة لل

M ، الذي و ،بتغير الزمن أما التسارع المكتسب فهو يبين ذلك التغير في السرعة المكتسبة
  :لجملة الإحداثية المتحركة ويرمز له بـ ليحدث خلال الحركة المكتسبة 

ee VA
dt
d

=  

تدعى بالحركة  ، T1للجملة الإحداثية الثابتة  بالنسبة   M  الجسيمي حركة لبالتا
في حركته   M  الجسيمرسم يو ،(Absolute Motion or Resultant) المحصلةالمطلقة أو 

المطلقة ونرمز للسرعة  ،هو المسار المطلق  EF  مساراً  T1المطلقة حول الجملة الثابتة  
فهو يبين ذلك  التسارع المطلق أما،  Mفي النقطة    EFوتكون مماسة للمسار   ، Vaبـ  

  :رمز له بـ وي، بتغير الزمن طلقةالتغير في السرعة الم

aa VA
dt
d

=  
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حيث تكون  ،وكتطبيق على مثال حركة الكرة التي تتدحرج على سطح الباخرة
  وسرعة هذه الحركة هي السرعة النسبية ،الحركة النسبية هي حركة الكرة بالنسبة للباخرة

Vr    في اللحظةt ، وسرعة  ،والحركة المكتسبة للكرة هي حركة الباخرة بالنسبة للشاطئ
هي سرعة   t  الكرة في اللحظة الزمنية امن سطح الباخرة التي تنطبق عليه النقطة تلك
أما حركة الكرة بالنسبة للشاطئ فهي الحركة ، في هذه اللحظة للجسيم  Veة المكتسبة  كرحال

  . t  للكرة في اللحظة  Va  وسرعتها هي السرعة المطلقة ،لقة للكرةالمط أوالمركبة 
  

  اتتركيب السرع3- 
 ةالمقيد  P( x , y , z ) النقطةعلى   t  نطبق في اللحظةيي ذال  M  الجسيم دنع

  في اللحظة  T1بدلالة الجملة الثابتة    Pإحداثيات  لتكن و ، Tبالجملة الإحداثية المتحركة  
t   هيP( x1 , y1 , z1 )   الجسيم أما إحداثيات، -6-2)الشكل(كما هو مبين في  M   في هذه

 يمكننا كتابة العلاقةو ، M( x1 , y1 , z1 )هي ف  T1بدلالة الجملة الثابتة    t اللحظة 
  :لشعاعيةا

OMOOMO 11 +=  
  :لىنحصل ع،  M( x , y , z ) لمتحركةابدلالة الجملة   Mبتعويض إحداثيات  

)kji ... zyx +++= OOMO 11                  (1-6  
  Tفي حين تتحرك الجملة   ، Tبدلالة الجملة المتحركة  تحرك ي  M  الجسيم وبما أن

 كما تتحول أيضاً ،تتحول مع الزمن  x , y , z  وبالتالي القيم ، T1بدورها بدلالة الجملة  
  .المتحركة بدلالة الزمنلمحاور الجملة   i , J , k  المتجهات الواحدية

  
  
  
  
  
  
  
  

  -6-2)الشكل(
X1 

Y1 O1 

Z1 

i1 
j1 

k1 X 

i 

j 
Y k 

Z 

O 

M,P 



304 
 

  :(6-1)نشتق العلاقة 
(2-6)          )...()...( kzjixkzjyixVV &&&&&& ++++++= yOM  

  :حيث الحد الأول من الطرف الثاني هو مجموع سرعتين هما
VO   سرعة القطب  متجهO  ومتجه السرعة  ،بدلالة الجملة الثابتة)...( kji &&& zyx ++ 

  :الذي يمثل بالعلاقة
(3-6)                                   OP∧=++ eΩkji &&& ... zyx  
حول   T  المتحركة متجه الدوران الآني في حركة الجسم المقيد بالجملة الإحداثية  Ωeحيث  
  :ومركباته هي ،القطب

kjiΩe ... rqp ++=  

  :يمثل بالعلاقة  OPوالمتجه  
kji ... zyx ++=OP  

  :الجداء الشعاعي نحسبللتأكد من ذلك 
(4-6) jikΩ,ikjΩ,kjiΩ eee ...... pqrpqr −=∧−=∧−=∧  

التي تبين علاقة مشتق المتجه الواحدي ، (5-16)علاقات الثلاثية المتحركة وبالمقارنة مع 
  :ـب والمعطاة ،المتحركة لمحاورل

(5-6)       kji,jik,ikj &&& =−=−=− ...... pqrpqr  
  :نحصل على (6-5)و  (6-4)من 

(6-6)                  kΩk,jΩj,iΩi eee ∧=∧=∧= &&&  
  :نحصل على (6-3)بالتعويض في 

P/OOP VΩkjiΩ
k)ΩjΩiΩkji

ee

eee

=∧=++∧=
∧+∧+∧=++

)...(
()()(.

zyx
zyxz.y.x &&&

 

 الجسيم ايهنطبق علي يتالو ، Tبالجملة المتحركة   ةالمقيد النقطة وكما ذكرنا ه  Pو  
  . tفي اللحظة    M  المتحرك
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  :يمثل (6-2)لعلاقة لبالتالي الحد الأول من الطرف الثاني 
(7-6)             eVVVVkjiV ==+=+++ PP/OOO

&&& ... zyx  
  . T1بدلالة الجمة الثابتة    P  النقطة لأنها تمثل سرعة  M  للجسيمالسرعة المكتسبة 

في حركته بدلالة  الجسيمفيمثل سرعة  ،(6-2)أما الحد الثاني من الطرف الثاني من العلاقة 
  :يكون بحيث ، M  للجسيمفهو يمثل السرعة النسبية  ، Tالجملة المتحركة  

(8-6)                                     rVkji =++ ... zyx &&&  
  :نحصل على (6-2)منه بالتعويض في

re VVV +=M  

فهو يمثل  ، O1حول القطب الثابت    M  الجسيميمثل سرعة  (6-2)في العلاقة   VMفالحد  
  :ومنه ينتج ، T1ي حركته بدلالة الجملة الثابتة  ف  M  للجسيمعة المطلقة رالس

(9-6)                         rea VVVV +==M  
فالسرعة  ،وبما أن متجهات السرعة تتجه على امتداد المماسات للمسارات المتناظرة

 فهي تمر في ، Veوالمكتسبة    Vrهي المجموع الهندسي للسرعتين النسبية   للجسيمالمطلقة 
M  ،لاع المرسوم على المتجهين  وتنطبق على قطر متوازي الأضVr  وVe   كما هو مبين
  .-6-3)الشكل( في
  
  
  
  
  
  

  -6-3)الشكل(
  

فإن  ، αتساوى    Veو  Vrوإذا كانت الزاوية المحصورة بين اتجاهي المتجهين  
  : القيمة العددية للسرعة المحصلة تعطى بـ

(10-6)                    2/122 )cos..2( αrerea VVVVV ++=  
  
  
  

Vr 

Ve 

Va 

α 
M 



306 
 

  التسارعاتتركيب 4- 
  :(6-2)علاقة السرعات  لتعيين علاقة التسارعات لدينا

)...()...( kjikjiVV zyxzyx &&&&&& ++++++= OM  

  :نشتق بدلالة الزمن
)...(2)...()...( kzjyixzyxzyx &&&&&&&&&&&&&&&&&& +++++++++= kjikjiAA OM  

:الحد حيث
 

  

(11-6)    eAAAVAkjiA =+=+=+++ P/OOP/OOO dt
dzyx )...( &&&&&&  

  .مثل التسارع المكتسبي
  :الحد لدينا أيضاًو

(12-6)                              rr AVkji ==++
dt
dzyx ... &&&&&&  

  .مثل التسارع النسبيالذي ي
  :يساوي إلىأما الحد الأخير فهو 

)(2)...(2
)]()()([2)...(2

ree

eee

VΩkjiΩ
kΩjΩiΩ

∧=++∧=
∧+∧+∧=++

zyx
zyxkzjyix

&&&

&&&&&&&&&
 

  :نضع مساواة الحد الأخير على الشكل
                                    (13-6) cre AVΩ =∧ )(2  

  

 ،(Complementary Acceleration)ويسمى بالتسارع المتمم  ،له أبعاد التسارع  Acحيث 
لعالم الفرنسي جوستان كوريوليس نسبة ل ،(Coriolis Acceleration)أو تسارع كوريوليس 
(Justin Coriolis) يميز و ،الذي اشتهر بأبحاثه في مجالات الميكانيك النظرية والتطبيقية

ير في كذلك التغ ،خلال الحركة المكتسبة  Vrالتغير في متجه السرعة النسبية  هذا التسارع 
حاصل الضرب  يويساوي ضعف ،خلال الحركة النسبية  Veمتجه السرعة المكتسبة  

وقيمته العددية  ،للجسيمبالسرعة النسبية  ،الشعاعي للسرعة الزاوية خلال الحركة المكتسبة
  :تعطى بـ 

(14-6)                           βω sin.2 rec VA =  
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 على المستوي تجه هذا التسارع عمودياًيو ،  Ωeو  Vr  الزاوية المحصورة بين  β  حيث
  : βالزاوية   ةوقيم  Ωeعلى اتجاه   ويمكن تعيينه استناداً ،  Ωeو  Vr  بـ المحدد

= β )فإذا كانت الزاوية   π / 2 )،  يكفي تدوير  فإنهVr  حيث ينطبق على  بAc  
  .-4a-6)الشكل(كما هو مبين في ،  ωe باتجاه دوران 
> β )كانت الزاوية وإذا   π / 2 )،  كفي إسقاط  يفإنهVr   على المستوي العمودي

كما هو مبين  ، ωe باتجاه دوران   Acبحيث ينطبق على    Vrثم تدوير مسقط   ، Ωeعلى 
  .-4b-6)الشكل(في 

  
  
  
  
  
  

                         a                                                                   b 
  -6-4)الشكل(

  

  :بـ  أخيراً  Mللجسيم    Aaويعطى التسارع المطلق  
(15-6)                       crea AAAAA ++==M  

في الحالة العامة المجموع الهندسي للتسارع النسبي  كما لا يساوي  Aaفالتسارع المطلق  
  .لمتممالتسارع ا لهمابل ينبغي أن نجمع  ،المكتسبالتسارع و
  

  انعدام تسارع كوريوليس5- 
2)(ينعدم تسارع كوريوليس  rec VΩA   :في الحالات التالية  =∧

  

أي عندما تكون السرعة الزاوية للحركة المكتسبة في اللحظة  ،( Ωe = 0 )عندما  -
 بمعنى ،الحركة المكتسبة انسحابية أي أن، للصفر ةأثناء الدوران المكتسب مساويفي المعطاة 

فهو معدوم حول أي قطب نختاره  ، Oمعدوم حول القطب    Tأن دوران الجملة المتحركة  
  .ةملجفي هذه ال

  
  

Vr 

Vr 
β 

M M 

90o 90o 

90o 
Ac Ac 

Ωe Ωe 
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والمنطبقة على أوضاع   T  المقيدة بالجملة المتحركة  P  الجسيموتؤول حركة 
 لتكتسب كبالتالي  ، T1حركة انسحابية بدلالة الجملة الثابتة  إلى  ،في كل لحظة  M الجسيم 

 في حركته هوتسارع  Oوتسارعات متسايرة تساير سرعة القطب   سرعاً  M  سيماتالج
  . T1بدلالة  

  :ومنه تصبح السرعة المطلقة
rrea VVVVV +=+= O  

  :أما التسارع المطلق
rrea AAAAA +=+= O  

  

السرعة النسبية تساوي الصفر في اللحظة تكون أي عندما  ،( Vr = 0 )عندما  -
في حالة اتزان بدلالة  وفه ، Tثابت بدلالة الجملة المتحركة    M  الجسيم التاليب ،المعطاة

  .أيضاً اًمعدومله  التسارع النسبي  Arويكون   ،هذه الجملة
  P  الجسيمإلى حركة   T1بدلالة الجملة الثابتة    M  الجسيموتؤول حركة 

  .المنطبقة عليه بدلالة هذه الجملة
  :قةومنه تصبح السرعة المطل

P/OO VVVVV Pea +===  

  :أما التسارع المطلق
P/OO AAAAA Pea +===  

  

أي عندما تحدث الحركة  ،( Vr // Ωe )وبالتالي  ،( α = π )أو  ( α = 0 )عندما  -
لهذا  موازياً  Vrأو إذا كان المتجه   ، Ωeلمحور الدوران المكتسب   النسبية في اتجاه موازٍ

 .المحور في اللحظة المعطاة

  T  الجملة المتحركةفي حركته بدلالة   t  في اللحظة  M  الجسيمفإذا اكتسب 
حول القطب   Tلدوران الجملة المتماسكة المقيدة بـ    Ωeسرعة توازي السرعة الزاوية  

O  في اللحظة  t    ذاتها انعدم عندها التسارع المتممAc  في هذه اللحظة.  
  :ومنه تصبح السرعة المطلقة

rrea VVVVVV ++=+= P/OO  

  :أما التسارع المطلق
rrea AAAAAA ++=+= P/OO  
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 علاقة التسارع المطلقو ،(6-9) المطلقة ةيمكن استخدام علاقة السرعبالنتيجة 
التي تحتوي على أجزاء تنزلق فوق بعضها  ،الحركي للتركيبات الآليةتحليل ال في (15-6)

  .سبية والمطلقة للمحاور المنزلقة والحلقاتن من ربط الحركات الناإذ تمكن العلاقت ،اًبعض
  

في دراسة حركات  ،جداً اًويكون مفهوم تسارع كوريوليس من جهة ثانية مفيد
التي تتأثر حركاتها بشكل كبير بدوران  ،القذائف ذات المدى البعيد وغيرها من الأجسام

الحقيقة مجموعة  لا تمثل في ،ن مجموعة الإحداثيات القائمة المرتبطة بالأرضإإذ  ،الأرض
فلذا فإن  ،كمجموعة دورانية دإذ أن مثل هذه المجموعة يجب أن تع ،المقارنة النيوتونية

بالنسبة  هاوتحليل العلاقات التي تم استخراجها في هذا الفصل ستسهل دراسة حركة الأجسام
  .لمجموعة الإحداثيات القائمة المرتبطة بالأرض

  
 -6-1 مسألة

عكس باتجاه   ω0ثابتة   ةور يمر بمركزه بسرعة زاويحول مح دائري يدور قرص
  Vبسرعة ثابتة قدرها    A  الجسيمتحرك يوعلى قطر من أقطاره  ،الساعة قاربع حركة

  .-5a-6)الشكل( كما هو مبين في، بالنسبة للقرص
  .له المطلقالتسارع والسرعة المطلقة   t  في اللحظة وجدوأ، اشرح حركة الجسيم

  

  :الحل
مركبة من مجموع بأنها حركة ، عند كل وضع له  Mاسة حركة الجسيم  يمكن در

  :حركتين هما
تمثل  ،مقيد بالقرص الذي يدور حول محور مار في مركزه ووه  A  الجسيمحركة 

 ، ( ωe = ω0 )هاة ثابتة قدروهي حركة دورانية منتظمة بسرعة زاوي ،الحركة المكتسبة له
  .( θ = ω0 . t )الزاوية   tدور في اللحظة  يو

ة ميتقسموهي حركة  ،بالنسبة للقرص تمثل الحركة النسبية له  A  الجسيمحركة و
قطع في يو ،( Vr = V ) تحرك عليه بسرعة ثابتة قدرهايو ،منتظمة مسارها قطر القرص

  .( OA = V . t )المسافة   t  اللحظة
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  :للجسيم لدينا  Va  سرعة المطلقةلحساب ال
rea VVV +=  

  :للجسيم تساوي إلى  Ve السرعة المكتسبة حيث 
tVV eee ..OA. ωω ==  

  :تساوي إلى هلـ  Vr  السرعة النسبيةو
VVr =  

كما في   Vrو  Vaبالتالي السرعة المطلقة الكلية للجسيم تساوي المجموع الهندسي لكل من  
  :وقيمتها العددية، -5b-6)الشكل(

2/122
0

2/122 ).1()( tVVVV rea ω+=+=  

  
  
  
  
  
  
  

                     a                                    b                                  c 
  -6-5)الشكل(

  

  :العلاقة لدينا،  Aa  للجسيملحساب التسارع المطلق 
crea AAAA ++=  

الحركة المكتسبة للجسيم  لأن ،فحسب هو تسارع ناظميللجسيم   Ae  التسارع المكتسبحيث 
  :لهوالقيمة العددية  ،منتظمةالية ورانداللقرص احركة ممثلة ب

tVOAAA e
n
ee ... 2

0
2 ωω ===  

حركة مستقيمة الحركة النسبية للجسيم ممثلة ب لأن، لجسيم معدومل  Ar  النسبي والتسارع
  :أي ،منتظمة

0=rA  
  :لعلاقةفإنه يعطى با  Ac  أما تسارع كوريوليس

αω sin..2 rec VA =  

Vr 

Ve 

Va 
Vr 

A A 

Ac 

Aa 
Ae O O θ θ 

V 

A 

O θ 

ω ω ω 
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العمودي على مستوي حركة القرص   Ωeو  Vrالزاوية المحصورة بين المتجهين    αحيث  
  :ومنه بالتعويض، ةيدوماً في الحركة المستو ( α = π / 2 )بالتالي فإن ، والمار من مركزه

VAc .2 0ω=  

 للجسيم  Vr  السرعة النسبيةمتجه ران بدو ،تسارع كوريوليس اتجاهمنحى وونحصل على 
  .حركة القرص أي اتجاه،  ω0  دوران في اتجاه  π / 2 زاوية قدرها 

 في هو مبين كما  Aeو  Acيساوي المجموع الهندسي لكل من   بالتالي التسارع الكلي
  :وقيمته العددية ،-4c-6)الشكل(

).4(.)...4()( 22
00

2/1224
0

24
0

2/122 tVtVVAAA cea ωωωω +=+=+=  
  

 -6-2 مسألة
في المستوي الشاقولي حول محور  ( R = 1 m )نصف قطرها تدور حلقة دائرية 

).( باتجاه معاكس لدوران عقارب الساعة وفق المعادلة،  Oمار من المفصل   tπϕ = ،
تمثل   tو ، مع الأفق وتقاس بالراديان  OAتمثل الزاوية التي يصنعها القطر    φحيث  

  .بالثانيةالزمن ويقاس 
 على محيط الحلقة باتجاه دوران عقارب الساعة وفق المعادلة  Mويتحرك الجسيم  

).( ts π=، حيث  s  6)الشكل(كما في ، تمثل المسافة المقطوعة وتقاس بالمترa-6-.  
  :في اللحظاتوعين مميزات حركته ،  Mاشرح الحركة المركبة للجسيم  

( t1 = 0.5 sec )  و( t2 = 1 sec ).  
  

  :الحل
مركبة من مجموع بأنها حركة ، عند كل وضع له  Mيمكن دراسة حركة الجسيم  

  :حركتين هما
الذي يدور حول   OX1Y1بدلالة الجملة   حلقةمقيد بال ووه  M الجسيم حركة 

وهي حركة دورانية  ،للجسيمتمثل الحركة المكتسبة  ، Oمن المفصل الثابت  محور مار 
).( المعادلة وفق منتظمة tπϕ )sec)/radها ة ثابتة قدربسرعة زاويو، = πϕω == &e 

).( الزاوية  tفي اللحظة   الحلقة وتدور ،باتجاه معاكس لحركة عقارب الساعة tϕϕ &= .
)OM.(سرعة خطية مكتسبة ثابتة قدرها   Mخلالها يكون للجسيم   ϕ&=eV ،على  عمودية
وتسارع خطي ناظمي مكتسب ثابت قدره ،  ωeباتجاه دوران   OMنصف قطر الدوران  

)sec/m.OM.OM( 222 πω === e
n
ee AA ،  يتجه دوماً من موقع الجسيمM   نحو

  . Oمركز الدوران  
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  OXحيث  ،  OXYالمقيدة بجملة المحاور   حلقةللبالنسبة   M  الجسيمحركة و
وفق منتظمة  دائريةوهي حركة  ،للجسيمالنسبية  تمثل الحركة،  OAينطبق على القطر  

)OM.(المعادلة  ts π==، وباتجاه حركة عقارب الساعة ،الحلقة محيطمسارها و، 
)sec)/m ثابتة قدرهانسبية تحرك عليه بسرعة يو π== sVr تمس الحلقة في موقع  &

)/sec/m(وبتسارع نسبي ثابت قدره  ، Mالجسيم   222 π=== RVAA r
n
rr،  ويتجه

المسافة المنحنية               t  قطع في اللحظةيو، دوماً من موقع الجسيم نحو مركز الحلقة
( OM = s = Vr .t  m ).  

  
  
  
  
  

  

                  a                                   b                                     c 
  -6-6)الشكل(

  :) t1 = 0.5 sec (في اللحظة   Mنعين موضع الجسيم  
)m5.0OM(في هذه اللحظة يكون  11 π==s  5.0(و( 1 πϕ أي أن ، =

في   OAويصبح القطر  ،  OM1يقطع ربع محيط الحلقة الموافق للقوس    M  الجسيم
  .-6b-6)الشكل(كما هو مبين في ، وضع شاقولي

  :لدينا العلاقة، جسيملل  Va  سرعة المطلقةلحساب ال
rea VVV +=  

  :للجسيم تساوي  Ve السرعة المكتسبة حيث 
sec/m.2.2.OM1 πϕω === &RV ee  

  :تساوي هلـ  Vr  السرعة النسبيةو
sec/mπ== sVr &  

كما في   Vrو  Vaوالسرعة المطلقة الكلية للجسيم تساوي المجموع الهندسي لكل من  
  :ها العدديةوقيمت، -6b-6)الشكل(

2/1222/122 )2/..222()135cos..2( ππππ −+=++= o
rerea VVVVV  

sec/mπ=aV  

O

X A

M φ s 

Y

Y1 

O 
 

X 

Y

Y1 

π/2 
π/2 

O X1 

X 

Y 

Y1 

π/2 
π/2 

π/2 

Vr 

Ve 

Ar Ac 

Vr 

τ
eA

X1 

M1 

n
eA

X1 

M1 

A A 
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  :لدينا العلاقة، للجسيم  Aa  المطلق لحساب التسارع
crea AAAA ++=  

  :يعطى بالعلاقة  Ae فالتسارع المكتسب ، بما أن الحركة المكتسبة هي حركة دورانية
τ
e

n
ee AAA +=  

  :والقيمة العددية لمركباته
22

11 .2.OM,0.OM πωετ RAA e
n
eee ====  

  :لك يكون التسارع المكتسب مساوياًبذ
22 sec/m2π== n

ee AA  

  . Oويتجه نحو مركز الدوران  
  :يعطى بالعلاقة  Ar  فالتسارع النسبي، وبما أن الحركة النسبية هي حركة دائرية

τ
r

n
rr AAA +=  

  :والقيمة العددية لمركباته
2

2

,0 πτ =====
R

VAsV
dt
dA rn

rrr &&  

  :ذلك يكون التسارع النسبي مساوياًب
22 sec/mπ== n

rr AA  
  .ويتجه نحو مركز الحلقة

  :ويعين تسارع كوريوليس بالعلاقة
αω sin..2 rec VA =  

منحاه عمودي على مستوي الشكل    Ωeحيث متجه السرعة الزاوية للحركة المكتسبة   
، بينما متجه السرعة النسبية فإنه يتجه فيكون باتجاه القارئ، ويتجه وفق حركة اليد اليمنى

المحصورة بين متجهي السرعة   αأي أن الزاوية  ، وفق المماس كما هو مبين على الشكل
وذلك لأن الحركة تقع في ، ( α = 90o )الزاوية للحركة المكتسبة والسرعة النسبية تساوي 

  :وتساوي، منيةبالتالي تكون قيمة تسارع كوريوليس ثابتة في أي لحظة ز، مستوٍ
22 sec/m2.2 πππ ==cA  

كما هو مبين   ωe  باتجاه دوران  π /2  ويتعين اتجاهه بتدوير متجه السرعة النسبية زاوية
  .-6c-6)الشكل(في 
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وذلك ، للجسيم بطريقة المساقط  Aaبالتالي يمكن تعيين القيمة العددية للتسارع المطلق  
  :فنجد،  OX1Y1بإسقاط علاقة التسارع على المحاور  

0245cos. 222
X1

=+−=+−=→ πππo
ecra AAAA  

                   

2
Y 45cos.

1
π==↓ o

ea AA  

  :القيمة العددية للتسارع المطلق وتكون
22

Y
2/12

Y
2
X sec/m)(

111
π==+= aaaa AAAA  

  .ويتجه نحو الأسفل  Y1وينطبق على المحور  
  

  :ملاحظة
  . t2ظة في اللح  Mيترك للطالب تعيين السرعة المطلقة والتسارع المطلق للجسيم  

  
 -6-3 مسألة

بسرعة زاوية ثابتة قدرها   Xالمحور   لدور حوي  aنصف قطره   يدائرسلك 
ω0   جسيمتحرك ي السلك اوعلى هذ ،الساعة عقارب دورانعكس باتجاه  A   بسرعة ثابتة

 A2و  A1  كون في الوضعياتيعندما  لجسيما اوجد التسارع الكلي لهذأ . Vبالقيمة قدرها  
  .-7a-6)الشكل( ينة فيالمب  A3و 

  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

                             a                                                     b  
  -6-7)الشكل(

  

A1 

A2 

A3 

A0 Ωe 

V 

X ωo 

A1 

A0 

A2 

A3 V 

V 

ωo 
X 

Z 

Y 

Ac 

Ar 

Ae 

AA1 

Ae 
Ar 

Ae 

Ar 

V 

Ac 

AA3 
A 
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مركبة من مجموع بأنها حركة ، عند كل وضع له  Aيمكن دراسة حركة الجسيم  
  :حركتين هما

تمثل الحركة  ، X  محورالر حول الذي يدو بالسلكمقيد  ووه  A  الجسيمحركة 
  .( ωe = ω0 )ها ة ثابتة قدروهي حركة دورانية منتظمة بسرعة زاوي ،المكتسبة له
وهي حركة  ،تمثل الحركة النسبية له للسلك الدائريبالنسبة   A  الجسيمحركة و

  .( Vr = V ) ثابتة قدرهامحيطية وتتحرك عليه بسرعة  ،على السلك الدائري منتظمة دائرية
  :بالعلاقة للجسيم يعطى التسارع الكليو

crea AAAA ++=  

  :تكون القيم العددية لهذه التسارعات كما يلي  A1  ففي الموضع
  :التسارع المكتسب

aaAA e
n
ee .. 2

0
2 ωω ===  

  :التسارع النسبيو
aVaVaA rrr //. 222 === ω  

  :أما تسارع كوريوليس
VVA rec .2)2/sin(..2 0ωπω ==  

  :فهي لتسارع الكليل أما القيمة العددية، -5b-6)الشكل( مبين فيا كما هو اتجاههويكون 
2/122

0
22

0
242/1222

A )].4()/[()(
1

aVaVAAAA cre ωω ++=++=  

  :لدينا تكون القيم العددية لهذه التسارعات كما يليف  A2في الموضع  أما 
  :التسارع المكتسب

aaaAA e
n
ee .22.2. 2

0
2
0

2 ωωω ====  
  :التسارع النسبيو

aVaVaA rrr //. 222 === ω  
  :ليسأما تسارع كوريو

0sin..2 == πω rec VA  
  :فهي لتسارع الكليالقيمة العددية ل أما، -7b-6)الشكل( مبين فياتجاهها كما هو ويكون 

aVaAAA re /.2 22
0A2

+=+= ω  

 في الموضع  Acإلا أن تسارع   ، A1مشابه للوضعية   وفه  A3في الموضع  أما 
A3    معاكس لتسارعAc  في الموضع  A1 ، 7)الشكل( كما هو واضح علىb-6-.  
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 -6-4 مسألة
 -6-8)الشكل(في التركيبة الآلية المبينة في  ( OA = r = 30 cm )يدور المرفق 

بعدد دورات ثابت قدرها               ،والعمودي على مستويها  Oحول المحور المار من  
n = 120 r.p.m ) (  وتتصل نهاية المرفق  ، الساعة عكس حركة عقاربباتجاهA  اّ مع مفصلي

  .الذي يتحرك حركة انسحابية على مسار شاقولي،  BCمنزلقة تتحرك داخل الأخدود الأفقي  
وأوجد مميزات ،  φعند الوضع الموافق للزاوية    Aادرس حركة المنزلقة  

  .وقيمها العظمى ،الحركة لأجزاء التركيبة الآلية
  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  

  

  -6-8)الشكل(
 ،-6-9)الشكل(الموضحة في   A  سة حركة المنزلقةيمكن درا عند كل وضع للتركيبة

  :كما يلي
فإنه يتحرك حركة دائرية منتظمة ،  OA  جسيم متمفصل مع المرفق A المنزلقةأن  امب
  .-9a-6)الشكل(كما هو مبين في  هذه الحركة تمثل الحركة المطلقة للمنزلقة،  Oحول  

  

  
  
  
  
  

                               a                                                          b 
  -6-9)الشكل(

B 

O 

A 
C 

ω  
φ  

O 

A 

ω  
φ  

A 

A B 

B 

C 

C 
= 
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الذي يتحرك ،  BCجسيم يتحرك داخل الأخدود الأفقي    A المنزلقة  أن اموب
كما هو مبين  من مجموع حركتين مركبةبدوره حركة انسحابية على مسار شاقولي هي حركة 

  :هما ،-9b-6)الشكل(في 
يتحرك حركة انسحابية الذي   BCبالأخدود الأفقي   ةمقيد يوه  A  المنزلقةحركة 

ها تمثل الحركة المكتسبة ل ، O1X1Y1على مسار شاقولي بالنسبة لمجموعة المحاور الثابتة  
  .-6-10)الشكل(كما هو مبين في 

أي بالنسبة لمجموعة المحاور  ، BCللأخدود الأفقي   بالنسبة  A  المنزلقةحركة و
مستقيمة على مسار أفقي كما هو وهي حركة  ،هاثل الحركة النسبية لتم  OXYالمتحركة  

  .-6-10)الشكل(مبين في 
  
  
  
  
  
  
  

  -6-10)الشكل(
  

  :-11a-6)الشكل(حيث متجهاتها مبينة في  دراسة السرعة -
  : OAالمرفق  
بسرعة ،  O  الثابتالمفصل حول منتظمة  حركة دورانية  OAالمرفق   يتحرك

  :قدرها زاوية
ωOA = 120 π / 30 = 4π  rad/sec 

  :منه
sec/cm120430.OA OAA ππω =×==V  

المعين وضعيته ،  OAوهي عمودية على المرفق  ،  Vaالتي تمثل السرعة المطلقة للمنزلقة  
  :وقيمتها، من الشاقول بدءاًوالمقاسة  ، φ  بالزاوية

φ =ω.t = 4 π.t 
  

B C 

X1 

Y1 

 حركة نسبية حركة مكتسبة

B C X 

Y 

A 

ω  
φ  

= + 

 حركة مطلقة

O 
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  : Aالمنزلقة  
حركتها مركبة من حركة مكتسبة  كون،  Aللمنزلقة    Va  سرعة المطلقةتعطى ال

  :بالعلاقة، وحركة نسبية
rea VVV +=  

  :للمنزلقة تساوي  Ve السرعة المكتسبة حيث 
sec/cm.4sin.120sin. tVV ae ππϕ ==  

  :تساوي لها  Vr  السرعة النسبيةو
sec/cm.4cos.120cos. tVV ar ππϕ ==  

  : BCالأخدود الأفقي  
مسار شاقولي يوازي المحور لى حركة انسحابية ع  BCيتحرك الأخدود الأفقي  

O1Y1    بالنسبة لمجموعة المحاور الثابتةO1X1Y1 ،بسرعة قدرها:  
sec/cm.4sin.120 tVV e ππ==  

  
  
  
  
  
  
  

                  a                                                                       b 
  -6-11)الشكل(

  

  :-11b-6)الشكل(نة في حيث متجهاتها مبي دراسة التسارع -
  : OA المرفق 
بتسارع ،  O  الثابتالمفصل حول منتظمة  حركة دورانية  OAالمرفق   يتحرك

  :معدوم زاوي
00 AOA =⇒= τε A  

  :بالتالي
nτn AAAA AAAA =+=  

O 

A 

ω  
φ  

Vr 

Ve 
Va 

O 

A 

Aa Ae 

Ar 

φ  
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  :بالتعويض
2222

OAAA sec/cm480)4(30.OA ππω ==== nAA  

المعين وضعيته ،  OAلمرفق  المنطبق على ا،  Aaِللمنزلقة   التي تمثل التسارع المطلق
  . Oويتجه نحو مركز الدوران   ، φ  بالزاوية

  : Aالمنزلقة  
حركتها مركبة من حركة مكتسبة  كونبللمنزلقة   Aa  المطلق يعطى التسارع

  :بالعلاقة، وحركة نسبية
crea AAAA ++=  

  :للمنزلقة يساوي  Ae المكتسب  حيث التسارع
22 sec/cm.4cos.480cos. tAA ae ππϕ ==  

  :تساوي لها  Arِ  النسبي تسارعالو
22 sec/cm.4sin.480sin. tAA ar ππϕ ==  

  :يعطى بـ  لها  Acِالمتمم   تسارعالو
αω sin..2 rec VA =  

  :وبما أن
00 =⇒= ce Aω  

  : BCالأخدود الأفقي  
مسار شاقولي يوازي المحور حركة انسحابية على   BCيتحرك الأخدود الأفقي  

O1Y1  مجموعة المحاور الثابتة  بالنسبة لO1X1Y1 ،بتسارع قدره:  
22 sec/cm.4cos.480 tAA e ππ==  

  :-6-12)الشكل(والقيم العظمى المطلوبة مبينة على 
  
  
  
  
  
  

  

  -6-12)الشكل(

O 

Aa=Ae 

Va=Vr 

Va=Ve Aa=Ar 

φ = 0 

φ = π/2 Ae=0 

Ar=0 
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  -6-5 مسألة

 ( OA = 30 cm )يدور المرفق  ،-13a-6)الشكل( ة المرفقية الموضحة فييفي الآل
الذي يمر  ، ADمع ذراع التوصيل    Aفي   يتمفصلو ، ω0بسرعة زاوية ثابتة قدرها  

لوضعية ا ادرس حركة الآلية في . Eثابت   مفصلتدور حول ،  B  متأرجحة منزلقة برع
  .الموضحة في الشكل

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  

                      a                                                                 b 
  -6-13)الشكل(

  :يمكن حساب الطول، 13a-6)الشكل( المبين في ΔOAB1مثلث من ال
cm50])40()30[()OBOA(AB 2/1222/122

1 =+=+=  
  :ةدراسة السرع

  :بسرعة زاوية  O  المفصل الثابتيتحرك حركة دورانية حول   OAالمرفق  
01OA ωωω ==  

  :ومنه
01A 30.OA ωω ==V  

  :همن ،عامة يتحرك حركة مستويةف  AD  أما ذراع التوصيل
/ABAB 11

VVV +=  

وسرعته في هذه اللحظة تتجه وفق ذراع  ، AD  جسيم من ذراع التوصيل  B1  حيث
وبتطبيق علاقة ، -13b-6)الشكل( نرسم مثلث السرع الموضح فيبالتالي  ، B1Aالتوصيل  
  :لامي عليه

)90sin(sin90sin
11 BABA

αα −
==

VVV
 

A 

D 

ωo 

40 cm 

E 
α 

B1 
O 

A 

D 

α 

α 

B1 

α 
VA 

VB1 

ω2 

VA 

VB1/A 
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  : B1منه السرعة الخطية للجسيم  
sec/cm24)5/4(30cos. 00AB1

ωωα === VV  

  : Aبالنسبة للجسيم    B1والسرعة النسبية للجسيم  
sec/cm18)5/3(30sin. 00A/AB1

ωωα === VV  

  :بالتالي السرعة الزاوية لذراع التوصيل تساوي

sec/rad36.0
50
18

AB 00
/AB

2AD
1 ωωωω ====

V
 

AB1/ السرعة واتجاهها باتجاه دوران
V    حولA .  

  

  :دراسة التسارع
  :تظمة منهيتحرك حركة دورانية من  OAالمرفق  

22
0

2
1AA sec/cm30OA. ωω === nAA  

  .-6-14)الشكل(كما هو مبين في   Oإلى    Aويتجه من  
  

  الجسيمنحسب تسارع  منه ،عامة يتحرك حركة مستويةف  AD  أما ذراع التوصيل
B1  باختيار  A  ومنه ،قطب:  

 (1)          τnn AAAAAA /AB/ABA/ABAB 1111
++=+=  

nAمركبة التسارع النسبي الناظمية  حيث /AB1
  :تساوي إلى 

22
0

2
0

2
1

2
2/AB sec/cm48.650.)36.0(AB.

1
ωωω ===nA  

  .-14a-6)الشكل (كما هو مبين في  Aإلى    B1وتتجه من  
τ ومركبة التسارع النسبية المماسية

/AB1
A التوصيل   تتناسب مع التسارع الزاوي لذراعε2 ، 

  :ومنه،  ω2دوران  لذا نفرضها باتجاه 
12/AB AB.

1
ετ =A  

 ممثلةثلاثة مجاهيل تحوي  -14a-6)الشكل( الموضح متجهاتها في (1)التسارع بما أن علاقة 
بقيمة التسارع

1BA مركبة التسارع النسبي المماسية وقيمة ،اهومنحτ
/AB1

A ،  بالتالي لا يمكن
  .التسارعات أو بطريقة مضلع ،الإسقاط ةحلها بطريق
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                         a                                                            b 
  -6-14)الشكل(

  

  :هي حركة مركبة من  B1لذا نفرض أن حركة  
وهي حركة  ،تمثل الحركة المكتسبة لهو  Bلمنزلقة  مقيد با وهو  B1 الجسيم حركة 

المنطبق دوماً   B1 للجسيم بالتالي السرعة المكتسبة  ،لمنزلقةن مركز دورا  B  حول ائريةد
  .المعدومة  B تساوي سرعة مركز الدوران   Bعلى  

وهي حركة مستقيمة  ،وتمثل الحركة النسبية له للمنزلقةبالنسبة   B1 الجسيم  حركةو
  :تساويو،  B1Aوسرعته في هذه اللحظة تتجه وفق ذراع التوصيل   المنزلقةباتجاه 

sec/cm24 0B1
ω== VVr  

  :تساوي  B1  للجسيممنه السرعة المطلقة 
1BVVa =⇒=+= rrea VVVV  

  .وهذا ما حصلنا عليه في حساب السرعة
  

  :ة فيعطى بالعلاقةبركمفي الحركة ال  B1  للجسيمأما علاقة التسارع المطلق 
       (2)                     crea AAAA ++=  

  .الثابت المنزلقةمركز دوران   Bمعدوم لأنه يساوي تسارع   eA رع المكتسبالتساحيث 
  .-14b-6)الشكل(اتجاه ذراع التوصيل كما فيبفهو مجهول واتجاهه هو  rAوالتسارع النسبي

  :فيساوي cA أما تسارع كوريوليس
22

000B2 sec/cm28.172436.02.2.2 ωωωωω =××===
1

VVA rec  

  :نحصل على العلاقة التالية )2(و  )1( التسارع علاقتيبالتالي من 
cr

τnn AAAAA +=++ /AB/ABA 11
 

  

A 

D 

α B1 

ω1 ε1 

AA 

α 

nAB1/A

AA 

A 

D 

B1 

Ac 

Ar 
Vr 

ω1 

τAB1/A
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 ،على محورين متعامدين -6-14)الشكل( في وفق الأشكال المناسبة لهاطرفي العلاقة نسقط 
  :ذراع التوصيل ومحور عمودي عليهمحور 

cAAA =+− ατ cos.A/AB1
 

r
n AAA =− αsin.A/AB1

 
  

  :نحصل على الأولىسقاط لإامن علاقة ف
22

0
2
0

2
0A/AB sec/cm72.628.17)5/4(30cos.

1
ωωωατ =−=−= cAAA  

τالإشارة الموجبة تدل على أن اتجاه  
/AB1

A  يمكن حساب  منه ،المفروض هو صحيح
  : ADلذراع التوصيل    ε2  التسارع الزاوي

22
0

2
0/AB2 sec/rad1344.050/72.6AB/)(

1
ωωε τ === A  

  

  :نحصل على الثانيةسقاط لإاومن علاقة 
22

0
2
0

2
0A/AB sec/cm52.11)5/3(3048.6sin.

1
ωωωα −=−=−= AAA n

r  

  .معاكس للاتجاه المفروض  Arالإشارة السالبة تدل على أن اتجاه  
  :نحصل على )2(التسارع بالتعويض في علاقة 

22
0

2/1222
0

2/122
B sec/cm77.20])52.11()28.17[()(

1
ωω =+=+== rca AAAA

  
  -6-6 مسألة

حركة متسارعة  ،-6-15)الشكل(في التركيبة الآلية المبينة في   1تتحرك الوصلة  
 وكانت سرعة، ( OB = 3 cm )كان  )  ( α = 30°ففي الوضع الموافق لـ، نحو الأعلى

)sec/cm3(تساوي   1  الوصلة 1 =V ، وتسارعها يساوي)sec/cm3( 2
1 =A، 

  .)A2=1 cm/sec2(وتسارعها يساوي ، )V2=5 cm/sec(تساوي   2 وكانت سرعة الوصلة 
وحركة الذراع ، هاوأوجد مميزات حركت،  Bاشرح حركة المنزلقة : المطلوب

  . AC المشقوق
  

  :الحل
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  -6-15)الشكل(
  :كما يلي ،-6-16)الشكل(الموضحة في   B  يمكن دراسة حركة المنزلقة

  
  
  
  
  
  
  
  

                                  a                                               b 
  -6-16)الشكل(

  

الذي يتحرك حركة انسحابية ،  2  يم متمفصل مع الوصلةجس  B المنزلقة  أن امب
هذه الحركة تمثل  ،-16a-6)الشكل(كما هو مبين في  ، X1Y1بدلالة جملة المحاور الثابتة  

  . Bالحركة المطلقة للمنزلقة  
المقيد بجملة المحاور   3جسيم يتحرك داخل الذراع المشقوق    B المنزلقة  أن اموب

XY  ،16)الشكل(كما هو مبين في  وره حركة مستوية عامةالذي يتحرك بدb-6- ، هذه
  :هما ،-6-17)الشكل(كما هو مبين في  من مجموع حركتين مركبةالحركة هي حركة 

B B 
X1 

Y1 

X 

Y 

2 

3 

= 

A 

C 

A 

α 
B 

3 

A1 

V1 

A2 

V2 

1 

2 
X1 

Y1 

O 

X 

Y C 
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  -6-17)الشكل(
  

يتحرك حركة مستوية الذي  ، 3بالذراع المشقوق   ةمقيد يوه  B  المنزلقة حركة
كما هو مبين  ،هاتمثل الحركة المكتسبة ل ، O1X1Y1ة  عامة بالنسبة لمجموعة المحاور الثابت

من الذراع المشقوق التي تنطبق   B3والتي تكافئ حركة تلك النقطة   ،-6-17)الشكل(في 
  .لحظة الدراسة  Bعليها المنزلقة  

  

أي بالنسبة لمجموعة المحاور  ، 3للذراع المشقوق   بالنسبة  B  المنزلقةحركة و
وهي حركة  ،-6-17)الشكل(كما هو مبين في  ،هاالحركة النسبية لتمثل   XYالمتحركة  

  . Yمستقيمة على طول المحور  
  

  :بالعلاقة  Bتعطى سرعة المنزلقة  
rea VVV BBB +=  

  :وتساوي،  OB  المستقيم محمولة على  VBaحيث السرعة المطلقة للمنزلقة  
VBa = V2 

من الذراع المشقوق التي   B3ي سرعة النقطة  تساو  VBeوالسرعة المكتسبة للمنزلقة  
هي حركة   3وبما أن حركة الذراع المشقوق  ، لحظة الدراسة  Bتنطبق عليها المنزلقة  

  :بالتالي تعطى السرعة المكتسبة للمنزلقة بالعلاقة ،قطباً  Aوبفرض الطرف  ، مستوية عامة
AB1ABAB 33

VVVVV e +=+=  

ABويفرض اتجاه السرعة  3
V   18)الشكل(كما هو مبين فيa-6-  

  
  

B B B3 = + 

 حركة مطلقة حركة مكتسبة حركة نسبية

A A 

C C 
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                          a                                                               b 
  -6-18)الشكل(

ويفرض اتجاهها نحو الأعلى  ، BAعلى المستقيم   محمولة  VBr  والسرعة النسبية للمنزلقة
  .-18a-6)الشكل(ي كما هو مبين ف

  :بالتعويض في علاقة سرعة المنزلقة
AB1B2 3

VVVV r ++=  
  

  :نجد  X المحور  بإسقاط هذه العلاقة على
AB12 3

sin.cos. VVV −=− αα  

  :منه
sec/cm33sin.cos. 12AB3

=+= αα VVV  
  

  :نجد  Yوعلى المحور  
αα cos.sin. 1B2 VVV r −−=−  

  :منه
sec/cm1cos.sin. 12B =−= αα VVV r  

AB3ـ  إن القيمة الموجبة ل
V  وVBr  تدل على أن اتجاههما المفروض في الشكل صحيح.  

  

AB3وبمعرفة السرعة 
V  نحسب السرعة الزاوية للذراع المشقوق:  

sec/rad2/3AB/AB3 3
=== Veωω  

  .ويتجه إلى جهة القارئ، عمودياّ على مستوي الشكل  Ωeويكون متجه السرعة الزاوية  
  

X 

Y 

B,B3 

A 
α 

VB3A 

VBr 

VA = V1 

VBa = V2 

X 

Y 

B,B3 

A 
α 

ABr 

AA = A1 

ABa = A2 
τAB3A

nAB3AABc 
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  :بالعلاقة  Bعطى تسارع المنزلقة  وي
crea AAAA BBBB ++=  

  :ويساوي،  OB  المستقيم محمول على  ABaحيث التسارع المطلق للزالقة  
ABa = A2 

يساوي تسارع تلك النقطة من الذراع المشقوق التي تنطبق   ABeوالتسارع المكتسب للمنزلقة  
كما ذكرنا هي حركة   3حركة الذراع المشقوق  وبما أن ، لحظة الدراسة  Bعليها المنزلقة  
  :بالتالي يعطى التسارع المكتسب للمنزلقة بالعلاقة ،قطباً  Aوبفرض الطرف  ، مستوية عامة

τn
e AAAAAA ABABAABAB 333

++=+=  

  :يساوي  Aحيث تسارع القطب  
AA = A1 

nAأما المركبة الناظمية  AB3
  Aإلى    B3فإنه يتجه من  ،  Aبالنسبة لـ    B3لتسارع   

  :وقيمته العددية
22

AB sec/cm5.4.AB
3

== e
nA ω  

τAأما المركبة المماسية  AB3
فيفرض اتجاهها كما هو مبين ،  Aبالنسبة لـ    B3لتسارع   

  .-18b-6)الشكل(في 
، علىويفرض اتجاهه نحو الأ ، BAعلى المستقيم   محمول  ABr  والتسارع النسبي للزالقة

  .-18b-6)الشكل(كما هو مبين في   Aإلى    Bمن  
  :تسارع كوريوليس فيعطى بالعلاقةأما 

rec VΩA BB ∧= 2  

  :وقيمته العددية
2

BB sec/cm390sin.2 == rec VA .ω  

  .-18b-6)الشكل(ويتجه كما هو مبين في 
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  :بالتعويض في علاقة تسارع المنزلقة
c

τn
r AAAAAA BABAB1B2 33

++++=  
  

  :نجد  Y  ه العلاقة على المحورإسقاط هذب
r

n AAAA BAB12 3
cos.sin. −−−= αα  

  :منه
ِ 2

2AB1B sec/cm5.6sin.cos.
3

−=−−−= αα AAAA n
r  

أي أنها ، هو عكس الاتجاه المفروض  ABrالإشارة السالبة تدل على أن الاتجاه الصحيح لـ  
  . VBrباتجاه معاكس لاتجاه السعة النسبية للمنزلقة  

  

  :نجد  Xإسقاط العلاقة على المحور  وب
cAAAA BAB12 3

sin.cos. +−= ταα  

  :ومنه
2

2B1AB sec/cm3cos.sin.
3

=−+= αατ AAAA c  

τوبمعرفة 
AB3

A نحسب التسارع الزاوي للذراع المشقوق:  
2

AB3 sec/rad6/3AB/
3

=== τεε Ae  

  .ويتجه إلى جهة القارئ، عمودياّ على مستوي الشكل  Eeويكون متجه التسارع الزاوي  
  

τAإن القيمة الموجبة لمركبة التسارع   AB3
أن اتجاهه المفروض على  على تدل  

وحركة الذراع المشقوق في اللحظة المعطاة هي دورانية متسارعة وذلك لأن ، الرسم صحيح
τ

AB 3
A  وVBA  أن   يضاف إلى ذلك، ذات اتجاه واحدΩe  وEe  كما أن ، ذات اتجاه واحد

قوق حركة مستقيمة متباطئة لأن الحركة النسبية هي تتحرك في الذراع المش  Bالمنزلقة  
  . ABrيعاكس متجه التسارع النسبي    VBrومتجه السرعة النسبية له  ، حركة مستقيمة
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 PROBLEMSمسائل غير محلولة                               

   - 1مسألة
الموضحة في الآلية  في التركيبة  OBعلى امتداد الذراع    Cتتحرك الزالقة  

تكون الزالقة قد قطعت مسافة  ، )θ ( °60 = الموافقة لـفي اللحظة ف، -19a-6)الشكل(
وكلاهما مقاس ،  m/sec2  3وتسارع  ،  m/sec  2بسرعة   ( x = 0.2  m )مقدارها 

زاوي  وبتسارع ، ( ω = 3  rad/sec )بسرعة زاوية مقدارها  انهدورخلال  بالنسبة للذراع
المطلوب في هذا  .حسب الاتجاهات الموضحة في الشكل ( ε = 2  rad/sec2 ) مقداره

  :الوضع ما يلي
 .شرح حركة المنزلقة .1

  .دراسة حركة التركيبة .2
  AC = 12.46  m/sec2     2.1  m/sec   ,    ,   VC = Acor = 12  m/sec2:الجواب

  
  
  
  
  
  

                  a                                                                     b 
  -6-19)الشكل(

   - 2مسألة
على منزلقة مثبتة بواسطة ، -19b-6)الشكل(الآلية الموضحة في  تحتوي التركيبة

في ف،  DEوقابلة للانزلاق على الذراع  ،  ABبالذراع   )Pin-Connected(مسمار 
جاه دوران عقارب الساعة يدور بات  ABكان الذراع   ) θ ( °45 = الموافقة لـاللحظة 

)Clockwise( بسرعة زاوية مقدارها ( ωAB = 2  rad/sec )،  زاوي مقداره وبتسارع    
( εAB = 4  rad/sec2 ) .المطلوب في هذا الوضع ما يلي:  

 .شرح حركة المنزلقة .1

  .دراسة حركة التركيبة .2
  CCW - rad/sec2  5    ,    εDE = ωDE = 3  rad/sec - CW    :الجواب
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   - 3مسألة
بعكس ، -20a-6)الشكل(الآلية الموضحة في  في التركيبة  BDيدور الذراع  

ممــا يؤدي إلى ، ( ω1 = 6  rad/sec )دوران عقارب الساعة بسرعة زاوية ثابتة مقدارها 
المطلوب عند الوضع .  BDالمثبتة بالذراع    Dمن خلال المنزلقة    ACتدوير الذراع  

  :ا يليالموضح في الشكل م
 .شرح حركة المنزلقة .1

 .دراسة حركة التركيبة .2
  

  ω2 = 1.5  rad/sec    ,    ε2 = 7.79  rad/sec2    :الجواب

 
                       a                                                             b          

 (الشكل-20-6)
  

  - 4مسألة
بعكس ، -20b-6)لشكلا(الآلية الموضحة في  في التركيبة  BCيدور الذراع  

ممــا يؤدي إلى ، ( ω1 = 6  rad/sec )دوران عقارب الساعة بسرعة زاوية ثابتة مقدارها 
المطلوب عند .  ADالمثبتة بالذراع    Dمن خلال الكتلة المنزلقة    ADتدوير الذراع  

  :الوضع الموضح في الشكل ما يلي
  .شرح حركة المنزلقة .1
   .ركة التركيبة عند الوضع الموضح في الشكلح ةسادر .2

  
  rad/s2 62.4  ,    ε2 =    ω2 = 6  rad/sec   : الجواب
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  - 5مسألة
الآلية الموضحة في  في التركيبة  ABفي لحظة معينة من الحركة يدور الذراع  

وبتسارع زاوي مقداره    ، ( ωAB = 5  rad/sec )بسرعة زاوية مقدارها ، -21a-6)الشكل(
( εAB = 12  rad/sec2 ) ،ممــا يؤدي إلى تدوير ، وكلاهما باتجاه دوران عقارب الساعة

  :المطلوب في هذه اللحظة ما يلي. المثبتة به  Cمن خلال المنزلقة    CDالذراع  
 .شرح حركة المنزلقة .1

 .دراسة حركة التركيبة .2
 

  - CW  - rad/sec2  24    ,    εCD = CW ωCD = 10  rad/sec:    الجواب
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                               a                                                          b 
  -6-21)الشكل(

  

   - 6مسألة
الآلية الموضحة في  في التركيبة  ABفي لحظة معينة من الحركة يدور الذراع  

وبتسارع زاوي مقداره    ، ( ωAB = 3  rad/sec )بسرعة زاوية مقدارها ، -21b-6)الشكل(
( εAB = 5  rad/sec2 ) ،ممــا يؤدي إلى ، وكلاهما باتجاه عكس دوران عقارب الساعة

  :المطلوب في هذه اللحظة ما يلي. المثبتة به  Cمن خلال المنزلقة    CDتدوير الذراع  
 .شرح حركة المنزلقة .1

 .دراسة حركة التركيبة .2
 

 - VC = 4.5  m/sec     CW    ,    ωCD = 9  rad/sec:الجواب
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  - 7مسألة
بسرعة بعكس دوران عقارب الساعة  -22a-6)الشكل(يدور القرص الموضح في 

، ( ε = 10  rad/sec2 ) وبتسارع زاوي مقداره ،( ω = 6  rad/sec )زاوية مقدارها 
المثبت   Peg(  B(سفين لإمن خلال ا  ACممــا يؤدي إلى تدوير الذراع المشقوق  

  :المطلوب عند الوضع الموضح بالشكل ما يلي. القرصب
 .شرح حركة الاسفين .1

 .دراسة حركة التركيبة .2
  

  CW - rad/sec2  14.4 ,    εAC =    ωAC = 0   : الجواب
  

 
                           a                                                         b 

  -6-22)الشكل(
  - 8مسألة

يتدحرج المسنن الدائري الموضح في   ، محددة من الحركة فترةل خلا
  BCمما يؤدي إلى دوران الذراع المشقوق  ، على المسنن المستقيم السفلي -22b-6)الشكل(

المطلوب عند . مثبت على المسنن الدائري  Peg( P(من خلال إسفين   Bحول المفصل  
  :الوضع الموضح بالشكل ما يلي

 .فينسلإشرح حركة ا .1

 .دراسة حركة التركيبة .2
  

  CCW -  rad/sec2 2.02    ,    εBC = ωBC = 0.72  rad/sec – CCW    :الجواب
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  - 9مسألة
وفق اتجاه ، -23a-6)الشكل(الآلية الموضحة في  في التركيبة  ABيدور الذراع  

دي ممــا يؤ، ( ωAB = 3  rad/sec )دوران عقارب الساعة بسرعة زاوية ثابتة مقدارها 
المطلوب .  ABالمثبتة بالذراع    Bمن خلال المنزلقة    CDلى تدوير الذراع المشقوق  إ

  :عند الوضع الموضح بالشكل ما يلي
 .شرح حركة المنزلقة .1

 .دراسة حركة التركيبة .2
  

  CW - rad/sec2  1.95 ,    εCD =   ωCD = 0.75  rad/sec - CW   : الجواب 
  

  
  
  
  
  
  
  
  

                      a                                                               b 
  -6-23)الشكل(

  

  - 10مسألة
الآلية  في التركيبة  OAمعينة من الحركة يدور عمود المرفق   فترةخلال 

باتجاه دوران ، ( ωOA = 10  rad/sec )بسرعة زاوية ثابتة ، -23b-6)الشكل(الموضحة في 
 )Peg(سفين لإمن خلال ا  BCلى تدوير الذراع المشقوق  إممــا يؤدي . عقارب الساعة

A  المطلوب عند الوضع الموضح بالشكل ما يلي. المثبت بالمرفق:  
 .سفينلإشرح حركة ا .1

 .دراسة حركة التركيبة .2
 

  m/sec2 8.66     ,   Ar = ωBC = 5  rad/sec - CW   : الجواب



334 
 

  - 11مسألة
في مجرى الذراع ،  ACثبت في نهاية الذراع  الم  Pin( A(يعشق المسمار 

بسرعة   OBفإذا دار الذراع المشقوق  ، -24a-6)الشكل(مبين في هو كما   OBالمشقوق  
المطلوب . وباتجاه دوران عقارب الساعة ( ωOB = 2  rad/sec )زاوية منتظمة تساوي 

  :ما يلي.  ) θ( °45 = عندما 
 .شرح حركة المسمار .1

  .كيبةدراسة حركة التر .2
  

  CW  - rad/sec2  32 ,   εAC = ωAC = 0.72  rad/sec – CCW   : الجواب

  
                            a                                                                b 

  -6-24)الشكل(
  

  - 12مسألة
في مسار حدهما أحيث تكون حركة ،  C يرتبط جسما المنزلقة معاً في النقطة 

الذي ،  ABبينما ينزلق الجسم الثاني على امتداد الذراع  ،  m 0.4دائري نصف قطره  
في الاتجاه المعاكس لدوران عقارب  ( ωAB = 3 rad/sec )يدور بسرعة زاوية ثابتة تساوي 

المطلوب في الوضع ، -24b-6)الشكل(مبين في  هو كما، )Counterclockwise(الساعة 
  :ما يلي ) θ ( °45 =الموافق لـ 

 .شرح حركة الجسم الثاني من المنزلقة .1

 .دراسة حركة التركيبة .2
  

     m/sec2 AC = 14.4 ,    VC = 2.4  m/sec :    الجواب
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  الفصل السابع
  Resultant Motion of a Rigid Body     صلباللجسم ل المحصلةالحركة 

  
  الحركة المحصلة تعريف1- 

  Tوتحركت الجملة   ، T(OXYZ)جملة إحداثية  بدلالة  Sإذا تحرك جسم مادي  
بدلالة   S  الجسم ن حركةفإ ،ها ثابتةدنع  TI(O1X1Y1Z1)بدلالة جملة إحداثية أخرى 

  .أو الحركة المحصلة للجسم، لحركة المركبة للجسماهي   T1الجملة  
ديد تح ، T1  بدلالة الجملة الثابتة  Sونعني بتعيين الحركة المركبة للجسم الصلب  

  :الجسم الصلب المعطى بالعلاقة جسيمات من  Mجسيم  المطلقة لكل  ةالسرع
rea VVVV +==M  

  :الجسم الصلب المعطى بالعلاقةجسيمات من   M  جسيموالتسارع المطلق لكل 
crea AAAAA ++==M  

 ،لقةبالتالي يتطلب إيجاد الارتباط بين مميزات الحركات النسبية والمكتسبة والمط
من أهم مميزات الحركة لحركة الجسم  دوالزاوية تع الخطيةوبما أن السرعات والتسارعات 

  .فحسبوالزاوية للحركة  الخطيةومنه سنكتفي بتعيين الارتباط بين السرعتين  ،الصلب
  

  تركيب حركتين انسحابيتين 2-
بدلالة  التي تتحرك بدورها ، T  حركة انسحابية بدلالة الجملة  Sيتحرك الجسم  

الحركة النسبية حركة  في هذه الحالة تكون ،حركة انسحابية أخرى  T1الجملة الثابتة  
الحركة كذلك تكون  ،مسايرةكلها   M للجسيمات السرعة النسبية و  Vrانسحابية سرعتها  

في   Oوتساير سرعة القطب   ،مسايرة أيضاً لهاالمكتسبة  ةالسرعوالمكتسبة حركة انسحابية 
  :، أي T  الجملة

OVVe =  

 من  M  للجسيم  Vaوالسرعة المطلقة  ، تكون حركة انسحابية  Sوالحركة المركبة للجسم  
  :هي محصلة السرعتين  Sالجسم  

rea VVV +=  

  .وهي تنطبق على قطر متوازي الأضلاع المرسوم على السرعتين
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واحد  لجسيمأن نعين السرعة المطلقة  ، Sفي الجسم   ةالسرعويكفي لدراسة توزع 
M  وتؤول حركة الجسم الصلب  ،هالمسايرة  الجسيماتوتكون سرع باقي  ،من هذا الجسم

ينطبق  ةالسرعوما قيل عن توزع  ،في هذا الجسم  M  مادي ما جسيمإلى دراسة حركة 
 مسايرةحيث التسارعات  ، Sفي هذه الحالة على توزع التسارعات في الجسم   أيضاً

  :وتساوي
rea AAA +=  

 ، T1حول الجملة الثابتة   T  معدوم لانعدام دوران الجملة المتحركة  Acلأن التسارع المتمم 
  . T1  الثابتةانسحابية حول الجملة   T  المتحركةة للأن حركة الجم

  
  تركيب حركتين دورانيتين3- 

وتدور هذه  ، Tالمتحركة  ملة حول محور ثابت في الج  Sعندما يدور الجسم  
  :نميز الحالتينبالتالي  ، T1الثابتة   حول محور ثابت في الجملةبدورها الجملة 

  

  توازي محوري الدوران1-3- 
ومتجه محور الدوران  ، OZعلى   منطبقاً  Ωrمتجه محور الدوران النسبي   دنع
ونوجه  ، Ωe  تجاه الدورانفي ا  O1Z1نوجه   ، O1Z1  على الثابت منطبقاً  Ωeالمكتسب  

OZ   في جهة O1Z1 ،  يتجه  بالتاليΩr    في اتجاهOZ ، لـ   كان اتجاهه مماثلاً اإذΩe 
  .-7-1)الشكل( كما هو مبين في ،والعكس بالعكس

  
  
  
  
  
  
  

  -7-1)الشكل(
  

  :لدينا
(1-7)                      1kΩ,k.Ω er .er ωω ==  

X1 

Y1 O1 

Z1

O Y 

X 

Z 
Ωr Ωe 
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وبما أن ،  Ωe و Ωrلمتجهي السرعة الزاوية لـ  القيم العددية   ωeو  ωr  حيث
)( 1kk   :ومنه ،=

(2-7)                                   er ΩΩ
e

r

ω
ω

=  

حسبما يكون دوران  أو سالباً يمكن أن يكون موجباً  ωrو  ( ωe > 0 ) أن كما في الفرضو
S    حولOZ  ًالجملة  لدوران  أو معاكساً مماثلاT    حولO1Z1 .  

  

ة يحيث السرعة النسب ، Sمن الجسم الصلب    M  اًجسيم  tفي لحظة   فترضن
  :هي  M  للجسيم

OMOM ∧=∧= err ΩΩV
e

r

ω
ω

 

  :هي  M  للجسيموالسرعة المكتسبة 
MO1∧= ee ΩV  

  :هي  M  للجسيمتكون السرعة المطلقة ف

)..(1)(
e

MOOMMOOM 11 er
e

r ωω
ωω

ω
+∧=+∧=+= eerea ΩΩVVV  

  :(7-1) ى العلاقة الثانية منبالاستناد إل
11MO.MO. kVa ∧+= )( er ωω                                          (3-7)  

  :أن ، Oو  O1للنقطتين    Gونعلم من خواص مركز الثقل  
MGMO.MO. 1 )( reer ωωωω +=+  

  :(7-3)كتب عندها العلاقة تو
(4-7)                                          1)( kVa re ωω +∧= MG  

في حركتين دورانيتين  ،في آن واحد  Sوتعني هذه العلاقة أنه إذا ما اشترك الجسم  
تكون   M  الجسيمحركة أو فإن حركته المحصلة  ،في اتجاه واحد حول محورين متوازيين

مركز الويمر من  ،حول محور آني للدوران يوازي محور الدوران المفروضين لحظياً دوراناً
G   لأن المركز الآني للدورانهو الذي ( VG = 0 )، السرعة الزاوية   ومتجهΩ   لمحور

  :الدوران الآني يعين بالعلاقة
(5-7)                                                   1)( kΩ re ωω +=  

  :وقيمته العددية
(6-7)                                                     )( re ωωω +=  
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 فيرسم عند ذلك سطحاً ،ومع مرور الزمن يغير المحور الآني للدوران موضعه
ويقع  ،المركز الآني للدوران الذي يمثل ،المتحرك  G  مركزاليرسمه  قاعدته منحنٍ أسطوانياً

 :حيث ، OO1على المستقيم  

(7-7)                                                              
e

r

ω
ω

=
GO
GO1  

  :هي جبرية بمعنى أن وهذه النسبة
  

       عندما أي ،في الجهة  Ωrو  Ωe  تفقاإذا  ، Oو  O1قع بين  ي  G  المركز •
( ωr > 0 )، ويكون متجه محور الدوران الآني  Ω  كما هو مبين في، في اتجاهها 

  .-2a-7)الشكل(
  
  
  
  
  
  
  

                           a                                                                 b 
  -7-2)الشكل(

  

 ،وفي جهة السرعة الزاوية الأكبر ، O1Oيقع على امتداد المستقيم    G  المركز •
  ويكون متجه محور الدوران الآني ،( ωr < 0 ) عندماأي  ،في الجهة  Ωrو  Ωe  إذا تعاكس

Ω  2)الشكل( كما هو مبين في، وران الأكبرفي اتجاه الدb-7-.  
  

  خاصة لاتحا
دائرة حول   Oيرسم القطب   عندئذ، اًثوابت  Ωrو  Ωe  الدوران امتجه إذا كان -

دائرة تحاكي   G  المركزرسم وي ، O1Oونصف قطرها    O1مركزها   Ωeالمحور  
  :بة التحاكي هيونس ، O1  هامركز، -7-3)الشكل(كما هو مبين في الدائرة السابقة 

  

h = O1G / O1O  
  

O1 

Z1 

O 

Z 

Ωr 

Ωe 

Ω 

G O1 

Z1 

O 

Z 

Ωr 

Ωe Ω 

G 
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  :ومن خواص التناسب

e

r

ω
ω

−=
−

==
1OG

GO
OO-GO

GO 1

11

1

h
h

 

  :ومنه

er

r

ωω
ω
+

==
OO
GO

1

1h  

  
  
  
  
  
  

  -7-3)الشكل(
  

 ،Ωe في جهة    Ωr  اتجاه وكان ،ساويانتم ( Ωe = Ωr )الدوران  امتجه إذا كان -
 :وكان ، O1Oفي منتصف    Gوقع عندها المركز الآني 

re ωωω 22 ==  
  

 تخالف في جهة  Ωr  اتجاه وكان ،ساويانتم ( Ωe = Ωr )الدوران  امتجه إذا كان -
وتسمى مجموعة الدوران هذه  ،في اللانهاية  Gوقع عندها المركز الآني   ، Ωeجهة  

جد سرع زاوية وولا ت ،معنى ذلك أن المركز الآني للدوران غير موجود .بازدواج الدوران
 .وتؤول الحركة المحصلة في هذه الحالة إلى حركة انسحابية ،( ω = 0 )للدوران الآني 

  

  :ينتج ،( ωr = - ωe )بوضع  (7-3)بالعودة إلى العلاقة  ،ذكريمكن تأكيد ما 
  11 MOMO k.Va eω∧−= )(  

(8-7)                                       rea ΩΩV ∧=∧= OOOO 11  
 لجسيماتوالسرع المطلقة  ، M الجسيم لا علاقة لها بوضع   Vaقة الأخيرة أن  لاتعني الع

أو عزم  ، Oبالنسبة للقطب    Ωe  وتساوي عزم المتجه ،مسايرةكلها   Sالجسم المادي  
 أو ،  ΩrوΩe عزم الازدواج للمتجهات  ب وهذا ما يمثل ، O1بالنسبة للقطب    Ωrالمتجه  

  .-7-4)الشكل(كما هو مبين في ازدواج السرعات الزاوية عزم 
  

O1 

Z1 

O 

Z 
Ωr 

Ωe 

G O1 

Z1 

O 

Ωr 

Ωe 

G 

Z 
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  -7-4)الشكل(
  

حركة   t  هي في اللحظة  T1بالنسبة للجملة الثابتة    Sحركة الجسم  بالتالي 
 مركباً عدهيمكن   T1جملة ثابتة  الحول   Sوكل انسحاب للجسم   ، Vaانسحابية سرعتها  

التي تدور  ، Tيدور فيه الجسم حول محور ثابت في الجملة  حيث  ،من دورانين متعاكسين
  . T1حول محور ثابت في الجملة   ةلسرعة الزاوياوبذات  ،بدورها في اتجاه معاكس

  

  تطبيق
لذي ا،  abالمثبت بالمرفق    ωrبسرعة زاوية    aa1  يدور قرص حول المحور
 aa1والذي يوازي المحور  ، ωe زاوية  ةبسرع  bb1  يدور بحركة دورانية حول المحور

  .-5a-7)شكلال( في هو مبين كما
  
  
  
  
  
  

                       a                                                                  b 
  -7-5)الشكل(

  

  :الحالات التالية نميزالحركة  لدراسة
  .اتجاه واحد يحالتا الدوران ف .1
  .حالتا الدوران في اتجاهين مختلفين .2
  .ومتساويين بالقيمة العدديةاتجاهين مختلفين  يحالتا الدوران ف .3

O1 O 

Ωr 

Ωe 
M 

Va 

Va Va 

B A
G
ω 

(s) 

ωr ωe 

ωe GB Aωr 

ω b1 a1 
Ωr 

Ωe Ω 

VB 

VA 

G1 

ωe ωr 
b1 

a b 

A B

a1 
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تكون مستوية بالنسبة  القرصن فإن حركة امتوازي  bb1و  aa1بما أن المحورين  
  .للمستوي العمودي على المحورين

  

 .باتجاه واحد   Ωrو Ωe  الدوران امتجه إذا كان .1
تكتسب سرعة نتيجة الدوران حول المحور   aa1  الواقعة على المحور  Aالنقطة   بالتالي

bb1 ، تعطى بالعلاقة:  
ABA ∧= eΩV  

  :وقيمتها العددية
AB.A eV ω=  

حيث تكتسب سرعة نتيجة الدوران  ، bb1الواقعة على المحور    B  أما النقطة
  :تعطى بالعلاقة ، aa1  حول المحور

ABB ∧= rΩV  
  :وقيمتها العددية

AB.B rω=V  
ويتجهان في  ، ABوكلاهما عمودي على   ،نامتوازي  VBو  VAان  والمتجه
 ،( VG = 0 ) حيث  G  عندئذ نحصل على المركز الآني للدوران، اتجاهين متضادين

 دويع، -5b-7)الشكل( كما هو مبين في  Bb1 و Aa1الموازي للمحورين    GG1  والمحور
  .الآني لدورانالمحور   GG1  المحور

  

حول  صدوران القرل أي ،لمحور الدوران الآني  ωالزاوية   لتعيين السرعة
  الجسم بالنسبة للمركز الآني جسيماتعلاقة تناسب سرعة  نستخدم ،المحور الآني للدوران

G ، وتعطى بالعلاقة:  

(1)                                              
AGBG

AB VV
==ω  

  :ومن خواص التناسب

ABAGBG
BAAB VVVV +=

+
+=ω  

  :في المعادلة نحصل على  VBو  VAوبتعويض بكل من قيم  
er ωωω +=  

وهكذا تكون الحركة المحصلة في هذه الحالة دورانا لحظيا بسرعة زاوية مطلقة 
)( er ωωω   .)1(الذي يتحدد موضعه بالعلاقة  ، GG1  نحول المحور الآني للدورا =+



342 
 

  :حيث نحصل على )1(من العلاقة   Gن موضع المركز الآني  يمكن تعيي كما

(2)                                             
BGAGAB

re ωωω
==  

  .(7-7)والتي تشبه تماما العلاقة 
  

 .  Ωe  متجه الدورانخالف ي   Ωr متجه الدوران كانإذا  .2

يمر المحور الآني و ،في اتجاه واحد متجهينو ،متوازيين  VBو  VAيصبح المتجهان  عندئذ 
 :حيث، -6a-7)الشكل(كما هو مبين في   Gللدوران بالنقطة  

AGBG
AB VV

==ω  

  :وتبعا لخواص التناسب

ABAGBG
ABAB VVVV −=

−
−=ω  

  :في المعادلة نحصل على  VBو  VAوبتعويض بكل من قيم  
er ωωω −=  

بسرعة زاوية مطلقة  آنياً دوراناً في هذه الحالة أيضاًحصلة مالحركة التكون وهكذا 
)( er ωωω   .)2(الذي نحدد موضعه بالعلاقة  ، GG1حول المحور الآني للدوران   =−
  
  
  
  
  
  
  

                          a                                                               b 
  -7-6)الشكل(

  

 :أي ،الدوران في ناحيتين مختلفتين ومتساويتين في القيمة العددية ان متجهإذا كا .3

er ΩΩ −=  

er  تدعى هذه الحالة بازدواج الدوران، كما أن المتجهات Ω,Ω   تسمى مزدوجة السرعات
  .الزاوية

Ω 
Ωr 

Ωe 

VA 

VB 

ωe ωr ω 

G
A

B

B

A

(s) 

b1 
a1 

G

G1 

ωe 

Ωr ωr 

Ωe 

ωe 

VB VA 

ωr ωe 

(s) 

B A

V 
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ن امتساويت  VBو  VAالقيمة العددية لكل من السرعتين   نفي هذه الحالة أ نجدو
  :ويتجهان باتجاه واحد

VB = VA = V 
الجسم في هذه اللحظة  جسيماتوتكون لجميع  ،ويقع المركز الآني للدوران في اللانهاية

  :سرعات واحدة تساوي
AB.AB. eωω == rV  

وتتجه  ، Vبسرعة   اًلممثلة للجسم تكون انسحابية لحظيوبالتالي فإن الحركة ا
 Ωeوجهتها تعين كمتجه عزم المزدوجة   ، Ωrو  Ωe  وي المار بالمتجهينعلى المست عمودياً

يكافئ  ازدواج الدورانبالتالي  ،-6b-7)الشكل( كعزم مزدوجة قوى كما هو مبين في  Ωrو 
  .لعزم ازدواج السرعتين الزاويتين لهذا الدوران ويةلمساا  Vبسرعة  آنية حركة انسحابية 

  
  -7-1مسألة

  O1O3  الوصلةتتصل مراكزها بواسطة  ،متماسكة فيما بينها مجموعة من مسننات
ن أنصاف أو ،الأول القائد ثابت حيث المسنن،  ω1  دور بسرعة زاوية ثابتة مقدارهاتي تال

  .-7-7)الشكل(كما هي موضحة على   R3 , R2 , R1أقطار هذه المسننات هي  
  .سرع كل من المسننين الثاني والثالث المطلوب دراسة

  

  :حلال
  
  
  
  
  
  

  

  -7-7)الشكل( 
  

نرمز للسرعات الزاوية المطلقة للمسننين الثاني والثالث بالنسبة للجملة الثابتة 
T1(O1X1Y1Z1) ،   المارة في مركز المسنن الأول الثابت بـω2  وω3 ،  حيث السرعة

  . ω1الزاوية المكتسبة لهما هي  

O1 
O2 O3 

A B 

R1 R2 R3 

ω1 
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  :المسنن الثانيسرع دراسة 
والتي تمثل ،  O1O3  الوصلةلى أساس أنه نقطة من ع  O2نحسب سرعة المركز  

  :سرعة مطلقة وتساوي
121O )(

2
ωRRV +=  

تمثل المركز الآني   A  قشينقطة التعو ،نقطة من المسنن الثاني  O2المركز   أن اموب
  :تعطى بـ   O2لمركز  ل بالتالي السرعة المطلقة، -7-8)الشكل(كما هو مبين في  للدوران

22O .
2

ωRV =  

  :من تساوي السرعتين نحصل على

1
2

12
2 ωω

R
RR +

=  

 باتجاه السرعة الزاوية المكتسبة وللمسنن الثاني ه  Ω2ومنه متجه السرعة الزاوية المطلقة  

Ω1 .  
  
  
  
  
  
  
  

  -7-8)الشكل(
  

  :السرعة الزاوية النسبية للمسنن الثاني هيو

1
2

1
122 ωωωω

R
Rr =−=  

  . Ω1  باتجاه ضاًالتي تتجه أي
  :على أساس أنها من المسنن الثاني  B  أما السرعة المطلقة للنقطة

12122B )(2.2 ωω RRRV +==  
  :والسرعة النسبية لها

1122B .. ωω RRV rr ==  

Y1 

X1 O1 

O2 

O3 

ω1 A 

B 

ω2 

ω3 

C 

r
2ω
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  :دراسة سرع المسنن الثالث
  : O1O3  الوصلةعلى أساس أنه من   O3  لـلدينا السرعة المطلقة 

1321O )2(
3

ωRRRV ++=  

  :وذلك ، Bبالنسبة لسرعة النقطة    O3  ا يمكن حساب السرعة المطلقة للمركزكم
/BOBO 33

VVV +=  

و VBبما أن المتجهين  
3OV  بالتعويض نحصل على ،نيامتواز:  

331211321 .)(2)2( ωωω RRRRRR ++=++  

  :ومنه نحصل على السرعة الزاوية المطلقة للمسنن الثالث

1
3

13
3 ωω

R
RR −

=  

  :( R3 – R1 )يتعلق بالقيمة   ω3ن اتجاه  نلاحظ أ
  الوصلةفإن اتجاه دوران المسنن الثالث ينطبق مع اتجاه دوران  ( R3 > R1 )فإذا كان 

O1O3 ، والعكس صحيح.  
دورانية حركة  الثالث ويتحرك عند ذلك المسنن ،( ω3 = 0 )نجد أن  ( R3 = R1 )وعندما 

  . O1حول 
  

  :فهي، ة الزاوية النسبية للمسنن الثالثالسرعأما 

1
3

1
133 ωωωω

R
Rr −=−=  

  

)( نجد أن ،( R3 = R1 )نلاحظ أنه عندما  13 ωω −=r، السرعتان الزاوية النسبية  تشكلو
أن الحركة المحصلة للمسنن الثالث  نستنتج بهذه الطريقة أيضاًو، والمكتسبة عند ذلك ازدواجاً

  :بسرعة انسحابيةهي حركة 
131 .OO ω=V  

  :وذلك من ، O3بالنسبة لسرعة النقطة    Cيمكن حساب السرعة المطلقة للنقطة  و
33 C/OOC VVV +=  

  :بالتعويض، بما أن متجهي الطرف الثاني باتجاه واحد بالتالي يجمع عددياً
132331321 )(2.)2( ωωω RRRRRRVC +=+++=  

  :أما السرعة النسبية لهذه النقطة
1133C .. ωω RRV rr −==  
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  .-7-9)الشكل( فيهو مبين كما  للمسنن الثالث تخطيطاً  O4ويتحدد المركز الآني للدوران  
  
  
  
  
  

  

  -7-9)الشكل(
  

  تقاطع محوري الدوران2-3- 
حول المحور مع الجسم الذي يدور بدوره  ، aa1حول المحور   Sيدور الجسم  

bb1 ، ٍكن  لتو ،واحد حيث يقع المحوران في مستوO  حيث  ،نقطة تقاطع محوري الدوران
كما هو مبين في  تساوي الصفر لأنها واقعة على كلا المحورين في آن واحد تهاسرع

بسرعة عبارة عن الحركة النسبية للجسم   aa1دوران الجسم حول  إن . -10a-7)الشكل(
ركة عبارة عن الح  bb1حول المحور    aa1ودوران الجسم مع المحور  ،  Ωr زاوية

، وبالتالي ستكون الحركة المركبة للجسم، أي محصلة  Ωeالمكتسبة له بسرعة زاوية  
، لأن سرعتها معدومة، كما  Oالحركتين الدورانيتين عبارة عن حركة جسم حول نقطة ثابتة  

زمنية صغيرة تكون هذه الحركة عبارة عن دوران صغير بسرعة زاوية  فترةأنه من أجل كل 
Ω  ان آني مار من النقطة  حول محور دورO  ،  ولكي نعين المتجهΩ   نحسب السرعة

  .المطلقة لجسيم من الجسم الصلب
  
  
  
  
  
  
  

                             a                                                              b 
  -7-10)الشكل(

A 

ω1 9 -7 

O1 O2 O3 B A C 

VO2 

VB VO3 VC 

O4 

O 

Ωe Ωr 
M 

a 

a1 

b 

b1 s 

ωr 

ωe 

ωr 

ωe 

O 

a1 b1 

a  b 

  

Ωe Ωr 
S 
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  :حيث ،-10b-7)الشكل( المبين في  Sمن الجسم الصلب    M  اًجسيم فترضن
  :هي ، M  للجسيمالسرعة النسبية 

MaΩV rr ∧=  
  :هي ، M  للجسيموالسرعة المكتسبة 

MbΩV ee ∧=  

  :من الشكل لدينا
OOMMMOOM aaaa +=⇒+=  
OOMMMOOM bbbb +=⇒+=  

re                        :حيث ΩaΩb //O//O ,  
  : M  للجسيم لسرعة النسبيةا بالتعويض نحصل على

OM∧= rr ΩV  
  :M   للجسيم السرعة المكتسبة

OM∧= ee ΩV  

  :هي ، M  للجسيموالسرعة المطلقة 
OMM ∧+=+= )( rere ΩΩVVV  

  

،  Ωالحركة المحصلة للجسم هي دوران لحظي بسرعة زاوية ما  بما أن ، ومن ناحية أخرى
  :فإنه يجب أن تكون

)(9-7                                         OMM ∧= ΩV  
  :ومنه نستنتج أن، ونحصل على مثل هذه النتائج لأي جسيم من جسيمات الجسم

)(10-7                                         re ΩΩΩ +=  
  
  
  
  
  
  
  

  -7-11)الشكل(
  

ωe 
ωr 

ω 

O 

c 

a  

b 

M 

r 

Ωe 

Ω  
Ωr 
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 تينحركجمع الناتجة من و  S ة لجسم صلب أنه في الحركة المركب لذا نستنتج
هي   Sالحركة المحصلة للجسم  تكون  ، Oين متقاطعين في نقطة  حول محور تيندوراني

هو   Ωالدوران  سرعة ومتجه  ، Oيمر في النقطة    Oc  حركة دورانية حول محور
ويتجه  ، Ωr سرعة الدوران النسبي و  Ωe  لسرعة الدوران المكتسبالمجموع الهندسي 

قطر أي على امتداد   Ωالدوران  سرعة متجه على امتداد   Ocالمحور اللحظي للدوران  
  .-7-11)الشكل(كما هو مبين في  ، Ωrو  Ωeمتوازي الأضلاع المرسوم على كل من  

بالمحور   Oc  عى المحوربالتالي يد ،يتحول مع الزمن  Ωمتجه الدوران  بما أن و
  Ω  الآني بالتالي يرسم محور الدوران ،يتحول مع الزمن  Ωr  وبما أن، الآني للدوران

  . Ωe  أي،  bb1ومحوره   O  سطح مخروط رأسه
  

حول عدة محاور متقاطعة في  لحظياً وإذا كان الجسم يدور في آن واحد دوراناً
نصل إلى نتيجة هي أن الحركة  7-10)( فإننا بالتطبيق المتتالي للمعادلة،  Oنقطة  ال

وأن السرعة الزاوية  ، Oنقطة  البارة عن دوران لحظي حول المحور المار بالمحصلة ع
  :لهذه الحركة تساوي

n321 ΩΩΩΩΩ ++++= .........  

  
  تطبيق
،  Iيتدحرج دون انزلاق على المخروط الثابت    IIالمخروط   -7-12)الشكل(ن ييب

للحركة   OPفي هذه الحالة يكون خط تماس المخروطين عبارة عن محور دوران آني  
، أثناء التدحرج تصبح محاور دوران آنية بالتتاليفي   IIالمطلقة، كما أن مولدات المخروط  

 IIبالتالي فإن دوران المخروط  ،  OP2يدور حول محور المخروط الثابت    OP1ومحوره  
يمثل الحركة المطلقة وهي عبارة عن مجموع الحركة الدورانية   OPحول المحور الآني  

تمثل   OP2الممثلة بالحركة النسبية، والحركة الدورانية حول المحور    OP1حور  حول الم
، حيث بمعرفة إحدى 7-10)(وتربط السرعات الزاوية الثلاث وفق العلاقة ، الحركة المكتسبة

يمكن بإنشاء متوازي أضلاع ، ووضعية محاور الدوران الثلاث، السرعات الزاوية الثلاث
  .السرعتين الزاويتين الأخيرتين السرعات الزاوية تعيين

  
  
  



349 
 

  
  
  
  
  
  

  -7-12)الشكل(
  

إنشاء متوازي أضلاع السرعات الزاوية عندما يتدحرج  -13a-7)الشكل(يبين 
إنشاء  -13b-7)الشكل(ويبين ،  Iدون انزلاق على السطح الداخلي للمخروط    IIالمخروط  

 دون انزلاق على مستوٍ  IIمتوازي أضلاع السرعات الزاوية عندما يتدحرج المخروط  
حيث يلاحظ أنه إذا نظرنا من جهة متجه السرعة الزاوية، فإننا نرى أن الدوران يتم ، ثابت

  .عكس دوران عقارب الساعة
  

  
  
  
  
  
  

                     a                                                               b 
  -7-13)الشكل(

  
   -7-2مسألة

كما هو مبين في   Iبدون انزلاق على المخروط الثابت    IIج المخروط  يتدحر
بعكس دوران عقارب   r.p.m  15ويدور حوله بعدد دورات قدرها  ، -7-14)الشكل(

والسرعة الزاوية المطلقة ، المطلوب إيجاد السرعة الزاوية لدورانه حول محوره. الساعة
  .وتسارعه الزاوي

  

  :الحل

O 

I 

II 

P 
P1 

P2 

Ωe 

Ω 

Ωr 

ω ωe 

ωr 

ωr 

Ωe 

Ωr 

I 
II 

P P1 
P2 

O 
Ω 

ω 
ωe 
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II 
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O ω 

ωr 
Ωe 

Ω
 

ωe 
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حول محور الدوران الآني    IIلدورانية المطلقة للمخروط  الحركة ا نفترض أن
OP  ،  تتكون من الحركة الدورانية النسبية حول محورهOP1  ودورانه مع محوره حول ،

  :التي تمثل الحركة المكتسبة له بسرعة زاوية  OP2محور المخروط الثابت  

sec/rad5.0
60

.2
π

π
ω == en

e  

ومنه نعين ، ع السرعات الزاوية الموضح في الشكلوننشئ متوازي أضلا  Ωeنرسم المتجه  
  :السرعة الزاوية المطلقة

sec/rad
5.0

5.0
30sin o π

πω
ω === e  

  :والسرعة الزاوية النسبية

sec/rad72.235.0
30tan o === π

ω
ω e

r  
  

  
  
  
  
  
  
  

  -7-14)الشكل(
  

وحساب سرعة ،  Ωيلزم تحديد راسم خطى المتجه    εولتعيين التسارع الزاوي  
فإن ، عبارة عن دائرة موازية لقاعدة المخروط الثابت  Ωم خطى  وبما أن راس،  Uنهايته  

  :تساوي وفق الشكل  Uالقيمة العددية للسرعة  
22 sec/rad325.035.05.0. πππωω =×== reU  

  :وبما أن
2sec/rad23.4==⇒= UεUE  

كما هو مبين على ، الشكل باتجاه القارئ يفهي عمودية على مستو  Eو  Uأما اتجاه كل من  
  .الشكل

I 

II 

P 
P2 

P1 

ω 

O ωr 

ωe 
U 

E 60o 

120o 

30o 

Ωr 

Ωe 
Ω 
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  -7-3مسألة
تحوي بداخلها كرات معدنية والمادة المراد   IIكسارة كروية تتكون من كرة جوفاء  

،  rه  نصف قطر  Eالمثبت عليه مسنن مخروطي    CDمركبة على المحور  ، تكسيرها
الذي يشكل وحدة متكاملة مع المحور   Iوالمركب بدوره على كرسي تحميل في الاطار  

AB   الذي يدار بواسطة المقبض ،G    والمثبت عليه مسنن مخروطيF  ه  نصف قطرR 
  .-15a-7)الشكل(مبين في  كما هو  Eحيث يعشق مع المسنن المخروطي  

،  α  تساوي  CDو  AB  الزاوية المحصورة بين محوري الدورانفإذا كانت 
  :باحسالمطلوب  ، ω2بسرعة زاوية  تدور   Gاليد  و

  .المطلقة للآلة ةالسرعة الزاوي .1
  ω2  عة الزاوية لليدرالزاوي المطلق للآلة في الحالة التي تكون فيها الس التسارع .2
 .ثابتة

  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

                                  a                                                           b 
  -7-15)الشكل(

  

يتقاطع محورا دورانهما  تؤول المسألة إلى دراسة حركة محصلة لحركتين دورانيتين .1
فالحركة المحصلة هي حركة دورانية حول ، بينهما  αويصنعان زاوية   ، Oفي نقطة  

 :حيث،  Oيمر من    Ωمحور دوران آني  

er ΩΩΩΩΩ +=+= 21  
  :وقيمته العددية

2/1
21

2
2

2
1 )cos..2( αωωωωω ++=  

α 

α 

Ω1 

A O1 

Ω2 

Ω 

E 

O 

A B 
R 

r 

D 

C 
G 

F 

E 

I 
II 

α 
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والنقطة  ، F  مسننبتأثير ال  E  حيث يدور المسنن ، ω2و  ω1  ولإيجاد العلاقة بين
  :واحدةخطية المشتركة على محيط المسنن تتصف بسرعة 

2121 .. ωωωω
r
RRr =⇒=  

  :بالتعويض نحصل على
2/1222 )cos..2( αωω rRrR

r
++=  

  

  :لدينا، لحساب التسارع الزاوي المطلق للآلة .2

dt
dΩ

=E  

سطح مخروط  ، Ω2  حول المحور الثابت  Ω  الآنية الزاوية حيث يرسم متجه السرعة
نهاية المتجه    Aورسمت النقطة   ،أيضاً ثابتاً  ω  كان ثابتاً  ω2  فإذا كان،  Ω2  محوره
Ω  دائرة يقع مركزها على  Ω2 ، يكون و O1A  كما هو مبين في  هو نصف قطر الدائرة
في دورانها حول   Aيمثل سرعة النقطة    Eوبالتالي التسارع الزاوي  ، -15b-7)الشكل(

O1 ، العددية وقيمته:  
21 .AO ωε =  

  :وبما أن
αωαω sin.)/(sin.AO 211 rR==  

  :يكونف
αωε sin.)/( 2

2rR=  
  

  دوران وانسحابحركتين تركيب 4- 
 حول محور مقيد به بسرعة زاويةتتكون الحركة المركبة للجسم من حركة دورانية 

ω   ،خطية ومن حركة انسحابية بسرعة V    يصنع زاويةفي اتجاه  α  مع متجه الدوران 
Ω ،   مثال ذلك حركة دوران الجسمS    حول المحورOa   المتصل بعربة تتحرك حركة

 T(OXYZ)جملة إحداثية  دنعلدراسة الحركة ، -7-16)الشكل(انسحابية كما هو مبين في 
سم ونرد حركة الج،  Ω  على متجه الدوران  OZ  حيث ينطبق المحور  S  مقيدة بالجسم

  :الحالات التاليةنميز  ، T1(O1X1Y1Z1)إلى ثلاثية ثابتة قائمة ومباشرة 
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  -7-16)الشكل(
  

  الانسحاب يوازي متجه الدورانحالة 1-4- 
حول من حركة دورانية ،  ( V // Ω ) حالة  Sتتكون الحركة المركبة للجسم  

  بسرعة زاوية  Tالمتحركة   جملةفي ال  OZوالمنطبق على المحور  ، المقيد به  Oaمحور 
 ω، خطية   ومن حركة انسحابية بسرعةV   يوازي محور الدوران  في اتجاهOa  ، أي

  .-7-17)الشكل(كما هو مبين في   O1Z1 المحور
  
  
  
  
  
  
  

  -7-17)الشكل(
  

بسرعة زاوية   OZ  المحور فالحركة النسبية هي حركة دوران الجسم الصلب حول
 ( Ve = V ) لحركة المكتسبة هي حركة انسحاب الجسم بسرعةوا ،( ωr = ω )مقدارها 
كما هو  فتكون في هذه الحالة حركة الجسم المحصلة هي حركة لولبية ، Ωrالمتجه  موازية 

  .)الفصل الثاني -  جع الحركة اللولبيةار( -7-18)الشكل(مبين في 
نية عندما تتفق  فإن الحركة اللولبية تكون يمي   Ωrبحسب القاعدة المتبعة لإشارة  

V  وΩr  وتكون يسارية عندما لا تتفق ، بالاتجاه ويدعى باللولب اليمينيV  وΩr   بالاتجاه
  .ويدعى باللولب اليساري

X1 

Y1 
O1 

Z1 Z 

Y 
O 

Ω 

V 
M

X 

a  

(S) 

ω  

O 

Ω 
V α 

ω
a  

S 



354 
 

  
  
  
  
  
  
  

  -7-18)الشكل(
  

الموافق لدورة واحدة  Tى المسافة المقطوعة على محور اللولب خلال الزمن  وتسم
  :والذي يحدد من العلاقتين،  bه بـ  لأي جسيم بخطوة الحركة اللولبية ويرمز ل

ωπωπ /2/2,. VbTTVb =⇒==  
  .تكون ثابتة  b  خطوة اللولب فإن  ωو  Vوفي حال ثبات  

  

  من الجسم   Mولتعيين سرعة أي جسيم  
وبالتالي تعطى  ، OZن الحركة النسبية هي حركة دوران الجسم حول المحور  أبما 

  :بالعلاقة للجسيمالسرعة النسبية 
OM∧= rr ΩV  

أي  ، Ωr  الانسحاب يوازي حيث ،أما الحركة المكتسبة فهي الحركة الانسحابية
    وتساوي سرعة القطب ،مسايرةالجسم كلها  جسيماتوفيها تكون سرع  ، O1Z1  المحور

( VO = Ve ) ، وازي بالفرض  ي الذيΩr  لأن ( α = 0 )، وعليه يمكن أن نضع:  
re ΩV .b=  

  .والعكس صحيح ، Ωrبري موجب عندما يتجه الانسحاب في جهة  جعدد   bحيث  
  : Mللجسيم  ومنه السرعة المطلقة 

OMM ∧+=+= rrre ΩΩVVV .b  

  :تساوي  VM  لـالقيمة العددية ف ،نابما أن متجهي الطرف الثاني متعامد
2/12

O
22

M ])OM([ VVV ra +== ω  

  :ويميل على الأفق بمقدار، بيويتجه باتجاه المماس لمسار الجسيم اللول

r
b
.2

'tan
π

α =  

M
Ve 

ωr 

O 

b 

VM 

Ve 
ω.r 

Ωr  
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  tفي اللحظة    Tالمتحركة   الجملةمنطبقة على   T1فإذا انتخبنا الجملة الثابتة  
 ،ثابتة  bومنه   ،ثابتين  ωو  V  وكان المقداران العدديان ،-7-17)الشكل(كما هو مبين في 

قع على محور الدوران بدلالة الجملة غير وا ، Sفي الجسم الصلب    M جسيم رسم كل 
ومحوره هو  ، Ωrومتجه دورانه   ،الثابتة  b  خطوته المختزلة، دائرياً لولباً  T1الثابتة  

  .محور الدوران
الناتجة من حركة دورانية حول وأنه في الحركة المركبة لجسم صلب  لذا نستنتج

فإن ، ه موازية لمحور الدورانتتج  Vوحركة انسحابية بسرعة   ، ω بسرعة   OZالمحور  
  .حركة الجسم المحصلة هي حركة لولبية

  
  الدورانمتجه عامد يالانسحاب  حالة2-4- 

حول من حركة دورانية ، ( α = 90o ) حالة  Sتتكون الحركة المركبة للجسم  
بسرعة   Tالمتحركة   جملةفي ال  OZوالمنطبق على المحور  ، المقيد به  Oaمحور  
 ، Oaمحور الدوران   في اتجاه يعامد  Vخطية   ومن حركة انسحابية بسرعة ،ω   زاوية

  .-7-19)الشكل(كما هو مبين في   OZ  أي المحور
  
  
  
  
  

  -7-19)الشكل(
بسرعة زاوية   OZ  المحور فالحركة النسبية هي حركة دوران الجسم الصلب حول

 ( Ve = V ) سم بسرعةوالحركة المكتسبة هي حركة انسحاب الج ،( ωr = ω )مقدارها 
 ةحركالفتكون في هذه الحالة  ، Ωrتعامد المتجه  و،  O  النقطةسرعة   VOتساوي  
  .قطباً فيها  Oواختيار النقطة ، اًثابت اًتوازي مستويلجسم هي حركة مستوية عامة المحصلة ل

إمكان  ،الدوران يحالة توازي محور أي ،لقد وجدنا في تركيب حركتين دورانيتين
متوازيين  نالانسحاب محصلة حركتين دورانيتين في اتجاهين متعاكسين حول محوري كون

تقع هذه و ،وسرعة الانسحاب في هذه الحركة هي عزم ازدواج الدوران ، O1Z1و  OZهما  
  .يعامد الدوران أي ،يعامد مستوي محوري الدوران السرعة في مستوٍ

O 

p 

O1 

a 

Ω  

V 

Ω1 

Ω2 

S 

Z 

ω 
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  -7-20)الشكل(
وفق   Ω1بمتجهي دوران هما   ، VOلانسحاب  كن استبدال سرعة اموعليه ي

 على أن يكون ،-7-20)الشكل(كما هو مبين في   O1Z1وفق المحور    Ω2و  OZالمحور 
  :بالعلاقة اًمعين  OO1ذراع المزدوجة  

rV ω/OO O1 =  

  :الدوران اوأن يكون متجه
21 Ω-Ω =  

إذ أن  ، Ω2و  Ω1هة كل من المتجهين  ج  VOويعطينا اتجاه سرعة الانسحاب  
  :حيث ، Ω2ينبغي أن تدور في الجهة المباشرة حول    VOالسرعة  

1112O OOOO ∧=∧= ΩΩV  

  . ω2و  ω1من هذه العلاقة يمكن حساب القيمة العددية للسرعة الزاوية  
rΩΩΩ  دورانات ةتؤول الحركة المحصلة إلى ثلاثو ,, :ن متوازيين هماحول محوري  21

 ) ( rΩΩ   . O1Z1حول المحور    2Ωو  ، OZحول المحور   1+
بالتالي الحركة المحصلة  ،ولقد ناقشنا هذه الحالة في تركيب حركتين دورانيتين

 Gو ،  Ωrبسرعة زاوية    GG1  حول المحور الآني لجسم الصلب هي حركة دورانيةل
يحصل بسرعة   GG1و  OZنلاحظ أن دوران الجسم حول المحاور   .عة الآنيمركز السر

  .أي أن القسم الدوراني من الحركة لا يتعلق باختيار القطب،  Ωrزاوية واحدة   
  

  ب يصنع زاوية ما مع متجه الدورانالانسحاحالة 3-4- 
ولا  متجه الحركة الانسحابية لا يوازي حالة  Sتتكون الحركة المركبة للجسم  

  Oaحول محور  من حركة دورانية  ،يتعامد مع متجه السرعة الزاوية للحركة الدورانية
ومن  ،ω   بسرعة زاوية  Tالمتحركة   جملةفي ال  OZوالمنطبق على المحور  ، المقيد به

،  α  زاوية ما مقدارها  Ω  تصنع مع متجه الدوران  VOخطية   حركة انسحابية بسرعة
  .-21a-7)الشكل( كما هو مبين في

O1 

Z 

Ωr VO 

O 

Ωr 

G 

G1 Z1 

Ω2 

Ω1 
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بسرعة زاوية   OZ فالحركة النسبية هي حركة دوران الجسم الصلب حول محور 
(Ωr = Ω) ،   والحركة المكتسبة هي حركة انسحاب الجسم بسرعةVO   تصنع مع المتجه

Ωr  زاوية ما.  
 ، Ωr إلى مركبتين إحداهما توازي المتجه  VOيمكننا في هذه الحالة تحليل السرعة 

  :حيث ،مدهااتعوالثانية 
  :هي  Ωrالمركبة الموازية لـ  

αcos.O1 VV =  

  :هي  Ωr  والمركبة العمودية على
αsin.O2 VV =  

  
  
  
  
  
  

  -7-21)الشكل(
حيث يمكن  ، Ω2و  Ω1هي محصلة حركتين دورانيتين    V2والسرعة الانسحابية  

والقيم العددية ،  Ω1و  Ω1 - المزدوجة  أي ب ، Ω2و  Ω1بالمتجهين    V2استبدال السرعة  
  :لهما تعطى بـ 

OO
sin.

OO 1

O

1

2
12

α
ωω

VV
===  

  :إلىوتؤول الحركة في الحالة العامة 
  :بسرعة  OZانسحاب وفق المحور  

αcos.O1 VV =  
ويمر  ، OZ لذي يوازي المحور ا ،المحور الآني للدوران ، GG1  ودوران حول المحور

  :بالمقدار  O  تبعد عن تيال ،مركز الآني للدورانال ، Gفي النقطة 

rr

VV
ω

α
ω

sin.OG O2 ==  

rΩΩΩأما متجه الدوران فهو المجموع الهندسي للدورانات  ,, 11   . Ωr  فهو يساوي  −

O1 

Z 

Ωr 

VO 

O 

Ωr 

G 

G1
Z1 

Ω2 

Ω1 

V1 
V2 

α 

Ω2 

Ω1 

O 

Ω 

O1 
VO 

V1 

V2 

α 

S 

Z 

ω1 

ω  

ω2 
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وانسحاب  ، GG1فالحركة المحصلة هي مجموع حركة دورانية حول المحور  
 bوخطوتها المختزلة   ، GG1ية محورها يوازي  فهي إذن حركة لولبية آن ، GG1يوازي  

  :السرعة المكتسبة منتعين 
rOre VbbVVV ωαωα /cos..cos.O1 =⇒===  

  

حركة  عديمكن  العامةالحركة المستوية  ،بالعودة إلى حركة الجسم الصلب في الحالة العامة
وحركة  ،حول محور آني  Ω حركة دورانية  محصلة ، tم الصلب في كل لحظة  سالج

  . Ω  ة توازيانسحابي
       في اللحظة  II إلى الوضع   t1في اللحظة    I  فإذا انتقل الجسم من الوضع

( t2 = t1 + Δt ) ،هذا الانتقال محصلة انسحاب بسرعة   دامأمكن اعتVO  ثم  ،للجسم بكامله
حول المحور الذي يمر من القطب    VM/Oفي الجسم الصلب بسرعة    M  الجسيمدوران 

O ، ومنه:  
OMOM/OOM ∧+=+= ΩVVVV  
بوجه عام تتغير طوال الوقت عند الحركة المستوية   VO , Ω , αبما أن المقادير  

لذا يسمى بالمحور ، يتغير أيضاً باستمرار  GG1فإن موضع المحور  ، العامة للجسم الصلب
ركات حركة الجسم الصلب الحر حركة مركبة من سلسلة ح عدوهكذا يمكن ، اللولبي اللحظي

  .لولبية لحظية حول المحاور اللولبية المتغيرة باستمرار
  

  -7-4مسألة
  :المطلوب، (ω0 = 5  rad/sec)سطوانة دائرية حول محورها بسرعة زاوية أتدور 

إذا سحبت الأسطوانة باتجاه ثابت يعامد محورها ، تعيين المحور الآني للدوران .1
 .( V = 5  m/sec )بسرعة قدرها 

توزع السرع في مختلف جسيمات الأسطوانة في  دراسةو، الناتجةتعيين الحركة  .2
تصنع زاوية  ( V = 5  m/sec )فيما إذا سحبت باتجاه ثابت بسرعة قدرها ،  tلحظة معينة  
( α = 30o ) مع محور الأسطوانة. 

 

  :الحل
،  T1(O1X1Y1Z1)الجملة الثابتة  فترضلذا ن، الانسحاب يعامد الدوران بما أن .1

الموازي لمتجه السرعة الزاوية ،  OZيوازي محور الأسطوانة    O1Z1ر  حيث المحو
  .المنطبق على محورها  Ω0لدوران الأسطوانة  
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أن متجه سرعة انسحاب الأسطوانة العمودي دوماً على محور  نفترضكما 
كما هو مبين في   OYأو المحور  ،  O1Y1المحور   الثابتة والمنطبقة على،  Vالأسطوانة 

  .-7-22)كلالش(
  
  
  
  
  
  

  -7-22)الشكل(
  

تكافئ محصلة حركتين دورانيتين لمتجهي سرعتين         إن الحركة الانسحابية
Ω1  وΩ2  ، حيث يكونΩ1 = Ω ) Ω2 = - (،   وينطبقان على المحورينOZ  وO1Z1 

ويكون مستوى الازدواج ، يدور في الجهة المباشرة حوله،   Vحيث تؤلفان ازدواجاً عزمه  
وقيمته العددية   XOZالذي ينطبق على المستوي  ،  Vالمتجه    tفي كل لحظة   مداًمعا

  :يعطى بـ   OCوذراعه  ،  Vتساوي  
m1/OC.OC 00 ==⇒= ωω VV  

  وذلك حتى يكون الدوران مباشر حوله لـ، وفي الجهة السالبة  OXعلى المحور    Cوتقع  
V  ًومنه، أيضا:  

i1−=OC  
ويرسم مركز الدوران الآني مستقيماً ،  OZويوازي    Cحور الآني للدوران يمر من  والم

  . O1X1Y1ويقع في المستوي    O1Y1يوازي  
  

    حيث يصنع زاوية،  O1X1Y1يقع في المستوي    Vنفرض أن متجه السرعة   .2
( α = 30o )   مع المحورOZ  ،  لذا نحللV  إلى مركبتين: 

21 VVV +=  
  . O1Z1أي وفق    OZتتجه وفق    V1حيث  

التي تكافئ دورانين  ، Oالمار من القطب    O1Y1أي وفق    OYتتجه وفق    V2و  
  :يشكلان ازدواجاً

Ω1 = Ω  Ω2 = -  

X 

Y 

ΩO 

Z ΩO 

O 
Ω 

C 

Ω 

O1 
X1 

Z1 

Y1 

V 
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،  Cهو    , Ω1 , Ω0  Ω2أي لـ ،  Ω0و  V2والمركز الآني للدوران الموافق لـ 
  :حيث يعين بـ 

iii 5.0
5

sin305 o
2 −==−= -V

ω
OC  

  
  
  
  
  
  

  -7-23)الشكل(
،  Cحول المحور الآني للدوران المار من    Ω0والحركة المحصلة هي دوران آني 

فالحركة المحصلة هي حركة لولبية آنية محورها ،  Ω0توازي    V1وانسحاب بسرعة  
  :والخطوة المختزلة له، -7-23)الشكل(كما هو مبين في   Cويمر من   ، OZيوازي  

m2/3/1 == ωVb  
  :من الأسطوانة لدينا  Mلدراسة سرعة جسيم  

CM1M ∧+= ΩVV  
  :حيث

1kkV
2

35.30cos. o == 11 V  

  :يساوي  CMوالمتجه  
MOOOCOCM 11 ++=  

  :حيث
1CO i)2/1(=  

11211OO jkVVV .
2
5.

2
35... ttttt −−=−−=−=  

1111MO kji ... 111 zyx ++=  
  :ومنه

111CM kji )
2

35()
2
5()

2
1( 111 tztyx −+−++=  

X 
Y 

ΩO 

Z Ω
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  :ي علاقة السرعةبالتعويض ف

])
2

35()
2
5()

2
1[(5

2
35

111 11111M kjikkV tztyx −+−++∧+=  

111M kjiV
2

35)
2
5(5)

2
1(5 11 +−−+= tyx  

  .نحصل على علاقة توزع السرعة لجسيمات الأسطوانة في لحظة معينة
  

  -7-5مسألة
حيث يقع مركز القرصين ،  ABو  DEعلبة تفاضلية مسننة تتكون من قرصين  

يستند شاقولياً على  ( r = 5 cm )نصف قطره   MNوالقرص  ، على محور شاقولي واحد
كما هو مبين في ، حول المحور الشاقولي ( IH = 1/14  m )ويدور محوره ، القرصين

  .-7-24)الشكل(
    هما  DEو  ABمع القرصين    MNنقطتي تماس القرص   افإذا كانت سرعت

( V1 = 3  m/sec )  و( V2 = 4  m/sec ) ، باحسالمطلوب:  
 . IHالزاوية لدورانه حول محوره  والسرعة ،  MNسرعة مركز القرص   .1

 .المطلقالزاوي وتسارعه ،  MNالسرعة الزاوية والمطلقة للقرص   .2
 

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  

  -7-24)الشكل(
وعلى ، يقع في مستوى القرص  Cحول مركز آني للدوران    MNيدور القرص   .1

  :وذلك من معرفة،  MNالمستقيم  
sec/m4,sec/m3 2N1M ==== VVVV  

A 

B 

D 

E 
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N 

V2 

V1

H
I 
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  :فيكون -25a-7)الشكل(ن بمستقيم كما هو مبين في نصل نهايتي السرعتي

3
4

CN
CM

=  

  :ومن خواص التناسب

7
4

10
CM

MN
CM

7
4

CMCN
CM

==⇒=
+

 

  
  
  
  
  
  

                         a                                                             b 
  7-25)الشكل(

  :ومنه
cm5/75CMCNcm3CM =−=⇒=  

  :هي  Hعة مركز القرص  وتكون سر

sec/m5.0
40
5

4CM
CH

H
H

2

H =⇒=⇒= VV
V
V

 
  

حول محور عمودي   MNويمكن حساب السرعة الزاوية الآنية لدوران القرص   .2
  :على مستويه من العلاقة

sec/rad70.CH 11H =⇒= ωωV  
  :حول محوره الشاقولي من العلاقة  MNكما يمكن حساب السرعة الزاوية للقرص 

sec/rad7.IH 22H =⇒= ωωV  
وبما أن ،   Ω2و  Ω1هي محصلة السرعتين   MNللقرص    Ωعة الزاوية المطلقة  والسر
  :فإن، -25b-7)الشكل(ن كما هو مبين في االدوران متعامد يمحور

sec/rad3.70)( 2/12
2

2
1 =+= ωωω  

  :وبما أن متجه التسارع الزاوي المطلق يعطى بـ 
dtd /Ω=E  

V1 

V2 

N 

M 

H VH 

Ω1 

Ω 

Ω2 
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،  Ω1ونصف قطرها هو  ، ع على المحور الشاقوليدائرة مركزها يق  Ωعندئذ ترسم نهاية  
  :القيمة العددية للتسارع الزاوي المطلق وتكون

2
212 sec/rad490.. === ωωωε R  

  
 -7-6 مسألة

،  O1O2حول محور أفقي    ωrبسرعة زاوية ثابتة    Rنصف قطره   يدور قرص
ز القرص حيث يقع مرك، حول محور شاقولي  ωeالذي يدور بدوره بسرعة زاوية ثابتة  

  .-26a-7)الشكل(عليه كما هو مبين في 
 الواقعين على محيط القرص  Bو  Aن سرعتي الجسيمين  يعيالمطلوب ت

والدورانين يكونان باتجاه ، شاقولياً  ABالتي يكون فيها القطر  ،  tفي اللحظة   وتسارعهما
  .عكس حركة عقارب الساعة

  

  :الحل
  
  
  
  
  
  
  
  

                        a                                                    b 
  -7-26)الشكل(
  :من العلاقة  Aتحسب السرعة المطلقة للجسيم  

rea VVV +=  

  : A  للجسيم السرعة النسبيةحيث 
OA∧= rr ΩV  

  : A  للجسيم السرعة المكتسبةو
OA∧= ee ΩV  

O1 O2 

A 

B 

ωr 

ωe 

O1 O2 

Y1 

Z1 
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Ar 

Ac 
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  :ومنه
OA∧+= )( era ΩΩV  

  :حيث
11 jΩ,iΩ err .. eωω ==  

11 OBOA j,j .. RR ==  
  :لجسيمين تكون معدومةلكل من اأن السرعة المكتسبة  نجدبالتعويض 

0)() BA == ee V(V  
  :تساوي -26b-7)الشكل(وأن السرعة النسبية لهما الموضحة في 

1B1A kVV,k(VV rr ..)(..) BA RR rr ωω ====  
  :لعلاقةويحسب التسارع المطلق لجسيم من ا

crea AAAA ++=  
  :للجسيم النسبي حيث التسارع

rrr VΩA ∧=  
  :للجسيم المكتسب تسارعالو

eee VΩA ∧=  
  :والتسارع المتمم للجسيم

rec VΩA ∧= 2  
  :فهي، -26b-7)الشكل(الموضحة في   Aبالنسبة لمركبات تسارع الجسيم  

0)(,..)(..2)( A
2

AA =−== erer ARR. 11c jA,iA r ωωω  
  :وتكون العلاقة الشعاعية له

11A jiA ....2 2 RR. rer ωωω −=  
  :وقيمتها العددية
2/1222/12422 )4(.)..4( rerr

2
er RRR. ωωωωωω +=+=AA  

  :فهي، -26b-7)الشكل(الموضحة في   Bأما مركبات تسارع الجسيم  
0)(,..)(..2)( B

2
BB === erer ARR. 11c jA,iA r ωωω  

  :وتكون العلاقة الشعاعية له
11B jiA ....2 2 RR. rer ωωω +=  

  :وقيمتها العددية
2/1222/12422 )4(.)..4( rerr

2
er RRR. ωωωωωω +=+=BA  
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 PROBLEMS                غير محلولةمسائل 
  

  - 1مسألة
داخل المسنن   II، ليحرك المسنن   ω0بسرعة زاوية    O1O2يدور المرفق  

،  r2و  r1فإذا كانت أنصاف الأقطار  ، -27a-7)الشكل(كما هو مبين في   Iالثابت  
وسرعته الزاوية النسبية بالنسبة للمرفق ،  IIالمطلوب تعيين السرعة الزاوية المطلقة للمسنن  

O1O2 .  
  

0:     الجواب
2

21
II0

2

1
II , ωωωω

r
rr

r
r

ar
−

−=−=  

  
  
  
  
  
  
  

                       a                                                      b 
  -7-27)الشكل(

  
  - 2مسألة

، بسرعة -27b-7)الشكل(في التركيبة الآلية الموضحة في   OAيدور المرفق  
 II، والمسنن   IIIداخل المسنن الثابت    z2وعدد أسنانه    IIليحرك المسنن    ω0زاوية  

المطلوب إيجاد السرعة .  O، والذي يدور حول   z1وعدد أسنانه    Iيحرك بدوره المسنن  
  . Iالزاوية للمسنن  

  

0:    الجواب
2

21
I 2 ωω

z
zz +

=  

II 

I 

III O1 

O2 

r2 

r1 

O1 

I 
II 

III 

O A 

ω0 
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   - 3مسألة
بسرعة  ( z0 = 60 )لمسنن ثابت عدد أسنانه   Oول محور  ح  OAيدور المرفق  

و    ( z1 = 40 )يبلغ عدد أسنانه  اًمزدوج اًمسنن اًويحمل محور، ( n0 = 30  r p m )زاوية 
( z2 = 50 )  28)الشكل(كما هو مبين فيa-7- ، المطلوب إيجاد عدد الدورات في الدقيقة

   ( z3 = 25 )الواحدة للمسنن الذي عدد أسنانه 
  

(r.p.m60:   الجواب
.
.1( 0

31

20
3 −=−= n

zz
zzn  

  
  
  
  
  
  
  

                           a                                                                    b 
  -7-28)الشكل(

  
  - 4مسألة

  OA، يركب كل من الذراع  -28b-7)الشكل(في التركيبة الآلية الموضحة في 
  O1والمحور  ، تركيباً حراً  Oعلى العمود المار من    r1ره  نصف قط  Iوالمسنن  
فيدور دوراناً حراً حول   r3نصف قطره    IIIمثبت في الذراع، أما المسنن    IIللمسنن  
  . Oالمحور  

من محرك   III، واكتسب المسنن   ω0سرعة زاوية    OAفإذا اكتسب الذراع  
  . Iللمسنن    ω1المطلوب تعيين السرعة الزاوية  في اتجاه معاكس،   ω3آخر سرعة زاوية 

  

3:    الجواب
1

3
0

1

3
1 )1( ωωω

r
r

r
r

++=  
  

A O 

Z0=60 Z2=50 

Z1=40 
Z3=25 n0=30 r.p.m 

A O 
I 

II 
III 

ω0 



367 
 

  - 5مسألة
 ( z1 = 20 )المسنن الأول وعدد أسنانه ، مسننات ةيتكون مخفض للسرعات من ثلاث

، والمسنن ( n1 = 4500  r p m )الذي يدور بسرعة زاوية   Iمركب على العمود القائد  
  IIمركب على محور مثبت تماماً في العمود المقود   ( z2 = 25 )أسنانه الثاني وعدد 
ذات التعشيق الداخلي فهو ثابت كما  ( z3 = 70 )والمسنن الثالث وعدد أسنانه ، تركيباً حراً

المطلوب إيجاد عدد دورات العمود المقود والمسنن الثاني . -29a-7)الشكل(هو مبين في 
  .دةالمتنقل في الدقيقة الواح

  
r.p.m1800,r.p.m1000:   الجواب 2II −== nn  

  
  
  
  
  
  
  
  

                           a                                                            b 
  -7-29)الشكل(

  
  - 6مسألة

، بعدد -29b-7)الشكل(في مخفض السرعات الموضح في   Iيدور العمود القائد  
فإذا كان عدد أسنان المسنن الثابت ذات التعشيق ، (.n1 = 1200  r.p.m )دورات قدرها 

 (z2 = 60)، والترسان المتنقلان مقترنان أحدهما بالآخر، وعدد أسنانهما (z1 = 180)الداخلي 
، المطلوب ( z4 = 80 )، وكان عدد أسنان الترس المثبت في العمود المقود ( z3 = 40 )و 

  .في الدقيقة  IIإيجاد عدد دورات العمود المقود  
  

 nII = 3000  r.p.m:    الجواب

I II z1 

z2 

z3 

z3 

I II 

z1 
z2 z3 

z4 

z2 
z3 

z1 
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  - 7مسألة
      على الترتيب  انمسننان مخروطيان محورهما ثابتان، وزاويتا استدقاقهما تساوي

β  وα  30)الشكل(كما هو مبين فيa-7  فإذا دار المسنن الأول بسرعة زاوية ،ω1  ،
  :هو قدرها عندما تكون للمسنن الثاني، وما  ω2المطلوب تعيين السرعة الزاوية  

r.p.m95,60,30 1
oo === nβα  

  

r.p.m16.5    :الجواب

2
sin

2
sin

12 == ωβ

α

ω  

  
  
  
  
  
  
  

                    a                                                                  b 
  -7-30)الشكل(

  
   - 8مسألة

دور حول ي ، m  10مستدير قطره يساوي    ABأرجوحة دوارة عبارة عن سطح  
، بسرعة  m  2تساوي    ODحيث المسافة    Dالمار بمركزه    OCمحوره الهندسي  

حول الخط الرأسي نفسه فيدور في الاتجاه   OCأما المحور  ، ( nAB = 6  r.p.m )تساوي 
OE   بسرعة( nOC = 6  r.p.m )  فإذا كانت الزاوية المحصورة بين المحورين تساوي ،α 

في اللحظة   B، المطلوب تعيين السرعة الخطية للطرف  30b-7)الشكل(في  كما هو مبين
  .التي يكون في أدنى وضع له

  
  m/sec77.8=BV:    الجواب

α 

β 

B O 

D 

C 
E 

α   
A 
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  - 9 مسألة

،  Zحول المحور    OAفي اللحظة المبينة من الحركة يدور الذراع التلسكوبي  
وفي الوقت ذاته  ،( ω1 = 1.5  rad/sec )بعكس دوران عقارب الساعة بسرعة زاوية ثابتة 

بالنسبة  ( ω2 = 8  rad/sec )دوراناً منتظماً بسرعة زاوية مقدارها  )Bucket(يدور الدلو 
 الخطي تسارعالوالخطية  سرعةال إيجاد -31a-7)الشكل(المطلوب للوضع المبين في . للذراع

  .الدلوالواقعة على   P  لنقطةل
  

      V = - 3.9 i-8 j  m/sec     ,     A = 18.8 i - 5.85 j + 64 k  m/sec2:الجواب

  

  
                          a                                                             b 

  -7-31)الشكل(

  
  - 10مسألة 

دوراناً   mm 100في اللحظة المبينة من الحركة يدور قرص مستدير نصف قطره  
كما يدور في الوقت نفسه ، ( N2 = 240  r.p.m )بسرعة مقدارها   Zور  منتظماً حول المح

المطلوب في . ( N1 = 30  r p m )بسرعة مقدارها ،  Yحول المحور    OCBالذراع  
  A  لنقطةالخطي لتسارع الوالخطية سرعة إيجاد ال -31b-7)الشكل(الوضع المبين في 

  .الواقعة على محيط القرص
  

  V = π(0.1 i + 0.8 j + 0.08 k) m/sec , A = - π2 (6.32 i + 0.1 k) m/sec2:الجواب
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  - 11 مسألة
،  Zحول المحور    ABفي اللحظة المبينة من الحركة يدور الهيكل الحامل  

                وبتســـارع زاوي مقداره، ( ω1 = 4  rad/sec )بسرعة زاوية مقدارها 
( ε1 =3  rad/sec2 )  ويدور الذراع الآلي  ، الموضحةوفق الاتجاهاتBC   في الوقت ذاته

المطلوب للوضع . بالنسبة للذراع ( ω2 = 8  rad/sec )دوراناً منتظماً بســـرعة زاوية 
  . Cالخطي للرأس القابض   تسارعالوالخطية سرعة إيجاد ال -32a-7)الشكل(المبين في 

  

      V = 2.8 j - 5.6 k  m/sec     ,     A = - 56 i + 2.1 j  m/sec2:الجواب
 

 
          a                                                                 b 

  -7-32)الشكل(
  

 - 12 مسألة

،  Zحول المحور    ABفي اللحظة المبينة من الحركة يدور الهيكل الحامل  
 ( ε1 = 3  rad/sec2 )ره وبتسارع زاوي مقدا، ( ω1 = 4  rad/sec )بسرعة زاوية مقدارها 

في الوقت ذاته بسرعة زاوية                 BCويدور الذراع الآلي  ، وفق الاتجاهات الموضحة
( ω2 = 8  rad/sec )  وبتســارع زاوي مقداره( ε2 = 2  rad/sec2 )  وفق الاتجاهات

تسارع الو الخطية سرعةال إيجاد -32b-7)الشكل(المطلوب للوضع المبين في . الموضحة
  . Cالخطي للرأس القابض  

  

      V = 2.8 j - 5.6 k  m/sec    ,    A = - 56 i + 2.1 j - 1.4 k  m/sec2:الجواب
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  - 13 مسألة

، ( ω2 = 5  rad/sec)دوراناً منتظماً بسرعة زاوية  mm  120يدور دولاب قطره 
بسرعة   Yالمحور  دوراناً منتظماً أيضاً حول   ABكما يدور في الوقت نفسه الذراع  

سرعة إيجاد ال -33b-7)الشكل(المطلوب للوضع المبين في . ( ω1 = 3  rad/sec )مقدارها 
  .الواقعة على محيط القرص  C  لنقطةالخطي لتسارع الوالخطية 

      V = 0.6 j - 0.585 k  m/sec     ,     A = - 4.76 i  m/sec2:الجواب

  
             a                                                          b 

  -7-33)الشكل(
  - 14 مسألة

بواسطة المسمار اللولبي   OAبالذراع    Rنصف قطره    Dيثبت قرص مستدير  
A   33)الشكل(كما هو مبين فيb-7- ، ويدور الذراع المذكور حول محور رأسي يمر من

ور القرص حول محور أفقي يمر من النقطة  بينما يد،  ω1بسرعة زاوية ثابتة    Oالنقطة  
A   2ثابتة   بسرعة زاويةوفق الاتجاه المبينω  .المطلوب إيجاد:   

  .السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للقرص .1
  .التي تقع على محيط القرص  Pالسرعة الخطية والتسارع الخطي للنقطة   .2

  :تفرض المعطيات التالية
ω1 = 5  rad/sec   ,   ω2 = 15  rad/sec   ,   R = 0.15  m   ,   L = 0.4  m 

 

  rad/sec     ,     ε = 75 i  rad/sec2      = 5 j + 15 k ω:لجوابا
V = - 2.25 i - 2 k  m/sec     ,     A = - 10 i - 33.75 j + 22.5 k  m/sec2 
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 - 15 مسألة

 دوراناً منتظماً بسرعة زاوية يدور  mm  180قرص مستدير نصف قطره  
كما يدور في الوقت نفسه الذراع  ،  CDبالنسبة للذراع   ( ω2 = 12  rad/sec )مقدارها  

CD    دوراناً منتظماً أيضاً حول المحورY   بسرعة زاوية مقدارها( ω1 = 8  rad/sec ) .
 لنقطةالخطي لتسارع الوالخطية سرعة إيجاد ال -34b-7)الشكل(المطلوب للوضع المبين في 

A   على محيط القرصالواقعة. 

  
     V = - 5.04 i - 1.2 k  m/sec   ,   A = - 9.6 i - 25.9 j + 57.6 k  m/sec2:الجواب

  

  
                           a                                                    b 

  -7-34)الشكل(
  

 - 16 مسألة
ية ثابتة مقدارها        بسرعة زاو  Zيدور حول المحور    BCDاع معقوف  ذر

ω1 = 5  rad/sec ) ( ،  150فإذا كان نصف قطر القرص المستدير  mm  ، وانه يدور
للوضع المبين في  المطلوب. ( ω2 = 4  rad/sec )بسرعة زاوية ثابتة  BCحول 

التي تقع على محيط   Aإيجاد السرعة الخطية والتسارع الخطي للنقطة   -34b-7)الشكل(
  .القرص

  
      V = - 0.6 i + 0.75 j - 0.6 k  m/s    ,    A = - 6.15 i - 3 j  m/sec2:جوابال
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  - 17 مسألة

دوراناً منتظماً بسرعة زاوية مقدارها         yيدور القرص المستدير حول محوره  
( ω2 = 10 π  rad/sec )،  ًكما يدور في الوقت نفسه الهيكل الحامل دوراناً منتظماً أيضا

 المطلوب للوضع المبين.  ( ω1 = 4 π  rad/sec )بسرعة زاوية مقدارها  Zور  حول المح
  :إيجاد ما يلي -35b-7)الشكل(في 

  السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للقرص .1
  .التي تقع على محيط القرص  Pالسرعة الخطية والتسارع الخطي للنقطة   .2

  

  V = π I + 1.2 π j  m/sec   ,   A = 2 π2( - 2.4 i + 4 j – 5 k )  m/sec2 :الجواب
  

 
                           a                                                        b 

  -7-35)الشكل(
  - 18 ةمسأل

بسرعة زاوية   Cالمار من المركز    zيدور قرص دائري حول محوره الأفقي  
وفي ، لمعاكس لدوران عقارب الساعةفي الاتجاه ا ( ω2 = 10  rad/sec )منتظمة تساوي 

بسرعة زاوية منتظمة                   x0الوقت ذاته تدور المجموعة بأكملها حول المحور  
( ω1 = 4  rad/sec ) المطلوب للوضع المبين . في الاتجاه المعاكس لدوران عقارب الساعة

 .إيجاد السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للقرص -35b-7)الشكل(في 
  

  rad/sec    ,    ε = - 40 j  rad/sec2     = 4 i + 10 k ω :الجواب
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 - 19 مسألة
بسرعة زاوية منتظمة تساوي                     zيدور قرص دائري حول محوره  

( ωz = 20  rad/sec ) وفي الوقت ذاته تدور ، في الاتجاه المعاكس لدوران عقارب الساعة
في  ( ωx = 10  rad/sec )بسرعة زاوية منتظمة  xور الثابت المجموعة بأكملها حول المح

 -36b-7)الشكل(للوضع المبين في المطلوب  .الاتجاه المعاكس لدوران عقارب الساعة أيضاً
إيجاد السرعة الخطية  θ = 30o ) (الموافق في اللحظة التي تكون فيها المجموعة في الوضع 

  . Bوالتسارع الخطي للنقطة  
  

  V = - 2.08 i - 3.2 j + 1.04 k  m/sec  ,  A = 24 i - 52 j - 44 k  m/sec2:الجواب

  
                 a                                                        b  

  -7-36)الشكل(
  - 20 مسألة

 z يدور دوراناً منتظماً حول المحور  ( r = 75  mm )قرص دائري نصف قطره 
  حول المحور وفي الوقت ذاته تدور المجموعة كلها، ( ω2 = 4  rad/sec ) وبسرعة زاوية

x  منتظمة مقدارها  بسرعة زاوية( ω1 = 5  rad/sec ) .للوضع المبين في  المطلوب
  :إيجاد -36b-7)الشكل(

  .أوجد السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للقرص .1
  . Pالسرعة الخطية والتسارع الخطي للنقطة   أوجد .2

  

  rad/sec    ,    ε = - 20 j  rad/sec2       = 5 i + 4 k ω:وابالج
V = - 0.3 j  m/sec    ,    A = - 1.2 i + 3 k  m/sec2 
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سألة   - 21 م
 ( ω1 = 7  rad/sec ) حول المحور الرأسي بسرعة زاوية  BDيدور العمود  

بسرعة زاوية    AC وفي الوقت ذاته يدور الذراع ، )ε1 = 4  rad/sec2 (  وبتسارع زاوي
( ω2 = 2  rad/sec )   وبتسارع زاوي)  ( ε2= 3  rad/sec2وفق الاتجاهات المبينة .

الموافق في اللحظة التي تكون فيها المجموعة  -37b-7)الشكل(المطلوب للوضع المبين في 
  . Aإيجاد السرعة الخطية والتسارع الخطي للنقطة    )θ = °60 (في الوضع 

  
  V = - 4.85 i + 0.8 j - 1.39 k  m/sec  ,  A = - 1.58 j - 3.67 k  m/sec2 :الجواب

 
           a                                                       b 

  -7-37)الشكل(
  

 - 22 مسألة
 ( ω1 = 2  rad/sec ) بسرعة زاوية  yحول المحور    BDيدور العمود  

باتجاه الأسفل   AC  وفي الوقت ذاته يدور الذراع ،( ε1 = 5  rad/sec2 )وبتسارع زاوي 
المطلوب  .( ε2 = 8  rad/sec2 )وبتسارع زاوي  ( ω2 = 2  rad/sec )بسرعة زاوية 

الموافق في اللحظة التي تكون فيها المجموعة في الوضع  -37b-7)الشكل(للوضع المبين في 
) ( θ = 60o نقطة  إيجاد السرعة الخطية والتسارع الخطي للA .  
  

      V = 5.2 i - 5.2 j – 3 k  m/s    ,    A = 25 i - 26.8 j + 8.78 k  m/s2 :الجواب
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  - 23 مسألة

  Yحول المحور الرأسي    m 12وطوله يساوي    OPذراع الرافعة   دوري
وفي ، المعاكس لدوران عقارب الساعةفي الاتجاه  ( ω1 = 0.3  rad/sec )بسرعة ثابتة 
للوضع المطلوب . ( ω2 = 0.5  rad/sec )يتم رفع الذراع للأعلى بسرعة ثابتة  الوقت ذاته

         الموافق في اللحظة التي تكون فيها المجموعة في الوضع -38b-7)الشكل(المبين في 
) ( θ = 30o   إيجاد السرعة الخطية والتسارع الخطي لنهاية الذراعP .  
  

  V = - 3 i + 5.2 j - 3.12 k  m/sec , A =  -3.54 i - 1.5 j + 1.8 k  m/sec2 :الجواب

  

 
              a                                                           b 

  -7-38)الشكل(
  

  -7-24 مسألة
قوم محرك كهربائي مثبت على قاعدة أفقية بتدوير قرص دائري بعكس عقارب ي

 في الوقت ذاته المجموعة كلها وتدور، ( ω2 = 8  rad/sec )الساعة وبسرعة زاوية ثابتة 
المطلوب  .( ω1 = 3  rad/sec )منتظمة مقدارها  بسرعة زاوية  Zالثابت   حول المحور
الواقعة   A  لنقطةالخطي لتسارع الو الخطية سرعةإيجاد ال 38b-7)الشكل(في  للوضع المبين

   .على محيط القرص
  

  V = - 0.99 i  m/sec     ;     A = - 0.09 j - 7.68 k  m/sec2 :الجواب
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  Scientific Terms Dictionaryعربي      –نكليزي إعلمية      معجم المصطلحات ال
A 

 Abscissa  فاصلة

 Absolute  أساسي،  مطلق

 Accelerated متسرع

 Acceleration تسارع 

 Accuracy دقّة

 Act  (to) يفعل

 Action فعل

 Active فاعل، فعال 

 Actual  واقعي، حقيقي ،  فعلي

 Addition جمع

 Additional إضافي

 Adjacent مقارب ،مجاور 

 Air هواء

 Altitude رتفاعا

 Amplitude سعة

 Analysis تحليل

 Angle زاوية

 Angular زاوي

 Application طبيقت

 Apply  (to) يطبق

 Approach  (to) يقترب

 Arbitrary اختياري

 Arc قوس

 Arm ذراع

 Arrow سهم
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 Assume  (to) يفترض

 Assumption ضارتفا

 Asymptote خط مقارب

 Atmosphere  وحدة ضغط،  جو

 Atmospheric جوي

 Attract  (to) يجذب

  Attraction جاذبية،  جذب

 Average وسطي

 Axiom بديهية

 Axis محور

 Axle دولاب محور

B 
 Balance ميزان

 Balancing موازنة

 Balance  (to) وازن

 Ballistic يفئقذا

 Balloon طادنم

 Bar قضيب

 Barrel سبطانة

 Base قاعدة 

 Basis  أصل،  أساس

 Beam  عارضة معدنية،  جائز

 Bearings حوامل

 Belt حزام، سير ، قشاط 

 Bend  (to) ينحني، يخضع 

 Bending انعطاف، التواء، انحناء 

 Blade ريشة المروحة، شفرة 
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 Block كتلة ، ةبكر

 Body كتلة، جسم 

 Bottom قعر ،قاع 

 Brake  فرملة، مكبح 

 Brake  (to)  يفرمل، يكبح 

 Breech مغلاق

 Bridge جسر

 Building  مبنى

 Bullet  رصاصة

 Buoyancy عوم

C 
 Cable  كبل

 Calculate  (to) يحسب

 Calculation ابحس

 Case صندوق، حالة 

 Centroid توسطمركز م

 Chord وتر

 Circular يدائر

 Circumference محيط

 Clockwise اتجاه دوران عقارب الساعة

 Clutch القابض، قبضة 

 Coincide  (to) يتوافق،  بقاطتي

 Coincidence توافق، تطابق 

 Comparison مقارنة

 Compare  (to) يقارن

 Component مركبة

 Compound مركب
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 Compression انضغاط ،ضغط 

 Conclude  (to) يستنتج

 Conclusion  استنتاج،  ةنتيج

 Concurrent منسجم، ي متلاق

 Condition شرط

 Cone مخروط

 Conical مخروطي

 Connecting rod  ذراع التوصيل،  قضيب وصل

 Conservation حفظ

 Consider  (to) ديع

 Consideration اعتبار

 Constant ثابت

 Constrain  (to) يقيد

 Constraint يديقت

 Contact تماس

 Contiguous متلاصق

 Continual متواصل،  مستمر

 Contour حلقة

 Coordinate إحداثي

 Coplanar واحد واقع في مستو

 Counterclockwise دوران عقارب الساعة اتجاهعكس 

 Counterweight وزن معدل

 Couple مزدوجة

 Coupling نارتقا، أداة ربط 

 Crane رافعة

 Crank مرفق

 Crankpin ار المرفقمسم



383 
 

 Crankshaft العمود المرفقي

 Cross section مقطع عرضاني

 Cube مكعب

 Curve  ينحني، منحنٍ 

 Cycle حلقة، دورة 

 Cyclical حلقي، ي دور

 Cylinder أسطوانة

 Cylindrical يسطوانأ

D 
 Damp أخمد

 Damping مداخت، إخماد 

 Data  معلومات، معطيات 

 Decomposition  حلالان، تحليل 

 Define  (to) يوضح ،يعين ، يحدد 

 Definite واضح ،معرف ، محدد 

  Deformation  تشوه

 Degree of freedom  درجة الطلاقة، درجة الحرية 

 Denominator  مقام الكسر، الكسر  مخرج

 Density كثافة

 Depend  (to) يعتمد

 Derivation استنتاج، اشتقاق 

 Derivative مشتق

 Design تصميم

 Design (to) يصمم

 Detect  (to) يكشف

 Determination تعيين

 Determine (to) يعين
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 Deviate (to) ينحرف

 Deviation انحراف

 Device جهاز،  أداة

 Diagonal يقطر

 Diagram مخطط

 Diameter قطر

 Differential (a) تفاضلي

 Differential (n) تفاضل

  Digit قمر

  Dimension بعد

 Direction جهة، اتجاه 

 Directly مباشرة

 Discuss  (to) يناقش

 Discussion مناقشة

 Disturbance اضطراب

 Disk قرص

 Displacement انتقال

 Distance مسافة

 Distribute  (to) يوزع

 Distribution توزيع

 Disturb  (to) اضطراباًيولد 

 Disturbance اضطراب

 Divide يقسم

 Division تقسيم

 Dot نقطة

 Dotted منقط

 Drive دفع، قيادة ، قاد 
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 Drum برميل

 Dynamic  فعال،  تحريكي

 Dynamical  فعال،  تحريكي

 Dynamics علم التحريك

 Dynamometer مقياس القوة 

 Dyne دينة

E 
 Earth أرض

 Eccentric لامركزي

 Eccentricity لامركزية

 Edge  حد،  حافة

 Effect أثر

 Efficiency  كفاية،  مردود

 Elastic نمر

 Electric كهربائي

 Electrical كهربائي

 Electricity كهرباء

 Element عنصر

 Elementary أولي،  عنصري

 Ellipse قطع ناقص

 Elevation ارتفاع

 Elevator مصعد

 Elongation استطالة

 Emphasis تأكيد ،تشديد 

 Emphasize  (to) يؤكد ،يشدد

 Energy مقدرة، طاقة 

 Engineering هندسة
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 Equal مساو

 Equality مساواة

 Equation معادلة

 Equilateral متساوي الأضلاع

 Equilibrium وازنت

 Error خطأ

 Establish  (to) يثبت، يبرهن 

 Equivalent مكافئ

  Example مثال

 Expand  (to) يتسع، يتمدد 

  Expansion تمدد

  Experiment اختبار، تجربة 

  Exponent الأس

أسي Exponential  

 Express  (to) يعبر

 Expression عبارة 

 Extension  اتساع،  امتداد

 External خارجي 

  Extreme أقصى

F 
  Factor  عامل

  Failure انكسار

  Figure شكل

  Finite محدود

  Flexibility ونةلي

  Flexible لين

 Float  (to) يطفو
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 Fluid سائل

  Flywheel حذافة،  دولاب معدل

 Foot  قدم

 Force قوة

 Forced قسري

 Formula صيغة

 Foundation أساس

 Frame إطار

 Free حر

 Frequency  تردد

 Friction احتكاك

 Frictionless عديم الاحتكاك

  Function  تابع 

 Fundamental  رئيسي، أساسي 

G 
 Gas غاز

 Gear مسنن

  General عام

 Generator مولد

  Geometric هندسي

  Geometry هندسة

 Gram غرام

 Graph مخطط

 Graphically تخطيطياً

 Gravitation الثقالة، الجاذبية 

 Gravity الثقالة، الجاذبية 

 Gross إجمالي
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  Guide دليل

 Guide  (to) يرشد

 Gun بندقية، مدفع 

  Gyration اندور

 Gyroscope )الجيروسكوب(كاشف التدوير 

H 
 Hammer مطرقة

 Hang  (to) يعلق،  يتدلى

 Harmonic توافقي

 Height ارتفاع

 Heterogeneity تجانس لا

 Heterogeneous  متغير الخواص،  انسجمت لا

 Hinge  (n) مفصل

 Hinge  (to) مفصلتي

 Hollow ثقب، أجوف 

 Homogeneity تجانس

 Homogeneous متجانس

 Hook خطّاف

 Horizon أفق

 Horizontal أفقي

 Hyperbola قطع زائد

 Hyperbolic زائدي

 Hypothesis فرضية، افتراض 

I 
 Ideal مثالي

 Identical مطابق

 Identity مطابقة
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 Impact صدم

 Impulse دفع

 Impulsive دفعي

 Inch بوصة

 Inclined مائل

 Increase ازدياد

 Increase  (to) يزداد

 Increment تزايد

 Indefinite غير محدد

 Independent مستقل

 Indeterminate  غير محدد

 Index  فهرست، دليل 

 Indicator شرؤم

 Individual فردي

 Inequality تفاوت،  متراجحة

 Inert غير فعال، عاطل 

 Inertia لةعطا

 Inextensible غير قبل للتمدد

 Infinity لانهاية

 Initial أولي، ابتدائي ، بدئي 

 Inelastic  غير مرن

 Instant  لحظة

 Instantaneous لحظي

  Instrument أداة، آلة 

 Integer عدد صحيح

 Integral تكامل

 Integrate  (to) يكامل
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 Integration تكامل

  Intensity شدة

 Internal داخلي

 Intersect  (to) يتقاطع

 Intersection تقاطع

 Interval مجال

 Introduction مقدمة

 Inverse مقلوب

 Inversely  عكسياً،  عكساً

 Isosceles  متساوي الساقين

J , K 
 Joint  وصلة

 Kinematics  علم الحركة

 Kinetic  حركي

 Kinetics علم التحريك

L 
 Lateral  جانبي

 Latitude خط العرض

 Law قانون

 Length طول

 Level  (a) سوي

 Level  (n)  منسوب،  سوية

 Lever رافعة

 Limit نهاية

 Line حبل، سلك ،  فاصلخط 

  Line of action خط الفعل

 Linear طولي، خطي 
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 Load ثقل،  حمل

 Locomotive قاطرة

 Logarithm لوغاريتم

 Long طويل

 Longitude طولط الخ

 Longitudinal طولاني

M 
 Machine  آلة

 Magnet مغناطيس

 Magnetic مغناطيسي

 Magnification تكبير

 Magnitude مقدار

 Mandatory  إلزامي

 Mass كتلة

 Material مواد

 Matter مادة

 Maximum أعظم

 Mean متوسط،  أوسط

 Measure يقيس

 Measurement قياس

 Mechanics انيكعلم الميك

 Medium بيئة،  وسطشيء مت

 Meter وحدة الطول في النظام المتري

 Method طريقة

 Middle أوسط

 Millimeter متري ليم

 Minimum أصغر
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 Minus سلبي،  ناقصعلامة 

 Model نموذج

 Modulus ملمعا

 Moment عزم

 Motion حركة

 Mount  (to) يصعد، يرتفع 

 Move  (to) يحرك

 Multiply  (to) يضاعف،  يضرب

 Multiplication جداء، مضاعفة ،  ضرب

 Mutual متبادل

 Muzzle فوهة

N 
 Natural  طبيعي 

 Nature طبيعة

 Negative سالب

 Neglect يهمل

 Negligible مهمل

 Net صاف

 Nodal عقدي

 Node عقدة

 Normal ناظمي

 Notation مجموعة رموز

 Note ملاحظة

 Note يدون

 Number عدد

 Numerator بسط الكسر، الكسر صورة 

 Numerical عددي
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O 
 Observation  مشاهدة

 Observe يشاهد

 Observer مشاهد

 Obsolete هملم

 Obvious واضح

 Obviously وضوحب

 Occupy لْتيح

 Odd فردم

 Opposite معاكس

 Order مرتبة

 Ordinate ترتيب

 Origin مبدأ

 Oscillation تذبذب

 Oscillator مذبذب

 Ounce وحدة وزن،  أونس

P 
 Pan  كفة

 Parabola قطع مكافئ

 Parabolic مكافئي

 Parallel مواز

 Parallelepiped متوازي سطوح

 Parallelogram متوازي الأضلاع

 Particle جزيئة،جسيم 

 Path مسار

 Peg وتد

 Pendulum نواس
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 Perceptible محسوس

 Perimeter محيط

 Period فترة الاهتزاز،  دور

 Periodic دوري

 Perpendicular  (a) متعامد،  عمودي

 Phase طور

 Physical فيزيائي

 physics فيزياء

 pin مسمار

 Pin  (to) يسمر

 Piston مكبس

 pitch خطوة

 plane ىمستو

 planet كوكب سيار

 Plate لوح

 Platform منصة

 Plus موجب،  زائد

 Point نقطة

 pointer مؤشر

 polar قطبي

 pole قطب

 Polygon مضلّع

 Portion جزء 

 Position موضع 

 Positive إيجابي، موجب 

 Postulate  (to) فترضي

 Postulate  (n) المبدأ الأساسي
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 Potential  (a) كامن

 Pound رطل

 Practical عملي

 Process  (to) يتقدم، تابع ي

 Precession تقدم،  مبادرة

 Press  (to)  يكبس،  يضغط

 Press مكبس

 pressure ضغط

 Principle مبدأ

 Prism موشور

 Prismatic موشوري

 Problem مسألة 

 Produce يولد

 Product حاصل ضرب،  جداء

 Project يسقط

 Projection مسقط

 Propeller مروحة

 Proportional متناسب

 Proof هانبر

 Prove يبرهن

 Pull يشد

 pulley بكرة 

 Pulsating ينبض،  يتذبذب

Q 
 Quadrant ربع

 Quadratic تربيعي

 Quantity كمية
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R 
 Radial  قطري

 Radian  زاوية نصف قطرية،  ديانار

  Radius نصف قطر

 Rail سكة

 Range مجال

 Rate معدل

 Ratio نسبة

 React يقاوم

 Reaction رد الفعل

 Reactive  رجعي،  ردي

 Rectangle مستطيل

 Rectangular قائم

  Rectilinear مستقيم

 Reduce يختزل

  Reduction اختزال

 Reference  مراجعة،  مقارنة

 Relation علاقة

 Relative نسبي

  Represent يمثّل

 Representation تمثيل

  Replace يستبدل

  Resistance مقاومة

 Resolution تمييز، يل حلت

 Resolve يحل

 Resonance طنين

 Rest سكون
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 Restore  يرجع،  يعيد

 Revolve يدور

 Rigid  صلب،  صلد

  Rim حافة

  Ring حلقة

 Rivet تبشيم

 Roll حرجدت

 Roller دحروج،  متدحرج

 Root  مصدر،  جذر

  Rope حبل

 Rotate يدور

  Rotation دوران

 Rotor دوار

S 
  Scalar  عددي،  سلمي

 Scale مقياس

 Screw لولب

 Section مقطع

 Series سلسلة

 Slide انزلاق

 Slip ينزلق

 Slope ميل

 Slope منحدر

 Speed سرعة

 Sphere كرة

 Square مربع

 Spring نابض
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 Static ساكن

 Step خطوة

 Straight مستقيم

 Strain انفعال

 Strength  مقاومة،  قوة

 Stress إجهاد

 Support استناد

 Swing تأرجح

 Symmetry تماثل،  اظرنت

T 
 Tachometer  مقياس السرعة

 Tangent مماس

 Tangential مماسي

شد Tension 

 Theorem نظرية

 Tie bar قضيب ربط

 Torque عزم

 Translation انسحاب

 Transmission نقل

 Transmit ينقل

 Transversal عرضاني

 Twist فتل

U 
 Unbalance اختلال الاتزان

 Uniform منتظم

 Unit وحدة

 Unstable غير مستقر
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V 
 Variable  متغير

 Variation تغير

 Vector متجه،  شعاع

 Velocity سرعة

 Vertex ذروة

 Vibration اهتزاز

  Vertical يشاقول

 Vibrator هزاز

 Virtual افتراضي

 Viscous  لزج

 Volume حجم

W , Z 
 Wave  موجة 

 Wedge إسفين

 Weight وزن

 Wheel دولاب

  Wide عريض

 Width عرض

 Wind يلف

 Wire سلك

 Zero  صفر
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  List of Symbols  جدول الرموز

 Acceleration Vector A   التسارع الخطي

 Average Acceleration Aav   التسارع الوسطي

 Absolute Acceleration Aa   التسارع المطلق

 Coriolis Acceleration Ac   تسارع كوريوليس

 Transport Acceleration Ae   التسارع المكتسب

 Relative Acceleration Ar   التسارع النسبي

 A   Relative Acceleration of B withبالنسبة للنقطة  Bالتسارع النسبي للنقطة 
Respect to A  AB/A , ABA 

 ..,Points A , B , C   نقاط
 ……, Constant Vector a , b   متجه ثابت

  المتجه الواحدي للناظم الثانوي
  اتجاه الناظم الثانوي

 Unitary Vector for Binormal 
Direction - Binormal Direction b 

 سعة الاهتزاز

  نصف المحور الكبير لقطع ناقص
 Amplitude 
 Semi major axis of ellipse a 

 Semi major axis of ellipse b   نصف المحور الصغير لقطع ناقص

 Path – Centroidal C   المركز المتوسط –مسار 
 .…, Constants c1 , c2   ثوابت

 Diameter D , d   قطر الدائرة

  Distance a , b , c , d   مسافة
 Base of natural logarithms e   أساس اللوغاريتم الطبيعي

 Frequency fr   الاهتزازتردد 

 Function f   تابع

 Height H - h   ارتفاع

 Instantaneous Center of Rotation I   المركز الآني للدوران
 Unitary Vector for Axis X,Y,Z i , j , k   المتجه الواحدي للمحاور الإحداثية

 Proportion Factor k  عامل تناسب
 Length L , l   طول

 Particle M   يجسيم ماد
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 المتجه الواحدي للناظم الرئيسي

  اتجاه الناظم الرئيسي

 Unitary Vector for Principal 
Normal Direction 
 Principal Normal Direction 

n 

 Number of Revolution per Minute n   عدد الدورات في الدقيقة
 Origin of Coordinates O  قطب -مبدأ الإحداثيات 

 Circular Frequency of the Vibration p  الدائري للاهتزاز التردد
 Radius R , r   نصف القطر
 Position Vector r   متجه الموضع

  Distance - Length of Arc   الفاصلة المنحنية –طول القوس  –المسافة 
 Curved Coordinate s 

 دور الحركة النوسية

  جملة إحداثية
 Period of the Oscillations of a 
Pendulum - Frame of Reference T 

 Time  t   زمن
 Velocity Vector V   متجة السرعة

 Absolute velocity Va   السرعة المطلقة

 Transport Velocity Ve   السرعة المكتسبة

 Relative Velocity Vr   السرعة النسبية

 Initial Velocity V0   السرعة الابتدائية

 Average velocity Vav   سطيةالسرعة الو

 Limit velocity Vlim   السرعة الحدية

 A   Relative Velocity of  B  withبالنسبة للنقطة  Bالسرعة النسبية للنقطة 
Respect to  A VB/A , VBA 

 Rectangular Cartesian X  , Y , Z   جملة محاور إحداثية

  الإحداثيات الديكارتية القائمة
  المسافة

 Rectangular Cartesian 
Coordinates - Distance x , y , z 

 Initial Cartesian Coordinates x0 , y0 , z0 الإحداثيات الديكارتية الابتدائية

 First Time derivative of  المشتق الأول للإحداثيات الديكارتية
Coordinates  x , y , z ẋ , ẏ , ż 

 Second Time Derivative of  ارتيةالمشتق الثاني للإحداثيات الديك
Coordinates  x , y , z ẍ , ÿ , ̈z 

 Unitary Vector of Axe u  متجه واحدي لمحور

 Angular Coordinate θ   إحداثي زاوي

 Initial Phase Angle Φ0   زاوية الطور الابتدائية

 Phase Angle φ   زاوية الطور
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 Angles α ,β ,γ ,θ ,φ   زوايا

 ∆ Interval   تغير
 Radius of Curvature ρ   نصف قطر الانحناء

 المتجه الواحدي للمماس

  اتجاه المماس
Unitary Vector for Tangential    
Direction - Tangential Direction τ 

 Period - Periodic Time τ   الزمن الدوري –الدور 

 Angular Velocity Vector Ω  متجه السرعة الزاوية
 Angular Velocity ω  ة الزاويةالسرع

Relative Angular Velocity ω  السرعة الزاوية النسبية  r 

 Transport Angular Velocity ωe  السرعة الزاوية المكتسبة

 Angular Acceleration Vector E   متجه التسارع الزاوي
 Angular Acceleration ɛ   التسارع الزاوي

  
  
  
  

  ام العالمي المستخدمة في الميكانيكالوحدات الأساسية للنظ
  

Principal SI Units Used in Mechanics  
  

 Quantity  الكمية
Unit 
 الوحدة

Formula
 الصيغة

 Angle Radian rad  الزاوية
 Angular Acceleration Radian per second squared rad /s2  التسارع الزاوي
 Angular Velocity Radian per second rad /s  السرعة الزاوية

 Distance Meter m  المسافة

 Time Second sec  الزمن
 Linear Acceleration Meter per second squared m /s2  التسارع الخطي

 Linear Velocity Meter per second m /s  ةالخطي لسرعةا
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  اللجنة العلمية
  الأستاذ الدكتور سيمون عبيد             
  اذ الدكتور رشدي النجارالأست             
  الأستاذ الدكتور محمد رشيد شربجي             

  
  
  
  

  المدقق اللغوي
  سماح أورنة ةالدكتور             

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  حقوق الطبع والترجمة والنشر محفوظة لمديرية الكتب والمطبوعات
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