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 المقَدمة
  بسم االله الرحمن الرحيم

فهو أحد ولهذا ،  تخصصاا بكافة هو مفتاح العلوم الهندسية الميكانيك الهندسي
الطالب رحلته الدراسية في رحاب كلية الهندسة الميكانيكية  ايبدأ  التي المقررات

الهندسة ،  الهندسة الطبية: الأقسام الآتية في الوقت الحاضر التي تحتضن و ، والكهربائية 
، الطاقة الكهربائية  هندسة، هندسة الحواسيب والأتمتة   ،الالكترونية وهندسة الاتصالات

 ،هندسة السيارات والآليات الثقيلة، هندسة التصميم الميكانيكي، هندسة الميكانيك العام 
 عد وعلى الرغم من أن هذا الكتاب قد أُ  .هندسة ميكانيك الصناعات النسيجية وتقاناا 

 وطموحات نه في الحقيقة يلبي احتياجاتأ إلا،  آنفاً المذكورة  الأقساملبعض  خصيصاً 
 . الأقسام الهندسية بلا استثناء  طلاب جميع

 في ، الذي يمتاز بحلته الجديدة ومضمونه العصري،  الحالي الكتاب يبحثهذا و 
وبناءً على  .القوى المختلفة في الأجسام الصلبة وذلك في حالتي السكون والحركة  اتتأثير 

وعلم الحركة ،  )Statics(علم السكون  : وهي أقسامثلاثة الكتاب  يضمذلك 
)Kinematics(،  وعلم التحريك)Kinetics(. 

ت انطلاقاً من الخبرة عد أُ  موضوعاا ة فصول ،عدّ تتوزع أبواب الكتاب على 
أحدث المراجع العربية والأجنبية ،كما أن صفحاا حافلة  واستناداً إلى ، العريقة للمؤلفين

الأول المبادئ الأساسية  البابيستعرض حيث  .بالمسائل النموذجية المحلولة وغير المحلولة 
يتحدث بإسهاب عن توازن الأجسام التي تخضع لتأثير قوى واقعة في  ثم ، السكونلعلم 

توازن  يتضمن هذا البابكما  .كيفية تحليل الهياكل الشبكيةيتناول  بعدها و  ، مستو واحد
بدراسة  أيضاً   يهتمو  ،الأجسام التي تخضع لتأثير قوى فراغية تقع في مستويات مختلفة 

أما .كيفية تحديد إحداثيات مركز الثقل للجسم الصلب وب ،لاحتكاك وتطبيقاته المتنوعة ا
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من جهة وزمن الحركة من  الموضع والسرعة والتسارعالعلاقة بين  في يبحث فالباب الثاني 
ويسمى الجسم  ،للجسم المتحرك الهندسية بعادالأبإهمال  وتجري الدراسة إما. جهة أخرى 

   . باحتساب تلك الأبعاد وإما، عندئذ جسيماً مادياً  المدروس
الأجسام الصلبة ولكن مع تناول الجسيمات المادية و حركة  يدرس الباب الثالث

 طرقبثلاث كما يبين هذا الباب كيفية حل المسائل .  عنها والناتجة القوى المسببة لها
. وطريقة الدفع وكمية الحركة، وطريقة العمل والطاقة  ،القوة والتسارع طريقة  : مختلفة وهي

 كموضوع القانون الأساسي في التحريكعلى  رائعة ةتطبيقات عمليّ  أيضاً  هذا الباب وفي
برامج الحسابات  حيث استخدمت لهذه الغاية، الميكانيكية  الاهتزازاتو  الأقمار الصناعية
 استيعاب وللتأكيد على أهمية .Simulinkو Matlabو Excel : الشهيرة وتشمل
التي  النموذجية فقد وردت في اية الكتاب مجموعة من الأسئلة النظرية الأسس النظرية

 :القول العربي الشهيرجيداً ر وفي هذا المضمار ينبغي أن نتذك.  كافةتغطي أقسام الكتاب  
  " .والعملي بلا نظري لا يكون، النظري بلا عملي جنون " 

نـــير يُ  لكــي، هــذا الكتــاب طريقـــه إلى المكتبــة العلميــة العربيــة  ق أن يشُــ في الختــام والأمــل
الـذين يعتمـد علـى سـواعدهم وأفكـارهم مسـتقبل الـوطن العـربي  أولئـك أمام الشباب الطريق
     .ولي التوفيق  واالله .وعزته

  م 25/09/2016  الواقع فيدمشق                                      
  ونفُ ل المؤَ                                   
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الأولالفصل   

السكونعلم  مبادئ  
STATICS PRINCIPLES  

 

 

 

 

  : تمهيد

هو علم يهتم بدراسة تأثيرات القوى المختلفة في الأجسام الصلبة  الميكانيك الهندسي 
  :ويضم ثلاثة فروع  .في حالتي السكون والحركة وذلك 

وهو الفرع الذي يبحث في ،  التوازنعلم  أيضاً ويسمى :  (Statics) السكونعلم  -1
لاتزان والشرط الأساسي .  توازن الأجسام الصلبة في حالتي السكون والحركة المنتظمة

  .الجسم الصلب هو توازن القوى الواقع تحت تأثيرها
وهو الفرع الذي ، علم الحركة اردة  أيضاً ويسمى :  (Kinematics) الحركةعلم  -2

  . يبحث في حركة الأجسام الصلبة دون الرجوع إلى القوى المسببة للحركة 
وهو الفرع الذي يبحث في حركة الأجسام الصلبة :  (Kinetics) التحريكعلم  -3

 يضم هو العلم الذي (Dynamics) والديناميك. مع الرجوع إلى القوى المسببة للحركة 
   .معاً  الحركة والتحريك

  

 . (Basic Concepts and Laws)مفاهيم وقوانين أساسية   1-1
 .(Force Systems)مجموعات القوى   1-2
 .( Resultants of Force Systems)محصلات القوى   1-3
 .(Constraints and Reactions)القيود وردود أفعالها   1-4
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  :  (Basic Concepts and Laws) أساسيةوقوانين  مفاهيم 1-1

  :ة الآتيتستخدم في دراسة الميكانيك الهندسي المفاهيم الأساسية :  مفاهيم أساسية
الذي تكون الأبعاد بن مختلف نقاطه هو الجسم :  (Rigid body) الجسم الصلب

الصلبة تتشوه  الأجسامجميع ، في الواقع .  ثابتة مهما كانت القوى والمؤثرات الخارجية
عندها  جداً  اً ير التشوه في الشكل صغ لكن عندما يكون ، فيها المؤثرة القوى تأثيرتحت 

 الجائز البسيط يعُدّ و .أخطاء تذكر يمكن استخدام فرضية الجسم الصلب دون الوقوع في 
(Simple beam) عارضة  وهو عبارة عن ، من الأمثلة البسيطة على الجسم الصلب
 ).1- 1(وتؤثر فيها حمولات مختلفة كما يبين الشكلترتكز على مسندين 

  
  )1-1(الشكل

طلق عليه في الماضي وكان يُ ، هو أصغر شيء ممكن :  (Particle) المادي ميْ سَ الجُ 
لتبسيط في الحركة والتحريك على نطاق واسع ويستخدم هذا المفهوم  ، النقطة المادية

وكتلته تتركز في نقطة  أبعاده هملتأُ حقيقياً  اً جسم في واقع الأمرالجُسَيْم ويمثل  .الدراسة 
الصندوق يمكن اعتبار  الموضح في الشكل المذكور آنفاً  المثال ففي. مركز ثقله  واحدة هي

 . لتسهيل الدراسة P مادياً  اً ميْ سَ جُ 
خلال  أو ، للفترة التي يستغرقها جسم ما في أثناء حركتهمقياس  هو:  (Time) الزمن

  .بقائه في حالة معينة 
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عند جسم يكتسب نت التجربة أن كل قد بي ل:  (Mass &Weight)الوزن  و الكتلة
ويرمز  تدعى قوة الجاذبية الأرضيةتحت تأثير قوة وذلك  اً تسارع على الأرض سقوطه الحر

ويرمز له  الأرضيةيسمى بتسارع الجاذبية  المكتسب وهذا التسارع .Wبالحرف اله
وفي الحسابات التقريبية  الأرضباختلاف المكان على سطح  يختلف مقدارهو  ،  gبالحرف
 عادة وتقدر،  مقدار المادة في جسم معين بأاالكتلة تعُرّف و  .  g = 9.8 m/s2نعتبر 
قدر عادة يو ،  جسملل الأرضجذب  قوة يمثلف W الوزن أما.  Kg الكيلوغرام بوحدة
 m تمثل حيث.  W=mg  :الشهيرة  الرياضية بالعلاقة تحددي أنهكما   N نيوتن بوحدة

وزن كتلة مقدارها  وبناء على ذلك فإنّ .  الأرضيةتسارع الجاذبية  g تمثل و ، كتلة الجسم 
1kg  9.8يساوي N  ،  5بينما وزن كتلة مقدارها kg  49يساوي N .  

 هندسياً  القوةهذه تمثيل ويجري  . تأثير جسم في جسم آخرهي :  (Force)القوة 
 )Magnitude( المقدارب تأثيرهايتعين و ،)2-1(كما هو مبين في الشكل بشعاع  
 الجهةمفهومي  هنا الاتجاهمصطلح يشمل حيث . بصورة أساسية (Direction) والاتجاه

(Sense)  حامل القوةو (Line of action) . كقوة   كثيرة من القوى  أنواع هناك
وقوى  ، وقوى الدفع ، الوزنى قو و  ،القمرو الذي نعيش عليه  الأرض بين كوكب التجاذب
 ،ومقاومة الرياح  ، وقوة الجذب المغناطيسية ، الضغطوقوى  ، الشدوقوى  ، السحب

 .وغيرها قاومات الناتجة عن الاحتكاك المو 

  
  )2-1(الشكل
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تتعين  غير موجهة كميات فيزيائيةهي  :  (Scalars) ميةل الس  أو العددية المقادير
  .والمسافة والمساحة والحجم  فقط مثل الزمن والكتلةبقيمتها العددية 

هي كميات فيزيائية تتعين بقيمتها :  (Vectors) جهاتت أو المُ  الشعاعيةالمقادير 
كتابة المقدار  وقد جرت العادة.القوة والسرعة والتسارع  مثل معاً  واتجاههاالعددية 

 التنضيدوذلك تسهيلاً لعملية بحرف عادي فاتح  المقدار العدديو  غامقالشعاعي بحرف 
  .والطباعة 

 على نطاق واسعفي جامعات العالم و يستخدم ، في الوقت الحاضر   : وحدات القياس
الانكليزي  من النظام بدلاً  SI (International System) الدولينظام الوحدات 

المحلية  الأسواقالضرورة تقتضي الإلمام بالنظامين بسبب استخدامهما في  أن إلا. التقليدي
 .المستعملة في علم الميكانيك الأساسيةالكميات  الآتي يبين الجدول.  والعالمية

  جدول وحدات القياس المتداولة

  وحدة القياس الانكليزية  الدوليةوحدة القياس   الرمز  التسميات

 foot (ft) قدم • (m) متر Length  L الطول
  inch (.in) بوصة •

 (lbm) كتليرطل   (kg) كيلوغرام  Mass    M   الكتلة
 Pound (lb) رطل (N)نيوتن   Force    F القوة 

 (S)ثانية  (S)ثانية   Time       T الزمن 

  (lb-ft) قدم-رطل • (N-m)متر -نيوتن  Moment   M عزم القوة 
   (.lb-in) بوصة-رطل •

 (ft/s)ثانية  /قدم  (m/s)ثانية  /متر   Velocity  V السرعة 

 (ft/s2)مربع الثانية  /قدم  (m/s2)مربع الثانية  /متر   Acceleration  A التسارع 

 (ft2)قدم مربع  (m2)متر مربع   Area   A المساحة 
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  : الدوليةالوحدات  إلىالتحويل من الوحدات الانكليزية 
1 ft = 0.3048 m 

1 in. = 25.4 mm = 0.0254 m 
1 lb mass = 0.4536 kg  

1 lb = 4.448 N  
1 ft/s = 0.3048 m/s 
1 ft/s2 = 0.3048 m/s2 
1 lb-ft = 1.356 N-m 
 1 ft2 = 0.0929 m2   

  :قوانين أساسية 
 بقانون الحركة الأول أيضاً يعرف هذا المبدأ : مبدأ العطالة أو القصور الذاتي  - 1

(First law of motion)  وهو يبين أن جميع الأجسام في الطبيعة عاجزة عن تحريك
ويحافظ  اكن ساكناً السالجسم  يبقى: وينص . ذاا إلا إذا خضعت لتأثير قوى خارجية

 .  الراهنة هتغير من حالت ةقو  هفيلم تؤثر  ما ، على حالته بانتظامالمتحرك  الجسم
بقانون الحركة  أيضاً  القانونيعرف هذا : القانون الأساسي في التحريك  - 2
 في جسم كتلته عدة قوى أو إذا أثرت قوة:وينص   (Second law of motion)الثاني

m ه يكتسب تسارعاً فإن a ويعبر عن  .ويؤثر بجهتها ىالقو تلك محصلة مع  اً يتناسب طرد
  :ة الآتيذلك بالعلاقة الرياضية 

                      � � = ��                                                    (1)  
 تساوي صفراً سم الجالمؤثرة في  F∑ محصلة القوى كانت  إذانه أمن هذه العلاقة  وينتج
 ساكناً  اإمّ الجسم على ذلك يكون  وبناءً  . (a = 0)للصفر  يكون مساوياً  هتسارع فإن

(v = 0)  ّالمقدار والاتجاه ثابتة فيخطية  بسرعة متحركاً  اوإم (v = constant) . وعلم
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يظهر  . بسرعة ثابتةفي حالتي السكون والحركة  الأجساميهتم فقط بدراسة اتزان  التوازن
بسرعة عندما يكون في حالتي السكون والحركة  القطار اتزان )3-1(المثال المبين في الشكل

 .الاتزان عندما تكون حركة القطار غير منتظمة فقدحالة إلى  بالإضافة ، ثابتة

 
  )3-1(الشكل

 Third)بقانون الحركة الثالث  أيضاً يعرف هذا المبدأ :   الفعل ردّ الفعل و مبدأ  - 3

law of motion)  فعل يساويه بالمقدار ويعاكسه بالاتجاه  ردّ كل فعل يقابله : وينص
  .ولهما نفس الحامل 

إن قوة التجاذب بين أي : وينص  (Law of gravitation) قانون التجاذب - 4
 .مع مربع المسافة بينهما  اً يمع جداء كتلتيهما وعكس جسمين في الطبيعة تتناسب طرداً 

    
 = � ���

�
     ;   � = 6.673(10���) ��

��. �
                (2) 
  .يمثل ثابت الجاذبية العام  Gحيث 

  
  )4-1(الشكل

لا :  (Principle of Transmissibility of Force)مبدأ انزياح القوة  - 5
 .يتغير شرط التوازن لجسم صلب عند انزياح نقطة تأثير القوة على امتداد حامل تلك القوة
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  )5-1(الشكل

 إن :  (Law of parallelogram) لجمع القوى الأضلاعقانون متوازي  - 6
محصلة قوتين مؤثرتين في نقطة ما من جسم صلب تساوي بطولها قطر متوازي الأضلاع 

 . كيفية جمع أكثر من قوتين) 6- 1(ويوضح الشكل.المنشأ على هاتين القوتين 

   
  )6-1(الشكل

يعرف هذا المبدأ :  )Dynamic equilibrium( مبدأ التوازن الديناميكي - 7
في  الأساسيالقانون  أن إلى أشار عالم أول هو دالامبير  نلأ، بمبدأ دالامبير  أيضاً 

 مجموع إلى (ma -)قوة وهمية هي  إضافةعد ب معادلة توازن إلىتحويله التحريك يمكن 
 نكتب القانون  هذا المبدأ وللحصول على .القوى الحقيقية المؤثرة في الجسم المدروس

  :إلى الطرف الأيسر فينتج القانون اثم ننقل الطرف الأيمن من هذ، الأساسي في التحريك 

� � = ��        ⇒     � � − �� = �                            (3)   
وهي تساوي جداء كتلة ، قوة عطالة الجسم  (ma -)حيث تسمى القوة الجديدة 

ويمكن أن نفسر .لتسارع تجاه الا معاكساً يكون  اتجاههاو ،  a بمقدار تسارعه  mالجسم
هذا  لتوازنلو أثرت في الجسم قوة معاكسة لاتجاه التسارع  : بأنه الناتجة هذه المعادلة
ن تستخدم فكرة التوازن الديناميكي في أوقد جرت العادة ب . ديناميكياً  الجسم توازناً 

 .(Advanced Dynamics) المتقدمة لعلم التحريك الدراسة
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  : Force Systems مجموعات القوى 1-2

وتصنف مجموعات .جسم صلب في آن واحد  عدة قوى تؤثر في هي : مجموعة القوى
  :كما يلي   )7-1 الشكل( القوى

وتكون قوى متلاقية : (Coplanar Force Systems)مجموعات القوى المستوية  •
 .أو متوازية أو متفرقة 

أيضاً  وتكون: (Non-coplanar Force Systems) الفراغيةمجموعات القوى  •
 .متلاقية أو متوازية أو متفرقة  إمّا

  
  )7-1(الشكل
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  s of a ForceponentRectangular Com المتعامدة للقوة )المساقط( باتركّ المُ 
) 8- 1(في الشكل واضح كما هو  Fyو   Fx مركبتين متعامدتين إلى Fالقوة  تحليل إن

  :نلاحظ أن بعد تأمل الشكل . هو طريقة التحليل الشائعة 
Fx = F cos ɵ    ;      Fy = F sin ɵ                     (4) 

 ،  Fyو   Fxقيم الشعاعين  Fyو   Fxويمثل كل من   Fمقدار الشعاع  Fتمثل  حيث
  : الآتييمكن كتابة معادلة القوة بالشكل الهندسي   jو   iوبالاستعانة بشعاعي الواحدة 

F = Fx + Fy = Fxi + Fyj                                  (5) 

  
  )8-1(الشكل

غير أن الاختيار ، في الغالب جملة الإحداثيات في المسائل حسب رغبته  الطالب يختار
تحليل  كيفية) 1( رقم المثال يبُينّ  .لة المراد حلها أالمنطقي يعتمد على طبيعة وشكل المس

  .المؤثرة في اتجاهات مختلفة  ىالقو 
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  )1( رقممثال 
قوة  كل ل أوجد المسقطين الأفقي والشاقولي

الموضحة في و  المعلومة من القوى الثلاث
  . الشكل ااور

  
  

 ..................................: ............................. الحل
   :كما يلي  مركباا المتعامدةسب ثم نح ، القوى الثلاث كما هو مبين في الشكل نحلل

  
a( مسقطي القوة إن : القوة الأولى F1  هما:  


� = 80 cos 30° = 69.3 % (→) 

' = 80 sin 30° = 40 % (↑)        

b( إن مسقطي القوة:  القوة الثانية F2  هما:  

� = 120 cos 60° = 60 % (→)    

' = 120 sin 60° = 103.9 % (↑) 

c( إن مسقطي القوة:  ةلثالقوة الثا F3  هما:  

� = −150 cos 45° = −106 % (←) 


' = 150 sin 45° = 106 % (↑) 
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  ) Forcea Moment of( عزم القوة
قوة ما حركة دائرية حول محور لا  بتأثيريتحرك  أنالجسم الصلب يمكن  أنتبين التجربة 

 . لدوراناعزم  أوبعزم القوة  التأثيرويدعى هذا  . ولا يوازيه قوةللامل المستقيم الحيقطع 
 أنوعندما تكون جميع القوى التي يخضع لها الجسم واقعة في مستو واحد فمن المعتاد 

والمقصود هو العزم حول محور يمر من تلك النقطة وعمودي  ، العزم حول نقطة :نقول
وقعت النقطة على المستقيم  إذاينعدم عزم قوة حول نقطة هذا و  .على مستوي القوى

انزلقت القوة على  إذا واتجاهاً  مقداراً  ما ثابتاً عزم قوة حول نقطة  كما يبقى. الحامل للقوة
تحاول تدوير الجسم القوة  كانت  إذا نعتبر العزم موجباً  أنوقد جرت العادة  .خط عملها
تحاول عندما  وان نعتبره سالباً ،دوران عقارب الساعةمعاكس لاتجاه اتجاه في  ما حول نقطة

بالنسبة  F1  عزم القوةليكون  وهكذا.دوران عقارب الساعةاتجاه في القوة تدوير الجسم 
بالنسبة إلى النقطة  F2عزم القوة ول،موجبة  إشارة) 9- 1(المبينة في الشكل إلى النقطة
  .سالبة إشارةنفسها 

  
  )9-1(الشكل
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  :أي أن  ،ويقاس هذا العزم بجداء مقدار القوة في البعد بين تلك النقطة وحامل القوة
                                 MO = F × d                                       (6)      

 وفي (N.m)متر - هي نيوتن SI الدوليإن الوحدة الأساسية للعزم في نظام الوحدات 

  .   (lb-ft)قدم -الأمريكي هي رطل النظام

على مستوي  العمودي Mبالشعاع  F قوة ما عزمعادة  لثّ نمفي التطبيقات الهندسية 
، حيث يشير الإام إلى اتجاه  قاعدة اليد اليمنى باستخداميتحدد اتجاهه والذي  الجسم

   .)10- 1(كما هو مبين في الشكلالشعاع وثني بقية الأصابع يدل على اتجاه الدوران  

  
  )10-1(الشكل

عن  والاستغناء فقط منحنٍ  تمثيل العزم بسهم يمكن القوى الواقعة في مستو واحد حالة وفي
الدوران بعكس ( من مستوي الرسم الشعاع يكون خارجاً  أن طالما،  المستقيم الشعاع

  .)الدوران مع عقارب الساعة( إليه أو داخلاً  )عقارب الساعة
أن نوضح بعجالة مفهوم عزم القوة حول محور حتى يتسنى لنا الانتقال إلى حل  أيضاً  يجب

 Fولتكن ) 11-1(ليكن لدينا الباب المبين في الشكل.مسائل مجموعات القوى الفراغية 
في مستوي الباب  كانت القوة واقعة  إذامن الملاحظ انه . مقبض الباب فيقوة ما تؤثر 

 فإاكانت هذه القوة عمودية على مستوي الباب   إذا بينما ، فتحه إلىلن تؤدي  فإا
 :ينتج مما تقدم  . Zتستطيع فتح الباب بتدويره حول المحور 
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  )11-1(الشكل

 .عزمها حول هذا المحور يساوي صفراً  فإنإذا كانت القوة موازية للمحور  •
 .أيضاً  عزمها حول هذا المحور يساوي صفراً  فإنلمحور يقطع االقوة حامل إذا كان  •
عزمها حوله يساوي جداء مقدار  فإنعلى المحور  إذا كان اتجاه القوة عمودياً  •

 .القوة في البعد بين القوة والمحور 
 (Varignon Theorem) فارغنون بقاعدةاة وم والمسمّ ز قاعدة الع دّ تع:  قاعدة العزوم

 مجموععزم قوة ما حول نقطة يساوي  إن:  تقولو ،  التوازنفي علم الأساسية القواعد من 
 .نفسها بات تلك القوة حول النقطةركّ عزوم مُ 

   Couple(Moment of( المزدوجةعزم 
 دعىوي .تعملان في اتجاهين متضادين  عبارة عن قوتين متوازيتين ومتساويتينهي زدوجة الم

تدعى المسافة العمودية بينما  ،المزدوجة تأثير  يبمستو  المؤثرين في جسم ما القوتين يمستو 
قوتي  إحدىعن جداء  الناتجكما يسمى العزم .الفاصلة بين القوتين بذراع المزدوجة
على  عملت المزدوجة إذا ويعتبر عزم المزدوجة موجباً  . المزدوجة بطول ذراعها بعزم المزدوجة

عملت  إذا وسالباً ، ) 12- 1(كما في الشكل  تدوير الجسم بعكس دوران عقارب الساعة
  :وعند ذلك يكون ، دوران عقارب الساعة بنفس اتجاهعلى تدوير الجسم 

                        M = ± F × d                                              (7) 
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والتي  (N.m)متر -نيوتن أي بوحدةبنفس وحدات قياس عزم القوة ويقاس عزم المزدوجة 
   .وحدات القياسالخاص ب الدوليالوحدة الأساسية للعزم في النظام تمثل 

  
  )12-1(الشكل

وينبغي عدم الخلط ، كيفية تمثيل المزدوجة في التطبيقات الهندسية ) 13- 1(يوضح الشكل
فمفهوم عزم القوة يتعلق بالنقطة التي يؤخذ .بين مفهوم عزم القوة ومفهوم عزم المزدوجة 

  .أما عزم المزدوجة فلا يتعلق مقداره بأية نقطة في المستوي ، بالنسبة لها العزم 

 
  )13-1(الشكل
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 إلى أي مستوٍ  الواقعة فيه ستويالمنه يمكن نقلها من أللمزدوجة  الأساسيةومن الخصائص  
واضح في  هو كما المهمةومن القواعد . آخر يوازيه دون أن يغير ذلك من عزم المزدوجة

 أخرىنقطة  أية إلى موازياً  سم ما نقلاً جقوة تؤثر في  أيةانه يمكن نقل ) 14- 1(الشكل
مزدوجة عزمها يساوي  إضافةشريطة ، عليه  تأثيرهاتغيير في  يأ إحداثدون  من الجسم

ويتضح هذا من الشكل الذي  .التي نقلت إليها النقطة إلىعزم القوة المنقولة بالنسبة 
 نبأ هنا نلاحظ . Bقوتين متساويتين ومتعاكستين في الاتجاه في النقطة  إضافةيتضمن 

،   Bفي النقطة تؤثرلها والتي والقوة المعاكسة ،  A في النقطةتؤثر  التي القوة الأصلية
على  وبناءً . عقارب الساعة دوران بعكس اوجهته  M=Fdمزدوجة عزمها تشكلان معاً 

عكسنا  إذافقط وذلك واحدة قوة  إلىجملة مؤلفة من قوة ومزدوجة  يجوز تحويل  ما سبق
  .إن عملية الاستبدال هذه تتكرر بكثرة في التطبيقات الهندسية .الخطوات السابقة 

  
  )14-1(الشكل

  )2(رقم مثال 
  كما هو موضح في  Oبالنسبة للنقطة  OAالمؤثرة في الذراع  Fأوجد عزم القوة المعلومة 

  . المرافقالشكل 
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 .................................................................... : الحل 

فنحصل على ذراع العزم  F  على حامل القوة Oمن النقطة  نُسقط عموداً : طريقة أولى
  :والذي يحسب كما يلي 

d = 3 sin30° =1.5 m 
  :ويتعين عزم القوة المفروضة بالعلاقة 

Mo = - F × d 
Mo= - 50 × 1.5 = - 75 N.m 

 .السالبة على أن القوة تحاول إحداث دوران باتجاه عقارب الساعة الإشارةتدل 

  
 :إلى مركبتين متعامدتين ثم نستخدم مبرهنة فارغنون فيكون Fنحلل القوة :  طريقة ثانية

Mo= M1+ M2 
M1 = - Fx × d1  
M2 = + Fy × d2  

  :وبالتعويض نحصل على 
     M1 = - 50 cos 30 × 3 sin 60 = -112.5 N.m 
   M2 =  +50 sin 30 × 3 cos 60 = 37.5 N.m  
 Mo= M1+ M2 = -112.5+37.5= -75 N.m 

  .نفسها النتيجة السابقة نلاحظ أننا حصلنا على
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  :    (Resultants of force systems)القوى  محصلات 1-3

  : الطريقة البيانية 
ليكن لدينا : من القوى في الآتي  مجموعةتتلخص الطريقة البيانية التي تحدد محصلة  

المطبقة في عدة نقاط من الجسم المبين في  (…,F1,F2,F3,F4,F5) القوى مجموعة
نختار نقطة ما من المستوي ثم نقوم بجمع كل القوى بصورة شعاعية ) . 15-1(الشكل 

اتجاهات القوى فنحصل على خط  مراعاةب مع واحدة تلو الأخرى بمقياس رسم مناس
 Rيمثل عندئذ الشعاع الذي يغلق مضلع القوى المحصلة  .منكسر يسمى مضلع القوى 

وبما أن تعيين المحصلة ذه الطريقة يصبح عملاً شاقاً إذا كانت هذه القوى   .قيمة واتجاهاً 
 .لبساطتهاكثيرة العدد لذا يفضل استخدام الطريقة التحليلية نظراً 

 
  )15-1(الشكل

  : الطريقة التحليلية 
 وفق هذه الطريقة يتطلب أولاً  قيمة واتجاهاً إن تعيين محصلة مجموعة من القوى 

اختصار مجموعة القوى هذه إلى جملة مكافئة لها ولكنها أبسط منها بحيث تتألف فقط 
  .بعملية اختزال أو اختصار القوى  عادةً  وتسمى هذه العملية ،ومزدوجة  من قوة

غير  القوىمن مجموعة  نتصور جسماً صلباً يقع تحت تأثير وللقيام بعملية الاختزال
هذه اموعة كما  ثم نختزل. …,F1,F2,F3,F4,F5 ولتكن المتلاقية في نقطة واحدة

ثر في نقطة مناسبة إحداثياا معلومة  تؤ جملة مكافئة لها إلى ) 16- 1(يظهر الشكل 
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 o التي تؤثر في النقطة Rتتألف هذه الجملة من القوة المحصلة  .oكمبدأ الإحداثيات 
   :ةالآتيالعلاقات  تستخدم لحساماو ،  Mعزمها  ومزدوجة

  
 )16-1(الشكل

                                . = /(Ʃ F2)
 + (Ʃ F4 )
                              (8)                                                  
           5 = � 56                                                        (9) 

  : حيث 
Ʃ Fx  و Ʃ Fy  : موعان الجبريان لمساقط القوىالمحورين  على اx  وy  .  

Ʃ MO   موعة بالنسبة للنقطة المختارةموع الجبري لعزوم قوى ااo . ويسمى العزمM 
  .عادة بعزم المحصلة 

يمكننا الانتقال من عملية الاختزال إلى تحويل مجموعة القوى إلى ، وتأسيساً على ما سبق 
لعزوم وذلك بتطبيق قاعدة ا، فقط كما هو مبين في الشكل المذكور آنفاً  Rالقوة المحصلة 
إن عزم المحصلة بالنسبة إلى أي نقطة يساوي اموع الجبري لعزوم قوى : التي تقول

فإذا ما حصلنا على عزم المحصلة بالنسبة إلى مبدأ .اموعة بالنسبة إلى النقطة نفسها
 :كما يلي  dالإحداثيات أمكننا الحصول على ذراعها 

       . × < = � 56       ⇒            < = ∑ 56
.  = 5

.               (10) 
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  )3(رقم مثال 
جملة القوى المتلاقية المؤثرة في رأس  أوجد محصلة

  . ااورالمسمار الموضح في الشكل 
 

  : ....................... الحل
نحسب اموع الجبري لمساقط القوى على كل 

  :من محوري جملة الإحداثيات 
� 
� = 300 + 400 cos 30° − 250 cos 45° = 470 %    

� 
' = 400 sin 30° + 250 sin 45° = 378 %    
  : مقدار المحصلةوبالتعويض في العلاقة الآتية نحصل على 

. = /(Ʃ F2)
 + (Ʃ F4 )
 = 603 % 
  : فينتج أن θ هازاوية ميلنحسب  القوةهذه  لتعيين اتجاهو 

> = ?@A�� B378
470C = 38.8°   

  )4(رقم مثال 
 استبدلوالمطلوب  .(a)المرافق  الشكل جملة من القوى المتوازية في الجائز الموضح في تؤثر

 . Bجملة القوى المعطاة بجملة مكافئة عند النقطة 
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  : .................................................................. الحل 
 . Mعزمها  ومزدوجة،  B التي تؤثر في النقطة Rمن القوة المطلوبة  كافئةالمتتألف الجملة 
 :ثم نطبّق العلاقة ، القوة نستخدم جملة الإحداثيات المبينة في الشكل ولحساب هذه 

R = Ʃ Fy = 800 - 500 – 200 - 400 - 300 = -600 N 
  :أي أن  ، الأسفلهو نحو  R اتجاه القوة أنالسالب على  إشارة تدلّ 

R = 600  N (↓) 
 :نستخدم العلاقة  Bبالنسبة للنقطة  Mولحساب العزم 

M = Ʃ MB  = 500(4) + 200(3) + 400(2) +  300(1) - 800(2) 

M  = + 2100 N.m (↶)    
وبناءً على .  بعكس دوران عقارب الساعة هو Mالعزم اتجاه  أنعلى  الموجبة شارةالإ تدلّ 

تؤثر في جملة مكافئة لها مجموعة القوى المعطاة إلى  هذه النتائج نستطيع الآن اختزال
  . (b)كما هو واضح في الشكل  B النقطة

   of Distributed Forces (Resultants( القوى الموزعة محصلات
عة على سطح ما حسب هذا موزّ  حمولاتما نصادف في الحسابات الهندسية  كثيراً 

ز اموعة المستوية من القوى يّ نمو  .) 17-1(كما هو مبين في الشكلذاك   أوالقانون 
 السطحوحدة الطول من  فيرة ثبمقدار القوة المؤ  أي،  q بشدة إجهادها عادة الموزعة
 وتقاس شدة الإجهاد  .ل المحمq الدولية القياس بوحدة N/m  .  

 
  )17-1(الشكل
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الواقعة في  القوى الموزعة أشكاللبعض صلة المحكيفية تحديد ) 18- 1(الشكل وضح ي
 .مستو واحد 

ويمكن .ثابتاً  هذه اموعة مقداراً  لمثل q الإجهادتكون شدة  : لقوى الموزعة بانتظاما
  :التي تحسب بالعلاقة Qعند الحسابات أن نستبدل تأثير هذه اموعة بتأثير محصلتها 

                     E =  F × G                     (11)               

   .في الشكل كما هو مبين AB  الجائزوتؤثر هذه القوة في منتصف   

 
  )18-1(الشكل

يزداد من  متغيراً  هذه اموعة مقداراً  لمثل qتكون شدة الإجهاد :  بانتظام المتغيرةالقوى 
الحسابات نستبدل تأثير هذه اموعة  إجراء عندو .  qmaxالصفر حتى اية عظمى  

وعليه تحسب هذه المحصلة ، والتي تتحدد بمساحة المثلث الذي تشكله  Qبتأثير محصلتها 
 :بالعلاقة  

                     E = �

  FHI� × G                     (12)               

المحصلة يجب أن يمر من مركز ثقل المثلث والذي يقع في نقطة تلاقي هذه  إن خط تأثير
  .في الشكل  كما هو مبين  BCعن الضلع  Lبثلث المسافة ولهذا فهو يبعد . متوسطاته 
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  )5(رقم مثال 
 . )a( الشكلالمبين في  AB البسيط الجائزالمؤثرة في وجد محصلة القوى الموزعة أ

   
 : ................................................................. الحل

  :بالمحصلتين الآتيتين  (b)ما هو مبين في الشكل ك القوى الموزعة موعةمجنستبدل 
                     E� =  �


 × 12 × 7.5 = 45 �%                         
                     E
 =  �


 × 12 × 4.5 = 27 �%                         
  )6(رقم مثال 
  . )a( المبين في الشكل ABC طار القائمالإالقوى الموزعة المؤثرة في محصلة أوجد 

  
 .................................................................:  الحل

  : ةالآتي تبالمحصلا (b)نستبدل مجموعة القوى الموزعة كما هو مبين في الشكل 
                     E� =  200 × 5 = 1000 %                                    

                     E
 =  �

 × 150 × 6 = 450 %                         

                     E� =  100 × 6 = 600 %                                    
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  (Constrains and their Reactions)القيود وردود أفعالها  1-4

وهنا يجب أن نميز بين .شكل القوى المؤثرة فيه  توازن جسم ما نحدد أولاً  لدراسة  
وتشير التجارب  .القيود أفعالالمسلطة على الجسم والقوى المعروفة بردود الخارجية القوى 
للجسم  تجاه الحركة المحتملةلا معاكساً بصورة عامة  هااتجاهيكون  هو قوةالفعل  ردّ  أن إلى
كيفية ) 20- 1(و)19-1(من الشكلين  ويبين كلّ  .شروط التوازن  تتحققلم  إذا المقيد

في الأنواع المختلفة للمساند والقيود التي تصادفنا في المسائل  الأفعالتحديد ردود 
 :وتشمل الآتي  ، والتطبيقات الهندسية

الخفيفة  والقضبان (Chains)والسلاسل (Wires)والأسلاك  (Ropes)الحبال  .1
الفعل هو قوة  ردّ  فإنعندما يقيد جسم بحبل أو سلك أو سلسلة :   )مهملة الوزن(

  .على امتداد القيد
 : (Smooth surface & Roller support) المسند المتحركو الأملس سطح ال .2

على سطح  الفعل يكون عمودياً  ردّ  فإنعندما يستند جسم إلى سطح أملس 
الفعل هو  ردّ  فإن أيضاً  يقيد جسم بمسند متحرك عندماو  .الاستناد في نقطة التماس 

 .قوة عمودية على سطح الاستناد
يقيد جسم بمسند مفصلي ثابت  عندما:  (Pin support)المسند المفصلي الثابت  .3

 .باتجاه المحاور الإحداثية الفعل يكون مجهول الاتجاه لذا يحلل إلى مركبتين ردّ  فإن
يثبت طرف جسم بشكل  عندما:  (Fixed support)المسند الصلب الثابت  .4

.  Mومزدوجة ذات عزم  Rالفعل يكافئ قوة  ردّ  فإن،  حام مثلاً الل  بعملية، صلب 
 .كما أن القوة المذكورة مجهولة الاتجاه لذا يمكن تحليلها إلى مركبتين متعامدتين 

محصلة قوى الجاذبية  إن:  (Gravitational Attraction)الجاذبية الأرضية  .5
 سياً أوتتجه ر  Wهي قوة وحيدة تسمى وزن الجسم صلب الأرضية المؤثرة في جسم 
 .قل الجسم ثللأسفل وتمر من مركز 
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الفعل هو قوة على  ردّ  فإنعندما يقيد جسم بنابض :  (Springs)  النوابض  .6
وتحسب قوة النابض عادة بالعلاقة الموضحة في . امتداد محور ذلك النابض 

 قدر بوحدةيو  (Spring constant)يمثل ثابت النابض  kحيث ).20- 1(الشكل
N/m  ، أماs فتمثل التغير(Deformation of the spring)  الذي يطرأ على

 .بفعل قوة الشد أو الضغط المؤثرة فيه طول النابض 
 ردّ  فإنيستند جسم إلى حافة حادة  عندما:  (Knife Edges)الحواف الحادة  .7

 .الفعل هو قوة عمودية على سطح الجسم

 
  )19-1(الشكل
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  )20-1(الشكل

المساند  عدّ وتُ  ، الفعل على طريقة ارتكاز الجسم ردّ يتوقف اتجاه ، خلاصة القول 
يبين  ولهذا.في الحياة العملية انتشاراً  أن أكثر أنواع المساندالمفصلية الثابتة والمتحركة من 

 . المختلفة لتلك المساند الأوضاع الفعل في ردّ كيفية تمثيل اتجاه ) 21-1(الشكل

 
  )21-1(الشكل
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  أسئلة نظرية للمراجعة
REVIEW QUESTIONS 

 :ا يأتي أجب عمّ 
 :عرف المفاهيم الآتية  .1

  المزدوجة –القوة  –الوزن  –الكتلة  -الجائز البسيط –الجُسَيم المادي  –الجسم الصلب 
 .؟ أعطِ أمثلة عليها ) جهاتالمتّ (والمقادير الشعاعية ) السُلمية(ما الفرق بين المقادير العددّية  .2
 ماذا يقول قانون التجاذب العام ؟ .3

 . اشرح بإيجاز مبدأ التوازن الديناميكي مبيناً المقصود بقوة عطالة الجسم  .4
 .ما المقصود بعزم القوة ؟ وضح كيفية تمثيله بشعاع باستخدام قاعدة اليد اليمنى  .5
6.   فارغنون ؟ بقاعدةاة ماذا تقول قاعدة العزوم المسم 

 . المستوية المؤثرة في جسم صلب التي تحدد محصلة مجموعة من القوىاشرح الطريقة البيانية  .7

  :اختر الإجابة الصحيحة لكلّ ممّا يأتي 
 :في اتزان  )علم التوازن( السكونيبحث علم  .1

a(  الأجسام الساكنة .  (b الأجسام التي تتحرك حركة منتظمة  . (c  ُما سبق صحيح  لّ ك. 
 :إنّ عزم القوة حول محور يساوي صفراً إذا كان  .2

a( اتجاه القوة موازياً لمحور الدوران .        (b اتجاه القوة قاطعاً لمحور الدوران . 
c(  ُما سبق صحيح  لّ ك. 

 :فإن محصلتها تساوي  qقوى موزعة بانتظام شدا  ℓعندما تؤثر في جائز طوله  .3
a( q.ℓ          b( q.ℓ2               c( q.ℓ3   

 :في حالة القوى المستوية يكون ثابت الفصلي إن اتجاه رد فعل المسند الم .4
a(  ًأفقيا.      (b عمودياً على سطح الاستناد.       (c  ًل عادة إلى مركبتين مجهولاويحُل. 

 :في حالة القوى المستوية يكون تحرك المفصلي إن اتجاه رد فعل المسند الم  .5
a(  ًأفقيا.       (b   عمودياً على سطح الاستناد  .         (c ًمجهولا. 

 :يتألف رد فعل المسند الصلب في حالة القوى المستوية من   .6
a(  قوة ومزدوجة .     (b فقط مجهولة قوة  .        (c  فقط  مجهولةمزدوجة. 
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الثانيالفصل   

 توازن القوى المستوية
EQUILIPRIUM 0F COPLANAR FORCES  

 

 

 

 

  :  (Equations of Equilibrium) معادلات التوازن 2-1

،  فإن تسارعه يكون معدوماً  بسرعة خطية ثابتة أو متحركاً  الجسم ساكناً  كانإذا  
مجموعة القوى التي  أنكما .  أو اتزان الجسم واقع في حالة توازنهذا إن :  عندئذ نقولو 

وبتعبير آخر إذا أثرت في  .توازنة المموعة با تدعى ولا تغير من حالتهتؤثر في الجسم 
بالعودة و  .نقول إن هذه القوى تقع في حالة توازنفإننا ، جسم ما مجموعة قوى متوازنة 

 فيهعندما تساوي محصلة القوى المؤثرة  الجسم يكون متوازناً  فإن لنيوتن الأولالقانون  إلى
الى جملة مكافئة  أية مجموعة من القوى اختزالنستطيع على وجه العموم  أنناوبما .  اً صفر 

  لنقطة اختيارية بالنسبة Ʃ Mo ها يساويعزممزدوجة و  Ʃ Fتساوي  قوة تتألف من
  : الآتية الشعاعيةبصيغتها نحصل على معادلات التوازن  ندئذع،  مثلاً  كمركز الإحداثيات

                          Ʃ F   = 0                                              (1) 
                         Ʃ Mo   = 0                                             (2) 

 . (Equations of Equilibrium)معادلات التوازن   2-1

 .(Concurrent Forces)القوى المتلاقية   2-2

 .(Parallel Forces)القوى المتوازية   2-3

 .(General Forces)القوى العامة المتفرقة   2-4
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  :حيث 
    Ʃ F  -  موعة المفروضةموع الشعاعي لقوى اا .  

ƩM -   موع الشعاعي لعزومموعة قوىكل امناسبة بالنسبة لأية نقطة المفروضة ا.  

قبل أن نبدأ بتطبيق معادلات التوازن عزل الجسم الوارد في  ينبغي: الجسم الحرمخطط 
إذ يؤدي حذف قوة ما أو ،  فيهن نمثل بدقة جميع القوى المؤثرة أالمسألة بطريقة واضحة و 

وتتم عملية عزل الجسم عن جميع الأجسام والقيود المحيطة به . خاطئةإضافتها إلى نتائج 
الذي يظُهر  )Free Body Diagram( أو الطليق من خلال رسم مخطط الجسم الحر

ولا يجوز البدء . بما في ذلك قوى ردود أفعال القيود التي أبعدت عنه  المؤثرةجميع القوى 
مخطط الجسم رسم  ولهذا فإن، سم الحر بحسابات القوى إلا بعد إتمام رسم مخطط الج

 . التوازنالحر هو أهم خطوة في حل مسائل علم 

برسم  نقوم أولاً ، ) 1- 2(في توازن الكرة المبينة في المثال الأول في الشكل للبحث مثلاً 
لهذا ننزع عنها السطح الحامل ونحل محله رد فعل السطح . مخطط الجسم الحر لتلك الكرة 

   نقطة Aونعلم أن نقطة تطبيق هذه القوة يجب أن تقع في ،  Rفي الكرة أي القوة 

  
  )1-2(الشكل  
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نه يجب أن يكون أ إلى مبدأ توازن قوتين استناداً ، فنستنتج ، بين المستوي والكرة التماس  
   تعييناً يكون رد الفعل هذا قد تعينّ وبذلك ،  Wللوزن  ومساوياً  شاقولياً  Rرد الفعل 

إذا ، وكذلك في حالة الكرة المعلقة بحبل والمبينة في المثال الثاني في الشكل السابق  .كاملاً 
المطبق في  Wبالإضافة إلى الوزن ، نزعنا الحبل هنا وعزلنا الكرة كجسم حر كانت لدينا 

لهذا يظهر مخطط الجسم الحر كما هو مبين في الشكل .  Tقوة شد الحبل ،  Cالنقطة 
 إذا نزعنا القيود هنا أيضاً ، وكذلك في حالة الكرة المبينة في المثال الثالث . المذكور آنفاً 

 قوتا رد،  Cبالإضافة إلى الوزن المطبق في النقطة ، وعزلنا الكرة كجسم حر كانت لدينا 
لهذا يظهر مخطط الجسم الحر  . فعل تحل إحداهما محل الحبل وتحل الأخرى محل الجدار 

الصلبة على الأجسام  عند تطبيق معادلات التوازنومن المعتاد  .كما هو مبين في الشكل
 .متلاقية ومتوازية ومتفرقة  إلىالمؤثرة فيها  تقسيم مجموعات القوىهو 

  : (Concurrent Forces) القوى المتلاقية 2-2

هذه القوى  خطوط تأثيرتلاقي  يعنين ذلك إف،  جسم فيمتلاقية تؤثر جملة قوى عندما 
 . )2-2(في الشكل  في المثال المبين كما هو واضح،مثلاً  A كالنقطة، في نقطة واحدة

 
  )2-2(الشكل

ويمكن التعبير  . Rقوة المحصلة  أن تنعدمهو ملة هذه الجلانعدام  في هذه الحالةويكفي 
 : الآتيةعن هذا الشرط بالعلاقات 

                             Ʃ F  = Ʃ Fxi +Ʃ Fyj = 0                              (3) 
Ʃ Fx  = 0      ;     Ʃ Fy  = 0 
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  . xمحور الإحداثيات القوى على  مساقط مجموع -  Fx Ʃ   : حيث
           Fy Ʃ  - محور الإحداثيات القوى على  مساقط مجموعy .  

 :فنجد الشكل  على جملة القوى المتلاقية المبينة فيالتوازن  ينطبق شرط
  Ʃ Fx = F1 cos α1 – F2 cos α2 = 0 
Ʃ Fy = F1 sin α1 + F2 sin α2 – F3 = 0 

قوتين  تأثيرتحت  عندما يكون الجسم واقعاً  : واقعة في مستو واحد توازن ثلاث قوى
في المقدار وتعاكسهما في الاتجاه كما هو القوتين ن توازنه يتطلب تساوي هاتين إفقط ف

  . )3- 2(مبين في الشكل

  
  )3-2(الشكل

 أييكون مجموع  أنهو  ن شرط التوازنإف ثلاث قوى فيهوعندما تكون القوى المؤثرة 
 F2و F1 كانت لدينا ثلاث قوى   إذا آخربمعنى  أو .للقوة الثالثة  ومعاكساً  قوتين مساوياً 

 أن ن شرط التوازن هوإف وغير متوازية وكانت هذه القوى واقعة في مستو واحد F3و
ن أشعة القوى يجب أن إوبالإضافة إلى هذا ف .تتقاطع خطوط تأثيرها في نقطة واحدة 

للزوايا إن مضلع القوى في هذه الحالة هو مثلث زواياه هي المكملة . مغلقاً  مضلعاً تشكل 
  :في المثلثات نجد  )علاقة لامي( إلى قاعدة الجيوب واستناداً .بين خطوط عمل القوى

                      
F�

sin α
=

F	

sin β
=

F�

sin γ
                              (4) 

  .قوى متلاقية  جملة تأثيرتحت دراسة توازن الجسم الصلب  كيفية  الآتية الأمثلةتوضح 



  
 

43 
 

  )7(رقم مثال 

 B حلقة صغيرة من  200Nمقداره Wيتدلى ثقل
كما هو موضح في  CBو  AB بحبلينمحمولة 
قوة الشد التي تتولد في كل  أوجد.  ااور الشكل
  .منهما 
  : ..................................... الحل

الأولى بإنشاء ، يمكن حل هذه المسالة بطريقتين 
والثانية  ،مضلع القوى ثم تطبيق علاقة الجيوب 
  .بالطريقة التحليلية باستخدام طريقة المساقط

والتي  Bندرس توازن الحلقة  :الطريقة الأولى 
كما   متلاقية تخضع لتأثير ثلاث قوى

هو مبين في مخطط الجسم الحر لتلك 
ولما كانت هذه القوى بحالة . الحلقة 
 أنالممثلة لها يجب  الأشعة فإنتوازن 

وبتطبيق علاقة .  مغلقاً  تشكل مثلثاً 
  :الجيوب 

W

sin 75°
=

T�

sin 45°
=

T�

sin 60°
 

     TA=146.4 N    TC=179.3 N           :نجد أن 

وباعتماد جملة محاور إحداثية  Bبالعودة إلى مخطط الجسم الحر للحلقة :الثانية الطريقة 
  :تطبيق شروط التوازن ما يلي  من خلال مناسبة نجد

Ʃ Fx = TC cos 45° – TA cos 30° = 0 
      Ʃ Fy = TC sin 45° + TA sin 30° – W = 0 

    . النتيجة السابقةنحصل على  بحل هاتين المعادلتين
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  )8(رقم مثال 

والذراع   ABالقوتين المتولدتين في الكبل  المبين أدناه عين في الجملة المبينة في الشكل
AC  بفعل القوة الرأسيةP  المطبقة في الحلقةA  .أن مع العلم : P =100 N 

  
  : ................................................................. الحل

الأخيرة سوف تقوم بضغط ألياف الذراع  فإننحو الأسفل  Aالحلقة  Pالقوة  عندما تشدّ 
AC  ّأسلاك الكبل  وبشدAB. ونتيجة لذلك سوف يؤثر الذراع والكبل في الحلقة بردي

 .ومعاكسين لفعل الحلقة فيهما كما هو مبين في مخطط الجسم الحر للحلقةفعل مساويين 
  :معادلات التوازن  

Ʃ Fx = TAB cos 30° + FAC cos 45° = 0 
      Ʃ Fy = TAB sin 30° – FAC sin 45° – 100 = 0 

  :الآتي   نحصل على بالتعويض وحل هاتين المعادلتين
TAB =73,2 N      FAC = - 89.7 N    

.تشير إلى أن الاتجاه الفعلي لرد فعل الذراع عكس المفروض في المخطط السالبة الإشارة  
الأشعة  فإنبحالة توازن وتخضع لتأثير ثلاث قوى فقط لذا  Aبما أن الحلقة :  آخر  حل

   :وبتطبيق علاقة الجيوب. في الشكل واضح هو كما  مغلقاً  الممثلة لها يجب أن تشكل مثلثاً 
100

sin 75°
=

T��

sin 45°
=

F��

sin 60°
 

  .هذه العلاقة نحصل على النتائج السابقة من
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  )9(رقم مثال 

 Cو  Bتين في النقطتين  محمولة على محورين مهملي الوزن ومثبّ و ، مهملة الأبعاد  Aبكرة 
دّت إحدى ايتيه إلى الجدار شُ حبل على هذه البكرة يلتف   . كما هو مبين في الشكل

  . A الجسم الحر للبكرة ارسم مخطط) 1( :المطلوب .  Wوحملّت النهاية  الأخرى بثقل 
  ACو ABالمتولدتين في المحورين  FACو FAB احسب القوتين) 2(

  
  : ................................................................. الحل

ة الهندسية لذا نستطيع اعتبار أالمنش أبعادبكرة مهملة لصغرها مقارنة ببقية لا أبعاد أنبما 
يجب أن تكونا  قوتينب البكرة يشدالسلك  أننلاحظ  . القوى المؤثرة في البكرة متلاقية

ين على تمنطبقفعل  رديقوتي  لتأثير أيضاً  كما تخضع البكرة. TوWوهما متساويتين 
  :ثم نكتب معادلات التوازن  A للبكرةنرسم مخطط الجسم الحر  . ACو AB المحورين

Ʃ Fx = FAB cos 30° + T cos 30° + FAC cos 60°  = 0 

      Ʃ Fy = FAB cos 60° - T cos 30° - FAC cos 30°  – W = 0 

  : الآتي  نحصل على حل هاتين المعادلتينبالتعويض و 

FAB = 0      FAC = - 34.6 N      
 
 



  
 

46 
 

  )10(رقم مثال 

 مافي وضع التوازن وجد أثم ،  تأمل الشكل ااور
   :يلي
التي تنشأ في الحبل تحت تأثير  Tالشد  ةقو  .1

 . 200Nالذي يساوي الثقل المعلق و 
 . ABو ACمن قضيبي التعليق  ردّ فعل كلّ  .2

 .البكرتين مهملة أبعادمع العلم أن 

  

  :................................... الحل
لأا مهملة ) نقطة(باعتبارها جُسَيْماً مادياً  Dأولاً مخطط الجسم الحر للبكرة  نرسم

 :التوازن  ةالأبعاد ثم نكتب معادل
      Ʃ Fy = 2T- 200 = 0 

 
لأا مهملة ) نقطة(باعتبارها جُسَيْماً مادياً  Aنرسم مخطط الجسم الحر للبكرة بعد ذلك 

  :التوازن ثم نكتب معادلات أيضاً الأبعاد 
Ʃ Fx = FAC cos60° – FAB + Tsin30°  = 0 
   Ʃ Fy = FAC sin 60° – 2T- Tcos30° = 0 

 :الآتي  ل المعادلات الثلاث السابقةينتج لدينا بح
T = 100 N    ,   FAB = 215.5 N   ,    FAC =  330.9N 
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  )11(رقم مثال 

 الحالات الثلاثفي  N 100مقداره  ثقل الضرورية للحفاظ على توازن الشدّ  ةأوجد قو 
 أوزان وأبعاد البكرات مهملة : ملاحظة  . حة في الشكلالموض.  

  
  : ...................................................................... الحل 

 ،استناداً إلى مبدأ الفعل ورد الفعل  P للثقلمخطط الجسم الحر  نرسم: )a(الحالة الأولى 
 : الآتية التوازن ةثم نكتب معادل،  في كافة نقاط الحبل ةالشدّ ثابتقيمة مع ملاحظة أن 

      Ʃ Fy = T1 - 100 = 0        ⇒      T1  = 100 N   

 
 :ثم نكتب معادلة التوازن الآتية ،  Bللبكرة مخطط الجسم الحر  نرسم: )b( الثانيةالحالة 

      Ʃ Fy = 2T2 - 100 = 0        ⇒      T2  = 50 N   
 :عادلة الآتية المثم نكتب ،  Bللبكرة مخطط الجسم الحر  نرسم: )c( الثالثةالحالة 

      Ʃ Fy = 2T3 - 50 = 0        ⇒      T3  = 25 N   
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  : (Parallel Forces) المتوازيةالقوى  2-3

  yالشاقوليوالموازية للمحور  ، الشروط التحليلية لتوازن مجموعة من القوى المتوازية إن  
 : الآتيتينتتلخص في المعادلتين ،  مثلاً 

                      Ʃ Fy = 0          Ʃ Mo = 0                               (5) 
  . yمحور الإحداثيات القوى على  مساقط مجموع -  Fy Ʃ  :  حيث

           Mo Ʃ  - لنقطة اختيارية ملائمة  بالنسبةالقوى  عزوم مجموعo .  
 :فنجد ) 4- 2(الشكل نطبق شرطي التوازن على جملة القوى المتوازية المبينة في

  Ʃ Fy = – F1 – F2 - F3 + F4 + F5 = 0 
Ʃ Mo = – F1 × d1 - F2 × d2 – F3 × d3 + F4 × d4 = 0 

 
  )4-2(الشكل

 . متوازيةكيفية دراسة توازن الجسم الصلب تحت تأثير جملة قوى   الآتية الأمثلةتوضح 

  )12(رقم مثال 

 ،ل الجائز المبين في الشكلتأمّ 
فعل المسند  ردّ  ثم أوجد

وكذلك   A المفصلي الثابت
اللازم لتحقيق  Qمقدار الحمل 

  .التوازن 
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  : ................ الحل
ذا نرسم مخطط الجسم الحر له

 ملاحظة أن قوة الشدمع ، لجائز ا
T في الحبل تساوي الحملQ  ، ثم

  : نكتب معادلات التوازن

Ʃ Fx = XA  = 0 
Ʃ Fy = YA + Q - 1800 - 300 - 900 = 0 

Ʃ MA = Q×6 – 1800×1.5 -  300×3 - 900×4 = 0 
  :  ينتج لدينا  المعادلاتهذه ل بح

XA =0        YA = 1950 N           Q = 1050 N 

  )13(رقم مثال 

في  كما هو مبين  Bو A حديديتينترتكز على سكتين ،  kN 20 وزا Crane ةرافع
تحُمّل بثقل  Cالمطبق في النقطة  Pبفعل الحمل  ولمنع هذه الرافعة من الانقلاب.الشكل 

بحيث لا تميل الرافعة  P الأعظمتعيين الحمل المطلوب .  kN 5موازنة معاكس يساوي 
 . اليمنىنحو الجهة 

  
  : ................................................................. الحل

في  مطبقاً  P الأعظمعندما يكون الحمل :  الآتيي لا بدّ لنا من البحث في الوضع الحدّ 
عن حينئذ وتنفصل  الجهة اليمنىنحو تصبح على وشك الانقلاب  الرافعة فإن Cالنقطة 
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كما هو واضح في مخطط الجسم   الحرجةالذي ينعدم رد فعله في هذه اللحظة  Bالمسند 
  : حصلنا على الآتي Aحول النقطة   القوى مجموع عزوم فإذا أخذنا  .الحر للرافعة

      Ʃ MA =  - P(5) + 20(2)  + 5(5) = 0 
  P = 13 kN  :وهو  تنقلبرفعه دون أن الرافعة  تستطيعكبر حمل أنجد  هنا ومن

  )14(رقم مثال 

ويرتكز على  Q = 4 kNيقوم برفع كمية من الحصى مقدارها  W = 10 kNجراّر وزنه 
  :المطلوب حساب ما يلي . رض أفقية كما هو مبين في الشكل أ

 .العجلتين الأماميتين ضغط رد فعل سطح الأرض على  .1
 .العجلتين الخلفيتين ضغط رد فعل سطح الأرض على  .2

  
  .................................................................:  الحل

ورد فعل الأرض  Qووزن الحمولة  Wوزنه :  الآتيةيقع الجرار المفروض تحت تأثير القوى  
 وبناءً .  R2ورد فعل الأرض على زوج العجلات الخلفية  R1على زوج العجلات الأمامية 

  :على هذا التحليل نرسم مخطط الجسم الحر للجرار ثم نكتب معادلات التوازن 

 Ʃ Fy = R1 +  R2 – 10 - 4  = 0 

Ʃ MB= R1 (150) - 4 (280) – 10 (50) = 0 

 R1= 10.8  kN            R2 = 3.2  kN   : هذه المعادلات ينتجمن 
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  : (General Forces) العامة المتفرقةالقوى  2-4

 :الشروط التحليلية لتوازن مجموعة من القوى العامة المتفرقة هي إنّ 
               Ʃ Fx = 0    ;  Ʃ Fy = 0   ;   Ʃ Mo = 0                         (6) 

 . xمحور الإحداثيات القوى على  مساقط مجموع -  Fx Ʃ  :  حيث
          Fy Ʃ  - محور الإحداثيات القوى على  مساقط مجموعy . 

         Mo Ʃ  - بالنسبة لنقطة اختيارية ملائمة القوى  عزوم مجموعo . 

 :فنجد  )5- 2(شروط التوازن على جملة القوى المتفرقة الموضحة في الشكل أيضاً نطبق 
Ʃ Fx = F1 cos α1 – F3 cos α2 = 0 

Ʃ Fy = -F1 sin α1 - F2 – F3 sin α2 + F4 = 0 
                   Ʃ Mo = 0 

– F1 sin α1 (d1) – F2 (d2) –F3 sin α2 (d3) +  F4 (d2) + M1-M2 = 0 
 

 
  )5-2(الشكل

في حالة اتصال جملة من الأجسام الصلبة فيما بينها :  توازن جملة أجسام مركبة

  :يمكننا تقسيم القوى التي تؤثر في هذه الجملة إلى مجموعتين 
أو بتعبير ، وهي القوى التي تجعل أجزاء الجملة المفروضة متماسكة : قوى داخلية  •

وحسب قانون الفعل ورد . آخر هي قوى التأثير المتبادل بين الأجزاء المتماسكة 
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قوتي الفعل ورد الفعل تكونان متساويتين  فإن في جسم آخر  إذا أثرّ جسم: الفعل 
 .  بالمقدار ومتعاكستين بالاتجاه

 .وهي القوى التي تؤثر ا الأجسام الخارجية في أجزاء الجملة المفروضة: قوى خارجية  •
وحسب شكل الاتصال بين الأجزاء الداخلة في تركيب جمل الأجسام المركبة يمكن التمييز 

  :في التطبيقات الهندسية  الآتيةبين الأنواع 
 .بشكل حرإلى بعض  بعضهاستند يالأجزاء الداخلة في تركيب اموعة  .1
 .بعض بمساعدة مفاصل مع بعضها صليتالأجزاء الداخلة في تركيب اموعة  .2

عند حل المسائل المتعلقة بتوازن جملة من الأجسام المركبة من الضروري مراعاة أن جميع 
على ذلك يمكن كتابة ثلاث  وبناءً .  متوازنةجسم كل الخارجية المؤثرة في  الداخلية و القوى 

  .معادلات توازن لكل جسم من أجزاء الجملة المفروضة 
فإننا نقوم بفصلهما ونرسم مخطط الجسم الحر  مثلاً من جسمين إذا كانت الجملة مؤلفة 

م اويمكننا استخد. لكل منهما ونستطيع عندئذ كتابة ثلاث معادلات توازن لكل جسم 
راسة توازن كامل الجملة المفروضة دون تفكيك ثم طريقة أخرى أكثر بساطة وذلك بد

 .على ست معادلات توازن أيضاً ندرس بعد ذلك توازن أحد جسمي الجملة فنحصل 
جسم واحد أو جملة من الأجسام كيفية دراسة توازن عن   وافياً  شرحاً  الآتية الأمثلة متقدّ 

  . عامة متفرقةتحت تأثير جملة قوى عندما تكون 

  )15(رقم مثال 

 Aمثبت بمساعدة مفصل في النقطة  N 60ووزنه  cm 100طوله  AB ذراع متجانس
كما هو مبين   Cعلى سطح اسطواني أملس في النقطة  حراً  ارتكازاً  نفسهويرتكز في الوقت 

حبل يمر على بكرة ثابتة ومعلق بنهايته الحرة ثقل مقداره  Bيثُبّت في الطرف . في الشكل 
10 N  .ردي فعل المسندين  أوجدA   وC  إذا علمت أنBC=25cm .  
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  : ................................................................. الحل

  :ثم نكتب معادلات التوازن   ABنرسم مخطط الجسم الحر للذراع 
Ʃ Fx = XA - RC cos 30° - 10 cos 30°   = 0 

 Ʃ Fy = YA+ RC sin 30° - 10 sin 30°- 60   = 0 
Ʃ MA=  RC (75) - 60 (50 cos 60°)+10(50) = 0 

    : هذه المعادلات ينتجمن 
XA = 20.2 N 
YA = 58.3 N 
RC = 13.3 N  

  )16(رقم مثال 

 قائم الزاوية ABC إطارعلى  N 500ترتكز اسطوانتان متماثلتان تزن كل واحدة منهما 
   الإطار ردي الفعل في نقطتي استناد حساب لمطلوبا.  كما هو مبين في الشكل Bفي 
B  وC . 
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  : ................................................................. الحل
ثم نكتب  ما هو مبين في الشكلك   Cو Bالمسندين من  مجتمعة نحرر الجملة المفروضة

  :معادلات التوازن فنجد 
Ʃ Fx = XB – RC sin 30°  = 0 
Ʃ Fy =YB –500-500+RC cos30° =0 
Ʃ MB = (500 sin30°) (20) - (500cos30°) (20) + (500sin30°)(20) 
- (500cos30°)(60)+ RC(100)=0 

 :الآتي نحصل على ادلاتبحل هذه المع
RC =246.4 N    XB = 123.2 N   YB= 786.6 N 

 

  )17(رقم مثال 

 1kN   وزنه ABمتجانس  أفقيذراع 
الموزعة والمركزة ويخضع لتأثير القوى 

هذا الذراع  يستند .المبينة في الشكل  
آخر إلى ذراع  Cبشكل حر في النقطة 

CD  5طولهm  1.2ووزنه kN، 
 Aالمطلوب تعيين ردود الفعل في النقاط  .ويحافظ على توازنه بمساعدة حبل أفقي 

  .بالحبلT قوة الشد كذلك و ،  DوCو
  .................................................................:  الحل

  :نرسم مخطط الجسم الحر ثم نكتب معادلات التوازن  : ABالذراع 
Ʃ Fx = XA  = 0 

   Ʃ Fy = YA+RC - 8 – 1 - 1 = 0 
Ʃ MC = RC (4)  - 3 – 8 (2) - 1 (3) - 1 (6) = 0 

  : هذه المعادلات ينتجمن 
XA  = 0    YA = 8.2 kN      RC = 7 kN 
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  :لذراع ثم نكتب معادلات التوازن لهذا انرسم مخطط الجسم الحر  : CDالذراع 

Ʃ Fx = XA - T = 0 
   Ʃ Fy = YD – 1.2 - 7 = 0 

Ʃ MD = T (2) – 7 (4) – 1.2 (2) = 0 
  : هذه المعادلات ينتجمن 

XD  = 15.2 kN      YD = 8.2 kN      T = 15.2 kN 
 

  )18(رقم مثال 

من ثلاثة أذرع  ينة في الشكلبتتكون الرافعة الم
حيث ترتبط فيما بينها بوساطة مفاصل  وبكرة

القوى المؤثرة في كل  تعيينالمطلوب  .حبل و 
عضو من أعضاء الرافعة إذا علمت أن مقدار 

 . N 180يساوي   W الحمل المرفوع

  : ................................ الحل
بعد  Dو A ردي فعل المسندين نحسب أولاً 

في هذه . رسم مخطط الجسم الحر مل الرافعة
  :معادلات التوازن تكون الحالة 

Ʃ Fx = XA - XD  = 0 
   Ʃ Fy = YA - 180 = 0 



 

Ʃ MA= XD (45

XA  = 184 N    YA = 
 أعضاءفي الخطوة الثانية نقوم بتفكيك الرافعة ثم نرسم مخطط الجسم الحر لكل عضو من 

توازن البكرة التي تخضع لتأثير القوى الموضحة في مخطط الجسم الحر 

Ʃ Fx = X
Ʃ Fy = Y

XK = Y

لتأثير القوى الموضحة في  يخضع هذا الذراع الذي
  :معادلات التوازن 

Ʃ Fx = - XC - R cos 3
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45) – 180 (46) = 0 
  : هذه المعادلات ينتجمن 

= 180 N      RD = 184 N 
في الخطوة الثانية نقوم بتفكيك الرافعة ثم نرسم مخطط الجسم الحر لكل عضو من 

  .الرافعة كما هو واضح في الشكل 
توازن البكرة التي تخضع لتأثير القوى الموضحة في مخطط الجسم الحر  ندرس:  البكرة 

  :لهذا نكتب معادلات التوازن . الخاص ا 
= XK - 180  = 0 
= YK - 180 = 0 

  : هاتين المعادلتين نحصل على الآتيمن 
= YK = 180 N   

     
هذا الذراع الذيتوازن  ندرس:   kCEالذراع الأفقي 

معادلات التوازن لهذا نكتب . مخطط الجسم الحر الخاص به 
cos 36.9° - 180 = 0 
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   Ʃ Fy =  -YC - R  sin 36.9°- 180      = 0 
Ʃ MC= - R  sin 36.9° (20) – 180 (40) = 0 

  : هذه المعادلات ينتجمن 
XC  = 300 N    YC = 180 N      R = - 600 N 

عكس الاتجاه المفروض في  هو إلى أن الاتجاه الفعلي لها Rتشير الإشارة السالبة للقوة 
ويمكن  القوى المؤثرة في جميع أعضاء الرافعة قد أصبحت معلومة أن أخيراً نلاحظ  . الرسم

  :  الآتيبها في الجدول يترت

 Nبوحدة  المؤثرة في أجزاء الرافعة القوى
YK  XK  YC  XC  R  RD  YA  XA  
180  180  180  300  - 600  184  180  184  
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  غير محلولة مسائل

UNSOLVED  PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :

 30cmونصف قطرها  W=80 Nكرة متجانسة وزا 
. ترُبط مع الحائط بواسطة حبل كما هو مبين في الشكل

فعل الجدار  المتولدة في الحبل وكذلك ردّ  Tقوة الشد  وجدأ
 .  Aفي النقطة 

  :    الجواب 
T = 92.4  N  ,  RA = 46.2  N (←)    
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  مسألة رقم (2) :

  .  Aأوجد قوة الشد المتولدة في الكبل وكذلك رد فعل المسند ثم ، تأمل الشكل ااور 

 
  :    الجواب

T = 400  N   ,  XA = 346.4  N (→) ,  YA = 100  N (↓)   
 

 مسألة رقم (3) :

بحبل يلتف على  Bفي النقطة  ربطثم يُ  Aبشكل صلب في النقطة  ABالجائز يثُبّت 
الفعل في  ردّ  باتمركّ وكذلك  T شدّ الحبل قوةوجد أ . المرافق بكرتين كما يبينّ الشكل

 .  4kN يساوي  Eبالبكرة  قوزن الحمل المعلّ  أنعلمت  إذا ، Aنقطة التثبيت 
 

 
  :    الجواب

T = 2 kN (↑)     ,  XA = 0  , YA = 26 kN (↑)  , MA = 58 kN.m (↶)  
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 مسألة رقم (4) :

رسم مخطط :  والمطلوب ،  خارجيةالموضح في الشكل ااور لتأثير قوى  الجائز يخضع
  . B و A  ردي فعل المسندين ثم حسابالجائز ذا لهالجسم الحر 

 
  :    الجواب

  XA =  6.45 kN (→) , YA = 7.83 kN (↑)   ;  RB = 12.9 kN (↖) 

 

 مسألة رقم (5) : 

رسم مخطط : والمطلوب ، الجائز الموضح في الشكل ااور لتأثير قوى متوازية  يخضع
  . C و A  ردي فعل المسندين ثم حسابالجائز ذا لهالجسم الحر 

 
  :    الجواب

XA = 0  , YA = 72 kN (↑)  , RC = 218 kN (↑)   
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 مسألة رقم (6) : 

مفصلي ثابت والآخر  أحدهماالموضح في الشكل ااور على مسندين  AB الجائزيرتكز 
  . Bو  A  ردي فعل المسنديناحسب . متحرك ويخضع لتأثير القوى المبينة في الشكل 

 
  :    الجواب

XA = 0 , YA = 104 kN (↑) ,  , RB = 136 kN (↑) 
 

 مسألة رقم (7) : 

 . لتأثير القوى المبينة في الشكلمن طرف واحد في الجدار ويخضع  ABالجائز يثُبّت 
 . A المسند الصلب الثابترد الفعل في  أوجد

  
  :    الجواب

XA = 0  , YA = 16 kN (↑)  ,  M = 24 kN.m (↶)  
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 مسألة رقم (8) : 

ت إطار رافعة في النقطة ثبّ يُ 
A مسند مفصلي  بمساعدة

، ثم يربط بكبل يميل  ثابت
بعد ذلك  °30بزاوية قدرها 

كما هو   Wق الثقل عل يُ 
 .مبين في الشكل ااور

قوة شد الكبل وكذلك  أوجد
 . A المسند فعل رد

  :    الجواب
T = 400  N   ,  XA = 200 N(→)  ,  YA = 646 N (↑)  

 
 

 مسألة رقم (9) : 

متصلتان   CDو  ABعارضتان
،  Eفي النقطة  مفصلياً  اتصالاً 

 10kNثقل مقداره  ويؤثر فيهما
كما هو  من خلال بكرة وحبل

رسم  :المطلوب .مبين في الشكل
 منعنصر لكل  مخطط الجسم الحر

ثم ، عناصر هذه الجملة الميكانيكية 
 . Cو A المسندينفعل  يتعيين رد

 
  :    الجواب

 XA = 8 kN (→) , YA = 12.5 kN (↓) ; XC = 8 kN (←) , YC = 22.5 kN (↑) 
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 مسألة رقم (10) : 

اسطوانة متجانسة وزا  إلى،  0.8mوطوله  300Nوزنه  ، ABيستند ذراع مائل 
200N  0.2ونصف قطرهاm  

 نعوتمُ . هو مبين في الشكل كما
فعل من التدحرج بهذه الاسطوانة 

ت المثبAB  ع مربوط بالذرا سلك 
بمساعدة مسند مفصلي في النقطة 

A.  أوجد ردّ الفعل في كل من
 .   Dو Aالنقطتين 

  :    الجواب
RA = 126 N (↑) ; RD = 374 N(↑)  

 

 مسألة رقم (11) : 

تتكون الرافعة المبينة في الشكل من 
ذراعين وبكرة حيث ترتبط فيما بينها 

مركّبات  أوجد .بوساطة مفاصل وحبل
 Bو A الثابتة ردود أفعال المفاصل

 وزن البكرةإذا علمت أن  ، Cو
 . N 1000يساوي 

 
 
 

  :    الجواب
YC  XC  YB  XB  YA  XA  

750N(↑)  100N(→)  750N  400N  750N(↑)  100N(←)  
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الثالثالفصل   

الهياكل الشبكية تحليل  
ANALYSIS 0F TRUSSES  

 

 

 

   :  (Introduction) مقدمة 3-1

والتي تسمى أيضاً ،  يتناول هذا الفصل الهياكل الشبكية الواقعة في مستو واحد
جملة من  بأنهالشبكي المستوي أو الجائز ف الهيكل عر يُ .  المستوية بالجوائز الشبكية

 (Plates)بصفائح  أو (Pins)الواقعة في مستو واحد والمتصلة اياا بمسامير  القضبان

 أضلاع أوبأعضاء  في المراجع الحديثة وتدعى هذه القضبان.تلك القضبان  إليها تتثُب 
 صفائح ربط القضبان وأتدعى مسامير كما ،  (Members of the truss) الهيكل

كما   الهياكل الشبكية كثيرة الانتشار في حياتنا فهي تشاهدإن . (Joints) عادة بالعقد
وأبراج ،  ، والجسورفي الأبراج الحاملة لخطوط التوتر العالي )1- 3(هو واضح في الشكل

 وفي سقوف المنازل والمعامل، الكبيرة  الشبكية والروافع ، بشتى أنواعها الاتصالات
في دراسة  ومن الشائع عملياً  .والصالات الرياضية وغيرها  ومراكز التسوق والمستشفيات

  : الآتيةتراعى الافتراضات  أنتوازن الهياكل الشبكية 
 .متصلة بمسامير عديمة الاحتكاك في الهيكل  ضلاعايات الأ إن •
وهي واقعة في  قة على العقد فقطالقوى الخارجية المؤثرة في الهيكل كلها مطبّ  إن •

 .مستوي الهيكل الشبكي 

 .(Introduction) مقدمة 3-1
 . (Method of joints) طريقة فصل العقد 3-2
 .(Method of sections) طريقة قطع الهيكل 3-3
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مقارنة بالحمولات الخارجية المطبقة على عادة صغيرة  تكون ضلاعالأ أوزان •
 أضلاعمن  ضلعكل   فيعلى ذلك تؤثر  وبناءً  . تسبتحُ لا  فهي ذالهالهياكل الشبكية 

متساويتين  هاتان القوتان تكون أنوفي حالة التوازن يجب ، الهيكل قوتان عند ايتيه 
ومنه  .الضلعالمنطبق على محور  بالمقدار ومتعاكستين بالاتجاه ولهما نفس الحامل

أو  (Tension) للشدّ  عند العمل تتعرض الشبكية كلا الهي أضلاع أننستنتج 
 .)2- 3(كما هو مبين في الشكل   (Compression)الانضغاط

  
 )1-3(الشكل

المتماسكة المكونة من مثلثات والتي لا تحتوي  وسنكتفي في هذا الفصل بدراسة الهياكل
 Statically) دة ستاتيكياً المحدّ  والتي تسمى بالهياكل إضافية أضلاععلى 
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determinate trusses)  ،تماماً  تكفي ن معادلات التوازنودراستها تعدّ سهلة لأ 
وفي . وردود فعل المساند  ضلاعوالتي تشمل القوى الداخلية للأالقوى اهولة  تحديدل

  : الآتيةبالعلاقة  nبعدد العقد  m ضلاعهذه الهياكل يرتبط عدد الأ

                                  m = 2n – 3                                      (1) 

 
 )2-3(الشكل

 الأمرويتطلب ،  ثلاث عقد توجد فعلاً  أضلاعالمؤلف من ثلاثة  الهيكل البسيط ففي
في الهيكل عن الحد المقدر  ضلاععدد الأ وإذا قلّ . ين لتوصيل كل عقدة جديدة ضلع
 وقابلاً  (Unstable) متماسكغير و  قلقاً يكون الهيكل عندئذ  للعلاقة السابقة طبقاً 
زاد عدد  إذا أما .قة تحت تأثير الحمولات المطب في أية لحظة  (Collapsible) لايارل

كبر من أسيكون  القوى اهولةعدد  نإفعن الحد المذكور  المدروس في الهيكل الأضلاع
د محدّ غير  )3-3(كما هو مبين في الشكل  حينئذالهيكل ويعدّ  ، معادلات التوازن عدد

هذا النوع من الهياكل  يدرسو  .  (Statically indeterminate truss) ستاتيكياً 
  .المعقدة في مقررات دراسية أخرى متقدمة 

وتتلخص دراسة توازن الهياكل في تعيين ردود فعل المساند وتحديد القوى المحورية الداخلية 
ويمكن تعيين ردود فعل المساند بعد . بفعل الحمولات الخارجية  الأضلاعالمتولدة في 

ومن ناحية أخرى تتعين القوى المحورية  . صلباً  اعتبار الهيكل المفروض ككل جسماً 
  : الآتيتينبإحدى الطريقتين  الأضلاعفي الداخلية المتولدة 
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 (Method of joints)قة فصل العقد طري .1
 (Method of sections)طريقة قطع الهيكل  .2

  
 )3-3(الشكل

 :(Method of joints) طريقة فصل العقد 3-2

 أضلاعهذه الطريقة عادة عند الحاجة لتحديد القوى الداخلية المتولدة في كافة  تستخدم
 نإفي حالة اتزان ف بكامله الهيكلجسم  عندما يكون، من البديهي و . الهيكل المفروض
ومن هنا تنبع فكرة الطريقة  . أيضاً  ستكون في حالة توازن أضلاعو  عقد مكوناته من

 .الحالية والتي تتلخص في دراسة توازن القوى المتلاقية المؤثرة في كل عقدة من عقد الهيكل 
 المتصلة بالعقدة المدروسة الأضلاعتتضمن القوى الخارجية وكذلك ردود فعل  وهذه القوى

   . )4- 3(هو مبين في المثال الموضح في الشكل كما
على قانون  والعقد يعتمد أساساً  الأضلاعن تعيين القوى الداخلية بين أويبدو لنا بوضوح 
 الضلعو ، S1بالقوة  AB الضلعتؤثر في  مثلاً  Aن العقدة إف لذلكو . الفعل ورد الفعل 

AB الضلعن أوبما . يؤثر من ناحيته بقوة رد فعل مساوية ومعاكسة لها AB  متوازن بفعل
 هاتين القوتين متساويتان وكل منهما تساوي للقوة  فإنلذا ، مطبقتين في ايتيه  قوتين

S1.  الهياكل الشبكية بمساعدة طريقة فصل العقد  أضلاعإن تعيين القوى الداخلية في
  : الآتيةيجري عادة باتباع الخطوات 

 . كلّهرسم مخطط الجسم الحر للهيكل   •
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تعيين ردود الفعل للمساند التي يرتكز عليها جسم الهيكل وذلك باستخدام معادلات  •
 .التوازن المناسبة 

  
 )4-3(الشكل

يشمل مخطط العقدة القوى و  .الهيكل رسم مخطط الجسم الحر لكل عقدة من عقد  •
مجهولة لذا  الأضلاعاتجاهات قوى رد فعل  أنوبما .  الأضلاعرد فعل قوى الخارجية و 
 تظهر هذه هذا الفرضعلى  وبناءً ،  شدّ في حالة  الأضلاعجميع  أن مبدئياً  سنفرض
موجبة لقوة  إشارةحصلنا نتيجة الحل على  إذا . خارجة من العقدفي المخطط  القوى 
 وإذا،  شدّ في حالة  عندئذ الضلعما فتوجيه القوة صحيح ويكون  ضلعرد فعل 

  .ضغط في حالة  المدروس الضلع فإن سالبةإشارة  حصلنا على
من عقد كل عقدة   على  ƩFX=0 ;  ƩFY=0 : الآتيتينتي التوازن لتطبيق معاد •

     . اهولةالقوى  وحسابالهيكل 
الهيكل قيمة  أضلاع جميع القوى الداخلية المتولدة في ينيب جدولترتيب النتائج في  •

  : المهمةومن الملاحظات  .ونوعاً 
o  ُمنها على استقامة واحدة اثنان،  أضلاعلة ثلاثة مّ إذا تلاقت في عقدة غير مح، 

 .الثالث تكون معدومة الضلعفالقوة الداخلية في 
o على استقامة واحدةغير واقعين  فقط انضلعفي عقدة غير محملة  قىإذا تلا ،

 .تكون معدومة الداخليتان فيهما تانفالقو 
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  )19(مثال رقم 

القوى بطريقة فصل العقد وجد أ 
 أضلاعجميع الداخلية المتولدة في 

المحمول والمحمل كما الهيكل الشبكي 
  .ااور ح في الشكلوض مُ هو 

  : ...................... الحل

نرسم مخطط :  ردود فعل المساند 
  :معادلات التوازنثم نكتب  الجسم الحر للهيكل

Ʃ Fx =  XA – 3 = 0 
Ʃ Fy =  YA + RB – 9 - 5 = 0 

Ʃ MA= RE (12) + 3 (4) – 5 (9) – 9 (3) = 0 
  : هذه المعادلات ينتجمن 

XA  = 3 kN    ,   YA = 9 kN   ,   RB = 5 kN       

 
رسم نثم  شدّ تقع في حالة  الأضلاعنفرض أن جميع    : الأضلاعالقوى الداخلية في 

على هذا  وبناءً . كما هو مبين في الشكلمخطط الجسم الحر لكل عقدة من عقد الهيكل  
 .خارجة من العقدبأشعة القوى الداخلية  نمثلالافتراض 

  : العقدة هلهذ  التوازن معادلتا:   A العقدة
Ʃ Fx =  S1 + S2 cos α + 3 = 0 
Ʃ Fy =  S2 sin α + 9 = 0 
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  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن  : Cالعقدة 
Ʃ Fx = - S2 cos α +  S3 cos α + S4 = 0 
Ʃ Fy = - S2 sin α - S3 sin α - 9 = 0 

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Dالعقدة 
Ʃ Fx = - S1 - S3 cos α + S5 cos α +S6 = 0 

Ʃ Fy =  S3 sin α + S5 sin α  = 0 

  :لهذه العقدة   معادلة التوازن:   Bالعقدة 
Ʃ Fy =  S7 sin α + 5  = 0 

 :(kN) بوحدة الآتية المطلوبةالقوى نجد بحل المعادلات السابقة 

S7  S6  S5  S4  S3  S2  S1  
-6.25 3.75 0  -6.75 0 -11.25  3.75 
 شدّ  ضغط  غير عامل ضغط غير عامل شدّ  ضغط

  )20(رقم مثال 

فصل العقد بطريقة  أوجد
 القوى الداخلية المتولدة في

 )1,2,3,4,5,6( الأضلاع
المحمول  الشبكي من الهيكل

والمحمل كما هو مُوضح في 
   .الشكل ااور

  : ................................................................. الحل

ثم نكتب معادلات  كلّهنرسم مخطط الجسم الحر للهيكل     : ردود فعل المساند 
    :التوازن

Ʃ Fx =  XA = 0 
Ʃ Fy =  YA + RB – 4– 6 - 4 = 0 

Ʃ MA= RB (8) – 4 (6)  - 6 (4) – 4 (2) = 0 
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  : هذه المعادلات ينتجمن 
XA  = 0   ,  YA = 7 kN   ,   RB = 7 kN 

 

ثم نرسم  شدّ تقع في حالة  الأضلاعنفرض أن جميع    : الأضلاعالقوى الداخلية في 
على  وبناءً . كما هو مبين في الشكل   Dو C وA للعقد الثلاث مخطط الجسم الحر 

 .هذا الافتراض نمثل القوى الداخلية بأشعة خارجة من العقد
  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Aالعقدة 

Ʃ Fx =  S1 + S2 cos 30°  = 0 
Ʃ Fy =  S2 sin 30° + 7 = 0 

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Cالعقدة 
Ʃ Fx = - S1+ S6 = 0 
Ʃ Fy =  S3  - 4  = 0 

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Dالعقدة 
Ʃ Fx = - S2 cos 30° + S4 cos 30° + S5 cos 30° = 0 
Ʃ Fy - S2 sin 30° – S3 + S4 sin 30° - S5 sin 30° = 0 

 :(kN) بوحدة الآتية المطلوبةالقوى  نحصل علىبحل المعادلات السابقة 

S6  S5  S4  S3  S2  S1  
12.12 -2  -12  4  -14  12.12 

 شدّ  ضغط شدّ  ضغط ضغط شدّ 
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 (Method of sections) طريقة قطع الهيكل 3-3

 تستخدم. الطريقة الثانية في تحليل الهياكل الشبكية هي طريقة قطع الهيكل أو المقاطع 
 الهيكل أضلاع بعضالقوى الداخلية المتولدة في  عيينهذه الطريقة عادة عند الحاجة لت

ومن . على عقد الهيكل جميعها  متتالياً  دون الاضطرار إلى تطبيق شروط التوازن تطبيقاً 
كون في يس أي جزء مقطوع منه فإنالبديهي  عندما يكون الهيكل بكامله في حالة اتزان 

 أضلاعفي قطع بعض ومن هنا تنبع فكرة الطريقة الحالية والتي تتلخص .  أيضاً  حالة توازن
الهياكل  تحليلإن . الهيكل الجزء المقطوع مندراسة توازن القوى المؤثرة في الهيكل ثم 
  : الآتيةالخطوات  وفقيجري عادة  المقاطعطريقة بالشبكية 

 .إذا كان ذلك ضرورياً  كللمساند التي يرتكز عليها جسم الهيا أفعالردود  تحديد •
المراد تحديد  الأضلاعنختار المقطع بحيث يمر بثم  ، في الهيكل إحداث مقطع وهمي •

القوى الداخلية المؤثرة في  أنوينتج عن عملية القطع  ، القوى الداخلية المؤثرة فيها
 أضلاعيمر المقطع بثلاثة  أنكما ينبغي   .المقطوعة تصبح قوى خارجية  الأضلاع
 .مجهولة مقادير أكثر من ثلاثة نحسبإذ لا نستطيع بمعادلات التوازن أن  ،فقط

، سهولة الأكثر الهيكل اختيار جزءوهنا يستحسن .  المقطوع الهيكلدراسة توازن  •
على هذا الفرض تظهر القوى في  وبناءً ،  شدّ في حالة  المقطوعة الأضلاع أنوافتراض 

 .)5- 3( كما هو مبين في الشكل  المقطوعة الأضلاعمن المخطط خارجة 

 
 )5 -3(الشكل 

 : الآتية التوازن معادلاتعادة في تحليل الهياكل نستخدم  

     Ʃ Fx = 0  ;  Ʃ Fy = 0   ;  Ʃ Mo= 0                      (2) 
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  )21(رقم مثال 

 الجائزمن  3و  2و  1 الأضلاعالقوى الداخلية المتولدة في بطريقة قطع الهيكل  أوجد
  .المحمول والمحمل كما هو مُوضح في الشكلالشبكي 

  
  : ................................................................. الحل

  :  نرسم مخطط الجسم الحر للهيكل ثم نكتب معادلات التوازن:  ردود فعل المساند 
Ʃ Fx =  XA + RB sin 45° = 0 

Ʃ Fy =  YA + RB cos 45° – 10 – 15 - 10 = 0 
Ʃ MA= RB sin 45° (2)  - 10 (2) – 15 (4) - 10 (6)  = 0 

  : أن  هذه المعادلات ينتجمن 
  XA = - 70 kN        YA = - 35 kN      RB = 99 kN 

  : الأضلاعالقوى الداخلية في 

ثم نرسم مخطط ،  بالحساب المعنية الأضلاعنقطع الهيكل بحيث يمر مستوي القطع ب
في هذه  . الهيكل كما هو مبين في الشكل من اليساريزء للج أو للجزء الأيمنالجسم الحر 

لهذا السبب تظهر القوى في و  ، شدّ المقطوعة تقع في حالة  الأضلاعالحالة نفرض أن 
 .المقطوعة الأضلاعالمخطط خارجة من 

  :معادلات التوازن للجزء الأيمن من الهيكل
Ʃ Fx = - S1 - S2 cos 45° - S3  = 0 

Ʃ Fy =  S2 sin 45° - 10 – 15 – 10 = 0 
Ʃ MC = S3 (2)  - 15 (2) – 10 (4)  = 0 
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  : نحصل على القوى الداخلية المطلوبة الآتيةهذه المعادلات  بحل

S3  S2  S1  
35 kN 49.5 kN - 70 kN 

  ضغط  شدّ   شدّ 

 .من الهيكل اليساريالنتائج بدراسة توازن الجزء هذه يمكن الحصول على :  ملاحظة
  :كما يلي   معادلات التوازنإلى مخطط الجسم الحر لهذا الجزء يمكن كتابة  فاستناداً 

Ʃ Fx =  S1 + S2 cos 45° + S3 + 99 sin 45° - 70 = 0 
Ʃ Fy =  - S2 sin 45° - 35 + 99 cos 45°  = 0 
Ʃ MA= - S1 (2) + 99 sin 45° (2) = 0 

 .على النتائج السابقة  أيضاً  نحصلهذه المعادلات  بحل

  )22(رقم مثال 

من الجائز  3و  2و  1أوجد بطريقة قطع الهيكل القوى الداخلية المتولدة في الأضلاع 
 . الشبكي المحمول والمحمل كما هو مُوضح في الشكل
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  .................................................................:  الحل

  :  نرسم مخطط الجسم الحر للهيكل ثم نكتب معادلات التوازن:  ردود فعل المساند 
Ʃ Fx =  XA + 450 = 0 
Ʃ Fy =  YA + RB = 0 

Ʃ MA= RB (4.5)  - 150 (7.2) – 150 (4.8) - 150 (2.4)  = 0 
   : أن  ينتجهذه المعادلات من 

XA = - 450 kN   ;   YA = - 480 kN  ;  RB = 480 kN 

 
المعنية  الأضلاعنقطع الهيكل بحيث يمر مستوي القطع ب  : الأضلاعالقوى الداخلية في 

   :الآتية معادلات التوازنالمختار ونكتب بالحساب ثم نرسم مخطط الجسم الحر للجزء 
Ʃ Fx =  S2 + 150 - 450  = 0 

Ʃ Fy =  S1 + S3 + 480 - 480 = 0 
Ʃ MH=  S3 (4.5)  + 480 (4.5) – 450 (2.4) = 0 

 : الآتية المطلوبة نحصل على النتائجهذه المعادلات من 
S3= - 240 kN (C)  S2 = 300 kN (T)  S 1= 240 kN (T)     
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  غير محلولة مسائل

UNSOLVED  PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :

الشبكي المحمل الهيكل أضلاع  جميع القوى الداخلية المتولدة في فصل العقدبطريقة  أوجد
    .والمحمول كما في الشكل المرافق 

 
 :    الجواب

S2  S2  S1  RB  YA  XA  

-1108 N  500N  1200 N  1200 N(→)  500 N(↑)  1200 N(←)  

 مسألة رقم (2) :

الشبكي المحمل الهيكل أضلاع  جميع القوى الداخلية المتولدة في فصل العقدبطريقة  أوجد
    .والمحمول كما في الشكل المرافق 

 
  :    الجواب
S5  S4  S3  S2  S1  RB  YA  XA  

-5.2kN  12kN  -6kN  12kN  -8.5kN  3kN(↘)  14.6 kN(↑)  1.5kN(←)  



  
 

76 
 

 مسألة رقم (3) :

الشبكي المحمل الهيكل أضلاع  جميع القوى الداخلية المتولدة في فصل العقدبطريقة  أوجد
   .والمحمول كما في الشكل المرافق 

 
 
 
 
 
 
 
 

  :    الجواب
S5  S4  S3   S2  S1  RB  RA  

110 kN   -190.5 kN  -63.5 kN  127 kN   -63.5 kN  220 kN (↑)  110 kN(↓)  

 مسألة رقم (4) :

المحمل الشبكي الهيكل أضلاع  جميع القوى الداخلية المتولدة في فصل العقدبطريقة  أوجد
 α = 53.13°:  ملاحظة  .والمحمول كما في الشكل المرافق 

  
 :    الجواب
S7  S6  S5  S4  S3  S2  S1  RB  RA  

-20kN   12kN  -2.5kN -10.5kN  2.5kN 9kN   -15kN  16kN(↑)  12kN(↑)  
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 مسألة رقم (5) :

القوى  فصل العقدبطريقة  أوجد
الأضلاع  الداخلية المتولدة في

الشبكي الهيكل من  )1,2,3,4,5,6(
    .ااورالمحمل والمحمول كما في الشكل 

 
 
 

 
 :    الجواب

S6  S5  S4  S3  S2  S1  RB  YA  XA  
5 kN -11.9kN 6.5 kN 0  6.5kN -9.2kN 6.5kN(↑)  3.4kN(↑)  1.9kN(→)  

 

 ) :6(مسألة رقم 

القوى  فصل العقدبطريقة  أوجد
الأضلاع  الداخلية المتولدة في

الشبكي  الهيكل من )1,2,3,4,5,6(
المحمل والمحمول كما في الشكل 

    .ااور

 
 
 

 :    الجواب
S6  S5  S4  S3  S2  S1  RB  YA  XA  

14.14 kN 10 kN 20 kN 0  20 kN -28.3 kN 20kN(→)  30kN(↑)  20kN(←)  
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 مسألة رقم (7) :

الجائز من  )1,2,3(الأضلاع  في المؤثرةالقوى الداخلية  قطع الهيكلبطريقة  أوجد
 .الشبكي المحمل والمحمول كما في الشكل المرافق 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 : الجواب
S3  S2  S1  RB  YA  XA  

0.97 kN -10.39  kN 2 kN 3kN(↑)  13.33 kN(↑)  2.5kN(←)  

 مسألة رقم (8) :

من الجائز  )1,2,3(الأضلاع  في المؤثرةالقوى الداخلية  قطع الهيكلبطريقة  أوجد
   .الشبكي المحمل والمحمول كما في الشكل المرافق 

 
 : الجواب

S3  S2  S1  RB  RA  

7.75 kN   -12.5 kN  11.25 kN  35kN(↑)  35kN(↑)  
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 مسألة رقم (9) :

من الجائز  )1,2,3,4,5,6(الأضلاع  في المؤثرةالقوى الداخلية  قطع الهيكلبطريقة  أوجد
 .الشبكي المحمل والمحمول كما في الشكل المرافق 

 
 : الجواب
S6  S5  S4  S3  S2  S1  RB  YA  XA  

-150 N 0  -600 N -225 N  125 N  -600 N 225N(↑)  525N(↑)  100 N(←)  

 مسألة رقم (10) :

الجائز من  )1,2,3,4( الأضلاع في المؤثرةالقوى الداخلية  قطع الهيكلبطريقة  أوجد
   . المرافق في الشكلهو واضح والمحمول كما  الشبكي المحمل

  
  : الجواب

S4  S3  S2  S1  RB  RA  
-7.44kN  6.34kN  -7.52kN  3.33kN  3kN(↑)  3 kN(↑)  
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 مسألة رقم (11) :

من الجائز  )1,2,3,4,5(الأضلاع  في المؤثرةالقوى الداخلية  قطع الهيكلبطريقة  أوجد
  .المرافق  الشبكي المحمل والمحمول كما في الشكل 

 
  : الجواب
S5  S4  S3  S2  S1  RB  YA  XA  

-13.73  -5.28  17.46  -9.72  6.87  13.73 (↑)  6.87 (↑)  10.6 kN(←)  

 مسألة رقم (12) :

الأضلاع  في المؤثرةلقوى الداخلية ا التي تراها مناسبة طريقةالب أوجد
  .  المرافق المحمل والمحمول كما في الشكل البرجمن  )1,2,3,4,5,6,7,8,9(
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الرابعالفصل   

الفراغية توازن القوى  
EQUILIBRIUM OF FORCES IN SPACE 

 

 

 

  (Force Reduction): بسط شكل ممكن أالقوى الى  اختزال 4-1

مجموعة من القوى الفراغية المؤثرة في اختزال ) 1-4(يمكننا كما هو واضح في الشكل   
 . واحد مستوٍ جسم ما بطريقة مماثلة للطريقة التي استخدمت في حالة القوى الواقعة في 

بالنسبة لمركز تحويل   Mزدوجة المو  Rقوة الفراغية إلى القوى الاختزال جملة  ويجري عادة
  : ةالآتيباستخدام العلاقات ،  مثلاً  o الديكارتية الإحداثياتكمركز جملة  ، كيفي

            R   = (Ʃ Fx)i +(Ʃ Fy)j + (Ʃ Fz)k                     (1) 
            M = (Ʃ Mx)i +(Ʃ My)j + (Ʃ Mz)k                (2) 

  :حيث 
Ʃ Fx  موع الجبري لمساقط القوى المفروضةالإحداثيات  على محور اx   .  
Ʃ Fy  موع الجبري لمساقط القوى المفروضةالإحداثيات  على محور اy   .  
Ʃ Fz  موع الجبري لمساقط القوى المفروضةالإحداثيات  على محور اz   .  

Ʃ Mx  موع الجبري لعزوم القوى المفروضةالإحداثيات  محور حول اx   .  
Ʃ My  موع الجبري لعزوم القوى المفروضةالإحداثيات  محور حول اy   .  
Ʃ Mz  موع الجبري لعزوم القوى المفروضةالإحداثيات  محور حول اz  . 

 .(Force Reduction)اختزال القوى إلى أبسط شكل ممكن  4-1

 . (Equations of Equilibrium)معادلات التوازن  4-2

 .(Vector Solution)حل المسائل بالطريقة الشعاعية  4-3
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  )1-4( الشكل

الحالتين  إحدىلاحظ ن نافإن ،بسط شكل ممكن أ إلىتحويل مجموعة قوى فراغية  وعند 
  :تين الآتي

في هذه الحالة .   R.M = 0 ) السلمي( الجداء العدديويكون فيها : الحالة الأولى  •
 أو ، فقط Mمزدوجة  إلى وإما، فقط  R قوة إلى إماتتحول مجموعة القوى المفروضة 

 . (R=0 , M=0) مجموعة القوى تقع في حالة توازن أن
في هذه الحالة .   R.M ≠ 0) السلمي( الجداء العدديويكون فيها : الحالة الثانية  •

الجسم الذي يقع تحت  أي أن ، إلى لولب حركيتتحول مجموعة القوى المفروضة 
 . لولبيةتأثيرها تكون حركته 

وفي هذا . تحويل مجموعة قوى فراغية إلى أبسط شكل ممكن كيفية  )22(المثال رقم  يبُينّ 
لمحاور الإحداثية القائمة إلى لأحد ابالنسبة  ة ماعند حساب عزم قو الانتباه المضمار ينبغي 

  :   الملاحظات الآتية 
 .يساوي صفراً  هعزمها حول إنف الإحداثيات المختار إذا كانت القوة موازية لمحور •
يساوي  هعزمها حول فإنور الإحداثيات المختار محالقوة يقطع خط تأثير إذا كان  •

 .صفراً أيضاً 
عزمها يساوي جداء  فإنمحور الإحداثيات المختار إذا كان اتجاه القوة عمودياً على  •

 .عن ذلك المحور) أقصر مسافة( بُـعْدِهاالقوة في هذه مقدار 
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  )23(مثال رقم 

تقع  M1المزدوجة .  أربع قوى ومزدوجتين يبين الشكل متوازي مستطيلات يخضع لتأثير  
تقع في مستو يوازي المستوي  M2بينما تقع المزدوجة  oyzفي مستو يوازي المستوي 

oxy  .موعة إلى أبسط شكل ممكنوالمطلوب هو تحويل هذه ا.   

  
  : ................................................................. الحل

  :مجموعة من القوى الفراغية بالعلاقتين تتحدد محصلة 
R = (Ʃ Fx)i +(Ʃ Fy)j + (Ʃ Fz)k 

M  = (Ʃ Mx)i +(Ʃ My)j  + (Ʃ Mz)k 
بالنسبة للمحاور الإحداثية  وعزومها مساقط القوى بحساب أولاً  نقومولتسهيل الحل 

 : الآتيدول الجباستخدام 
F4  F3  F2  F1    

20(0.8)  -30  0  0  x  
  y  0  50  0  0 المساقط

-20(0.6) 0  0  40  z  
-12(5)  0  -50(3)  0  Mx 

 My (4)40 -  0  (3)30-  (3)16 العزوم
-16(5)  0  50(4)  0 Mz  
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  :يمكن أن نكتب عندئذ 
Ʃ Fx =  - 30 + 16 = -14 kN 
Ʃ Fy = 50 kN  
Ʃ Fz =   40 - 12 = 28 kN 
Ʃ Mx = -50(3) - 12 (5) + 60 = -150 kN.m 
Ʃ My = -40(4) - 30 (3) + 16 (3)  = -202 kN.m 
Ʃ Mz = 50(4)-16(5) - 80 = 40 kN.m 

R = -14i + 50j + 28k  
M  = -150i - 202j + 40k  N-m 

   :الآتينه من الضروري حساب الجداء إلا يساويان الصفر ف Mو  R أنبما  
R . M = ƩFx . ƩMx + ƩFy . ƩMy + ƩFz . ƩMz   

R . M = -14 (-150) + 50 (-202)  + 28 (40) = - 6880 
 فإن ولهذاغير متعامدين  Mو  Rالمتجهين  فإن صفراً وبما أن هذا الجداء لا يساوي 

 .مجموعة القوى المفروضة تتحول إلى لولب حركي 
  (Equations of Equilibrium) :معادلات التوازن  4-2

 لا تختلف عنمجموعة من القوى الفراغية  لتأثيرضع توازن جسم صلب يخ دراسة إن
 أنالفرق الوحيد هو . المستوية  مجموعة من القوى لتأثيرتوازن جسم صلب يخضع  دراسة

 .كبر عند دراسة أنظمة القوى ذات الأبعاد الثلاثة أعدد ااهيل وعدد المعادلات يكون 
إلى جملة مكافئة  الفراغية وبما أننا نستطيع على وجه العموم تحويل أية مجموعة من القوى

Ʃ M عزمها يساوي  Mومزدوجة  Ʃ Fتساوي  Rبسط تتألف من قوة أ o  عندئذ نحصل
  :ة الآتي الشعاعية ةصيغالالتوازن ب لتيعلى معاد

                            Ʃ F   = 0                                             (3) 
                           Ʃ M o   = 0                                           (4) 

 :ة الآتيالبسيطة  المعادلات الجبريةجملة  استخدام عادة يجريوفي حل المسائل 
Ʃ Fx   = 0            Ʃ Mx   = 0 

                          Ʃ Fy   = 0            Ʃ My   = 0                     (5) 
Ʃ Fz   = 0            Ʃ Mz   = 0 
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كيفية تحديد ردود الأفعال في الأنواع المختلفة للمساند والقيود التي ) 2-4(يبين الشكل 
 :وتشمل الآتي ، تصادفنا في المسائل الفراغية 

 
 )2-4(الشكل

، يقيد جسم بمسند اسطواني عندما:  (Journal Bearing)المسند الاسطواني  .1
رد الفعل  فإن، معين  موازية لمستو أشعتهاخارجية  قوىويخضع في الوقت نفسه لتأثير 

 المحورين المتعامدينباتجاه إلى مركبتين  حل المسائل عندل يحل و ، يكون مجهول الاتجاه 
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أشعة فيها  تكون التي سينحصر اهتمامنا على المسائلهنا و  .مع محور ذلك الجسم
 الإحداثياتمن مستويات جملة  (xz) أو (yz) لأحد المستويين موازيةالقوى الخارجية 

 .)3-4(في الشكل هو واضح  كماالقائمة  

 
 )3-4(الشكل

 ،يقيد جسم ثلاثي الأبعاد بمفصلة اسطوانية عندما:  (Hinge)المفصلة الاسطوانية  .2
رد الفعل  فإن ، من النوع المذكور سابقاً  خارجية قوىويخضع في الوقت نفسه لتأثير 

  . كما هو مبين في الشكل إلى مركبتينويحلل عندئذ يكون مجهول الاتجاه  
يقيد جسم ثلاثي الأبعاد بمفصل   عندما:  (Ball-and-Socket)المفصل الكروي  .3

  .رد الفعل يكون مجهول الاتجاه لذا يحلل إلى ثلاث مركبات فإن، كروي 
يثبت  عندما:  (Fixed support)المسند الصلب الثابت لجسم ثلاثي الأبعاد  .4

رد الفعل يكافئ ثلاث مركبات لقوة  فإن،  طرف جسم ثلاثي الأبعاد بشكل صلب
 .رد الفعل وثلاث مزدوجات
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كيفية استخدام شروط التوازن في حل المسائل المتعلقة بأنظمة ة  الآتي المحلولة الأمثلة توضح
 .القوى ذات الأبعاد الثلاثة 

  )24(رقم مثال 
في البكرة المثبتة في تؤثر و . Bو Aيرتكز على مسندين اسطوانيين  يبين الشكل عموداً 

إذا  ف .F2والثانية شاقولية  y توازي المحور F1 أفقية إحداهمامنتصف هذا العمود قوتان 
  .Bو Aردي فعل المسندين  في وضع التوازن المبين أوجدف F1=F2=40Nكانت 

 
  ........................................... : ...................... الحل

 ثم نحسب، باعتبار العمود مع البكرة جسماً حراً كما هو مبين في الشكل نبدأ الحل  
  : باستخدام الجدول الآتيبالنسبة لجملة المحاور الإحداثية وذلك مساقط القوى وعزومها 

F2 F1  ZB YB ZA YA  
0 0 0 0 0 0 X 
0 - 40 0 YB 0 YA Y 

-40 0 ZB 0 ZA 0 Z 
-40(r) 40(r) 0 0 0 0 Mx 

40(0.5) 0 0 0 -ZA(0.8) 0 My 
0 - 40(0.5) 0 0 0 YA(0.8) Mz 

  :معادلات التوازن الآتية  نكتب استناداً إلى معطيات هذا الجدولو 
Ʃ Fy = 0    ⇒   YA + YB - 40 = 0 
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Ʃ Fz = 0    ⇒   ZA + ZB – 40 = 0 
Ʃ My = 0    ⇒  - ZA (0.8) + 40(0.5) = 0 
Ʃ Mz = 0    ⇒   -YA(0.8) –40(0.5) = 0 

 : وبحل هذه المعادلات نجد
ZB YB  ZA  YA  

15 N 15 N  25 N  25 N  

  )25(رقم مثال 
ويرتكز على مسندين اسطوانيين  Dو  C تانعليه البكر  تثُـبت AB  الشكل عموداً يبينّ 
A و B.  وجد في وضع أ :المطلوب  .تؤثر على هذه الجملة  مجموعة من القوى الخارجية

  . Bو Aوكذلك ردي فعل المسندين  Tالتوازن القوة 

 
  : ................................................................. الحل

 نحسبثم ،  كما هو مبين في الشكل حراً  نبدأ الحل باعتبار العمود مع البكرتين جسماً 
  : الآتيباستخدام الجدول  بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية وذلك مساقط القوى وعزومها

400N T 300N 150N  ZB XB ZA XA  
0 0 300 150 0 XB 0 XA X 
0 0 0 0 0 0 0 0 Y 

400 T 0 0 ZB 0 ZA 0 Z 
400(1) T(1) 0 0 ZB(1.25) 0 0 0 Mx 

-400(0.15) T(0.15) -300(0.3) 150(0.3) 0 0 0 0 My 
0 0 -300(0.5) -150(0.5) 0 -XB(1.25) 0 0 Mz 
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  :واستناداً إلى معطيات هذا الجدول نكتب معادلات التوازن الآتية 
Ʃ Fx = 0    ⇒   XA + XB + 150+300 = 0 
Ʃ Fz = 0    ⇒   ZA + ZB + T + 400 = 0 
Ʃ Mx = 0    ⇒    ZB (1.25) + T(1) + 400(1)  = 0  
Ʃ My = 0    ⇒    150(0.3) - 300(0.3) +T(0.15) - 400(0.15) = 0  
Ʃ Mz = 0    ⇒  - XB(1.25) -150(0.5) – 300(0.5)= 0  

 : وبحل هذه المعادلات نجد
ZB XB  ZA  XA  T  

-880 N - 180 N  -220 N  -270 N  700 N 

إلى أن الاتجاه الفعلي  ZBو  XB و ZAو  XA :ى الإشارة السالبة لكل من القو تشير 
  .لها هو بعكس الاتجاه المفروض في مخطط الجسم الحر

  
  )26( رقممثال 

متجانسة وأفقية وزا  ABCDصفيحة  
W=10 kN  ،تت علىستة قضبان كما  ثُـب

القوى الداخلية  أوجد. هو موضح في الشكل 
المتولدة في القضبان إذا علمت أن القوة 

والأبعاد موضحة  kN 8تساوي   Fالأفقية 
 .في الشكل 

  .................................................................:  الحل
لهذا نفرض أن جميع القضبان  ABCDندرس توازن الصفيحة :  مخطط الجسم الحر 

نلاحظ من المثلث  .في حالة شد ثم نرسم مخطط الجسم الحر كما هو مبين في الشكل 
  :ما يلي  CEKالقائم 


� = 5 �  ⇒   sin � = 45 = 0.8   ;   cos � = 0.6 
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 : الآتيمساقط وعزوم القوى باستخدام الجدول  بعد حساب معادلات التوازن ثم نكتب
W F S6 S5 S4 S3 S2 S1  
0 0 S6(0.8) 0 0 0 S2(0.8) 0 X 
0 8 0 0 -S4(0.8) 0 0 0 Y 

-10 0 -S6(0.6) -S5 -S4(0.6) -S3 -S2(0.6) -S1 Z 
-10(2) 0 0 0 -S4(0.6)(4) -S3(4) -S2(0.6)(4) 0 Mx 
10(2) 0 0 0 0 0 0 S1(4) My 

0 8(4) 0 0 0 0 -S2(0.8)(4) 0 Mz 

  : معادلات التوازن 
Ʃ Fx = 0    ⇒   S2 sinα + S6 sinα = 0 
Ʃ Fy = 0    ⇒   -S4 sinα + 8 = 0 
Ʃ Fz = 0    ⇒   -S1 – S2 cosα– S3– S4 cosα– S5 – S6 cosα– 10 = 0 
Ʃ Mx = 0    ⇒   - S2 cosα (4) - S3 (4) – S4 cosα (4) - 10 (2)  = 0  
Ʃ My = 0    ⇒    S1 (4) + 10(2) = 0  
Ʃ Mz = 0    ⇒   - S2 sinα (4) + 8(4) = 0  

 : وبحل هذه المعادلات نجد
S6 S5 S4  S3  S2  S1  

-10 kN 6 Kn 10 kN  -17 kN  10 kN  - 5 kN 

 5و 4و 2: القضبان  أنو ،  ضغطفي حالة  6 و 3و 1: القضبان  أنتبين هذه النتيجة 
 . في حالة شدّ 
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  )27(رقم مثال 
يثبت هذا . F3و  F2و  F1 خارجيةثلاث قوى تأثير  يقع تحت AB يبين الشكل عموداً 
ويحافظ على توازنه بمساعدة  (Ball-and-Socket)بمفصل كروي  Aالعمود في النقطة 

رد فعل المفصل بات مركّ و ، المتولدتين في الكبلين  قوتي الشدّ  أوجد.  CEو  CDالكبلين 
 . Aالكروي 

 
  : ................................................................. الحل

كما هو مبين في الشكل   AB للعمودنرسم مخطط الجسم الحر :  مخطط الجسم الحر
 . معادلات التوازنبعد ذلك  ثم نكتب

  : معادلات التوازن 
Ʃ Fx = 0    ⇒   XA + T1 sin 30° - 2 = 0 
Ʃ Fy = 0    ⇒   YA + T2 sin 30° - 3 = 0 
Ʃ Fz = 0    ⇒   ZA - T1 cos 30° - T2 cos 30°- 5 = 0 
Ʃ Mx = 0    ⇒   -T2 sin 30° (4) + 3(4) = 0  
Ʃ My = 0    ⇒    T1 sin 30° (2) - 2(4) = 0  

 : وبحل هذه المعادلات نجد
ZA YA  XA  T2  T1  

7.12 kN 0  -2 kN  6 kN  8 kN 

إلى أن الاتجاه الفعلي لها هو بعكس الاتجاه المفروض في تشير  XAللقوة الإشارة السالبة 
 .مخطط الجسم الحر
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  )28(رقم مثال 
فصلتين الم بمساعدةفي الحائط ت ب ث ـُ.  90N ووزنهمستطيل متجانس شكله لوح 

كما هو مبين في  CDالذراع  بمساعدة أفقيويحتفظ بوضع ،  Bو Aسطوانيتين الا
المفصلتين  فعل يبات ردمركّ  وكذلك، CDفي الذراع   Fالإجهادمقدار  أوجد .الشكل

A وB . 

 
  : ................................................................. الحل

ثم  ،كما هو مبين في الشكل   للوحنرسم مخطط الجسم الحر :  مخطط الجسم الحر

  :ما يلي  CEDنلاحظ من المثلث القائم . معادلات التوازنبعد ذلك  نكتب� = 75 ��  ⇒   sin � = 0.8   ;   cos � = 0.6 

  : معادلات التوازن 
Ʃ Fx = 0    ⇒   XA + XB +F sin α  = 0 
Ʃ Fz = 0    ⇒   ZA + ZB – 90 + F cos α  = 0 
Ʃ Mx = 0    ⇒   ZB (100) + F cos α (125) - 90(50) = 0  
Ʃ My = 0    ⇒    -F cos α (60) + 90 (30) = 0  
Ʃ Mz = 0    ⇒    - XB (100) - F sin α  (125) = 0  

 : وبحل هذه المعادلات نجد

ZB XB  ZA  XA  F  
-11.25 N -75 N  56.25 N  15 N  75 N 
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  (Vector solution): الشعاعيةطريقة الحل المسائل ب  4-3

جه الذي طوله يساوي الواحد بشعاع يدعى المتّ  :(Unit vectors) أشعة الواحدة
شعاع واحدة  Axisإن لكل محور . ويتجه وفق الاتجاه الموجب للمحور الموجه ، الواحدة 

المحور المبين في  ليكن لدينا مثلاً . من تدريجات ذلك المحور  طوله يساوي تدريجة واحدة
، شعاع الواحدة الخاص ذا المحور  هو uuuu الحرف الغامق وبفرض أن، ) 4-4(الشكل 
 بالحرف للشعاعفإذا رمزنا للقيمة المطلقة  .على المحور نفسه آخر محمولاً  شعاعاً  Fوليكن 
يساوي ثلاث  وكان طوله كما هو موضح في الشكل )سهم بلا( F الفاتح العادي

    : عندئذفيكون  (F=3) تدريجات

                     �  ! = 3 #  ! = $ #  !                                         (6) 

 
  )4-4( الشكل

   :ة الآتي المهمة الشعاعية نكتب العلاقة أنعلى ذلك يمكن  بناءً و   

                               #  ! =  �    !
 $                                          (7) 

على أشعة الواحدة  ويطلق .فيما بعد ولشعاع الواحدة أهمية بالغة في المسائل كما سنرى 
بأشعة الواحدة الأساسية ويرمز لها  zو  yو xالمنطبقة على المحاور الثلاثة المتعامدة 

متّجه مقداره الواحد  iiiiأي أن  . )5-4(كما هو مبين في الشكل  kkkkو  jjjjو iiiiبالأحرف 
متّجه مقداره الواحد وينطبق على  jjjjوكذلك  ،  x وينطبق على الاتجاه الموجب للمحور 

متّجه مقداره الواحد وينطبق على الاتجاه الموجب  kkkk وأخيراً ،  y الاتجاه الموجب للمحور 
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 علاقات الجداء الشعاعي لأشعة الواحدة كما يعرض الشكل المذكور آنفاً . z للمحور 
  .الضرورية لحل المسائل الفراغية بالطريقة الشعاعية 

 
  )5-4( الشكل

  و Vxمقاديرها  مركباتثلاث  )6-4(كما هو مبين في الشكل  VVVVما  لشعاعوإذا كان 
Vyو Vz في اتجاه المحاور المتعامدة x وy  وz بإحدى  الشعاع هذا ه يمكن التعبير عنفإن

  :تين الآتيالصيغتين 
                    V = Vx + Vy+ Vz                                    (8)     

                      V = Vxi + Vyj+ V zk                                   (9)                   

  
  )6-4( الشكل

هو   Aلنقطة ما الموضع شعاع   :(Position Vector)متّجه الموضع شعاع أو 
ويرمز له .  Aإلى النقطة ، كمبدأ الإحداثيات ، قطعة مستقيمة موجهة من نقطة مرجعية 

هي إحداثيات  zو  yو xإذا كانت .  )7-4(كما هو مبين في الشكل  rAبالرمز 
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 لشعاعمنسوبة لجملة محاور إحداثية متعامدة فتكون حينئذ الصيغة الشعاعية  Aالنقطة 
  :الموضع هي 

                       rA = x i + y j+ z k                                 (10) 

 عادة سبيحو ،  Aمبدأ الإحداثيات والنقطة  هو المسافة الواصلة بين  rA الشعاع وطول
  :ة الآتيمن العلاقة 

                             r+  = ,x- + y- + z-                                (11)  
 الانتقال بشعاع B  إلى Aويتجه من  Bو  A الذي يصل بين نقطتين  الشعاعيدعى 

rAB  ويتحدد كما يلي:  
                                rAB = rB – r A                                (12) 

:الانتقال  شعاعوبدلالة إحداثيات النقطتين المذكورتين يكون   
               rAB = (x2-x1) i + (y2-y1) j  + (z2-z1) k                (13) 

  :ويحسب مقداره بالعلاقة 

     r+0  = ,(x- − x2)- + (y- − y2)- + (z- − z2)-           (14)   
 

  
  )7-4( الشكل

المبين في  Fالقوة  او متّجه شعاعليكن  :(Force Vector) القوةمتّجه شعاع أو 
فإذا فرضنا أن هذا .  oxyzنسوب لجملة محاور إحداثية متعامدة المو ) 8-4(الشكل
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في  Fz وFy  و Fxن مساقطه هي أو ، المحاور  مع zɵ و yɵ و xɵيصنع الزوايا  الشعاع
  : الآتيالمذكور باموع الشعاعي  الشعاعه يمكن التعبير عن فإن zو  yوx  اتجاه المحاور

                              F = Fxi + Fyj+ Fzk                       (15)          
  :حيث                      

                               Fx = F cos ɵx                              (16) 
                               Fy = F cos ɵy                              (17)      
                               Fz = F cos ɵz                               (18) 
                      Cos2 ɵx + cos2 ɵy + cos2 ɵz = 1              (19) 

     

   
  )8-4( الشكل

ولا بد من الإشارة إلى الحالة التي تصادفنا في حل المسائل ولاسيّما المتعلقة بالقوى 
 B(x2,y2,z2) و A(x1,y1,z1)من نقطتين  Fوهي عندما يمر حامل قوة ما ، الفراغية

 شعاعنستطيع في هذه الحالة تعيين . إحداثياما معلومة كما هو مبين في الشكل السابق 
والمار بالنقطتين المذكورتين  الحامل للقوة المحور إلىالمنسوب  uالقوة بدلالة شعاع الواحدة 

  :كما يليفاً  آن

                    3 = F 4 = F 5678
r789                                  (20)           
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  : بشكل آخر  أو    

� = $ ;(x- − x2) < +  (y- − y2) = +  (z- − z2) >
,(x- − x2)- + (y- − y2)- + (z- − z2)- ?            (21) 

 

  : وبناء على ما سبق نجد أن    
F = Fxi + Fyj+ Fzk  

  

  )29(رقم مثال 
تساوي  ABإذا علمت أن قوة الشد في السلك .  m 80ارتفاعه  برجاً  الشكل يبين 

2500 N  تحديد المركبات الديكارتية المتعامدة لقوة الشد المؤثرة في ) 1: (المطلوب  فإن
   .الزوايا التي تصنعها قوة الشد مع محاور الإحداثيات) A ) .2نقطة التثبيت 

  
  .................................................................:  الحل

  Bو Aبما أن حامل قوة الشد يمر من النقطتين :  المركبات الديكارتية المتعامدة لقوة الشد
لذا يمكن تعيين هذه القوة كحاصل ، وملاحظة أن إحداثيات هاتين النقطتين معلومة 

 uABة ضرب قيمتها العددية بشعاع الوحد

3 = F 4+0 = F @78     !
ABC  
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3 = 2500 ;(0 + 30) < +  (0 − 40) = +  (80 − 0) >
,(30)2 + (−40)2 + (80)2 ? 

3 = 795 < −  1060 = +  2120 >   
Fx = 795 N  ;   Fy = -1060 N  ;  Fz = 2120 N 

   : الزوايا التي تصنعها قوة الشد مع محاور الإحداثيات

Fx = F cos ɵx  ⇒ cos ɵx = 0.318  ⇒ ɵx = 71.5°  
Fy = F cos ɵy  ⇒ cos ɵy = - 0.424  ⇒ ɵy = 115.1°  

Fz = F cos ɵz  ⇒ cos ɵz = 0.848  ⇒ ɵz = 32.0° 

  )30(رقم مثال 
اكتب الصيغ الشعاعية الديكارتية . ثلاثة كابلات  بمساعدةصفيحة معلّقة  الشكل يبين 

: لقوى الشد التي تنشأ في الكابلات الثلاثة إذا علمت أن مقادير هذه القوى هي
F1=350 N   و F2=500 N  و F3=400 N  .   

  
  : ................................................................. الحل

 إلى B(50,-60,0)تتجه من النقطة  F1بما أن قوة الشد  : ABفي الكبل  قوة الشد
لذا يمكن ، وملاحظة أن إحداثيات هاتين النقطتين معلومة ،  A(0,0,140)النقطة 

 uBAتعيين هذه القوة كحاصل ضرب قيمتها العددية بشعاع الوحدة 

3E = F2 40+ = F2 @87     !
BAC  
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3E = 350 ;(0 − 50) < +  (0 + 60) = +  (140 − 0) >
,(−50)2 + (60)2 + (140)2 ? 

3E = −109 < +  131 = +  306 >   
 

 إلى C(-30,-30,0)تتجه من النقطة  F2بما أن قوة الشد  : ACفي الكبل  قوة الشد
لذا يمكن ، وملاحظة أن إحداثيات هاتين النقطتين معلومة ،  A(0,0,140)النقطة 

 :  uCAتعيين هذه القوة كحاصل ضرب قيمتها العددية بشعاع الوحدة 

3F = F- 4G+ = F- @H7     !
CAC  

3F = 500 ;(0 + 30) < +  (0 + 30) = +  (140 − 0) >
,(30)2 + (30)2 + (140)2 ? 

3F = 103 < +  103 = +  479 >   
 إلى D(20,60,0)تتجه من النقطة  F3بما أن قوة الشد  : ADفي الكبل  قوة الشد
لذا يمكن ، وملاحظة أن إحداثيات هاتين النقطتين معلومة ،  A(0,0,140)النقطة 

 :  uDAتعيين هذه القوة كحاصل ضرب قيمتها العددية بشعاع الوحدة 

3J = FK 4L+ = FK @M7      !
DAC  

3J = 400 ;(0 − 20) < +  (0 − 60) = +  (140 − 0) >
,(−20)2 + (−60)2 + (140)2 ? 

3J = −52 < +  156 = +  365 >   
 

ما كما هو قوة حول نقطة الإن عزم  :(Moment Vector) العزممتّجه شعاع أو 
 شعاعالأول هو  : لشعاعينيساوي الجداء الشعاعي  شعاعهو ) 8- 4(مبين في الشكل

والثاني هو القوة ، الموضع الذي يبدأ ذه النقطة وينتهي بأية نقطة على حامل القوة 
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حامله عمودي على المستوي الذي يضم MO شعاعنتيجة الجداء هي  فإنلهذا  .نفسها
  .الموضع والقوة  شعاعي

  
  )9-4( الشكل

كما هو مبين في  Oبالنسبة للنقطة   Fلقوة امن هذا التعريف يمكن تعيين عزم  وانطلاقاً 
   :ة الآتيباستخدام العلاقات ) 9-4(الشكل

  :بفرض أن        
r  = x i + y j+ z k 

F = Fx i + Fy j+ Fz k  
 :فيكون عندئذ      

MO = r  × F = O < = >x y zFx Fy  FzO 
MO = iP y zFy FzP − = P x zFx FzP + > P x yFx FyP  

 
MO = (yFz - zFy) i - (xFz - zFx) j  + (xFy - yFx) k               (22) 

  :بشكل آخر أو    
                     MO = Mx i + My j+ M z k                             (23)  

  . zو  yوx  في اتجاه المحاور MO مركبات العزم Mz وMy  و Mxحيث تمثل 
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  )31(رقم مثال 
من الذراع  Cفي النقطة  W=160 Nتؤثر قوة .  Robot آلياً  إنساناً  الشكل يبين 

.AB  بفرض أن الذراعOA  ة الآتييصنع مع المحاور الإحداثية الزواياɵx=90° و 
ɵy=60° و ɵz=30°  ، الذراع  نأو AB ة الآتييصنع مع المحاور الإحداثية الزوايا
ɵx=90° و ɵy=30° و ɵz=60° . قوة المطلوب تحديد العزم الذي تولده الW  حول

  .الإحداثيات مبدأ Oالنقطة 

 
  : ................................................................. الحل
 :كما يلي   rOAالموضع  شعاعيتعين 

rOA = x i + y j+ z k 
    rOA  = 0.6 cos ɵx i + 0.6 cos ɵy j+ 0.6 cos ɵz k 

     rOA  = 0.6 cos 90° i + 0.6 cos 60° j+ 0.6 cos 30° k 
     rOA  = 0.3 j+ 0.52 k 

 :بصورة مشاة كما يلي  rACالموضع  شعاعويتحدد 

rAC = x i + y j+ z k 
    rAC  = 0.3 cos ɵx i + 0.3 cos ɵy j+ 0.3 cos ɵz k 

     rAC  = 0.3 cos 90° i + 0.3 cos 30° j+ 0.3 cos 60° k 
     rAC  = 0.26 j+ 0.15 k 

  :نكتب  أنيمكن في الجمع وبناء على خواص المتجهات 
rOC = rOA + rAC 
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rOC = (0.3 j+ 0.52 k)+( 0.26 j+ 0.15 k ) 
rOC = 0.56 j+ 0.67 k 

 :كما يلي   oحول النقطة  Wويتحدد العزم الذي تولده القوة 

MO = rOC × W  
  :لذا نكتب  الأسفلوتتجه نحو oz توازي المحور الشاقولي  Wالقوة  أنوبما 

MO = (0.56 j+ 0.67 k) × (-160 k)  
MO = – 89.6 i  

  oxوفق الاتجاه السالب للمحور تجه شعاع العزم ي تبين هذه النتيجة أن
  )32(رقم مثال 

المطلوب . وثلاثة أسلاك كما هو مبين في الشكل  OAالذراع  بمساعدة Wالحمل ق علّ يُ 
 . ACو  ABتعيين القوى الداخلية المتولدة في الذراع المذكور والسلكين 

  
  : ................................................................. الحل

لهذا نرسم مخطط الجسم الحر .  Aندرس توازن نقطة التعليق :  مخطط الجسم الحر 
لتلك النقطة كما هو مبين في الشكل ثم نكتب الصيغ الديكارتية الشعاعية لكافة القوى 

  :المؤثرة كما يلي 
  Q = −600 >  
  3E = −F2 =  



  
 

103 
 

3F = F- R0.9 <− 2 = + 1.2 >
,0.92+22+1.22 S = F-(0.36 < −  0.8 = −  0.48 >)   

3J = FK R−0.9 <− 2 = + 1.2 >
,0.92+22+1.22 S = FK(−0.36 < −  0.8 = +  0.48 >)   

    :هو  Aإن شرط توازن نقطة التعليق  : معادلات التوازن 
Ʃ F   = F1+F2 +F3 + W = 0 

   : الآتيالشرط السابق على النحو  يمكن كتابةو 
Ʃ F = (Ʃ Fx)i +(Ʃ Fy)j + (Ʃ Fz)k = 0 

  :بالتعويض نجد 
(0.36F2 - 0.36F3)i + (-F1- 0.8F2 - 0.8F3)j + (0.48F2 + 0.48F3 - 
600)k  = 0  

  :نكتب  أن وبناء على ذلك يمكن
Ʃ Fx = 0    ⇒   0.36F2 - 0.36F3 = 0  
Ʃ Fy = 0    ⇒   -F1- 0.8F2 - 0.8F3 = 0 
Ʃ Fz = 0    ⇒   0.48F2 + 0.48F3 - 600 = 0 

  : وبحل هذه المعادلات نجد
F1 = -1000 N  ;   F2 = F3 = 625 N    

السالبة تشير إلى أن الاتجاه الفعلي لهذه القوة هو بعكس الاتجاه المفروض  F1إشارة القوة 
 .في مخطط الجسم الحر

 
���������������������������� 
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  غير محلولة
UNSOLVED  

 

المرافق  المستطيلات المبينّ في الشكلطلوب تحويل مجموعة القوى المؤثرة في رؤوس متوازي 

بوضعه الأفقي بمساعدة مجموعة البكرات والحبال 
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غير محلولة مسائل
UNSOLVED  PROBLEMS

 مسألة رقم (1) :

طلوب تحويل مجموعة القوى المؤثرة في رؤوس متوازي الم
.ممكن  شكلإلى أبسط   

 
   :الجواب 

[R = 0 ; MO =150i+103.9j-200k ] 
 مسألة رقم (2) :

بوضعه الأفقي بمساعدة مجموعة البكرات والحبال  5kNوزنه  متجانس يحتفظ صندوق
إذا علمت أن .المبينة في الشكل 

وزن الحمل المربوط بالصندوق 
 وجد عندئذأف 15kNيساوي 

  .قوى الشد في الحبال الثلاثة
  :    الجواب

T1 =  T2 = 5 kN , T3=10kN   
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 مسألة رقم (3) :

ستة قضبان كما  على ثُـبتت،  W=20 kNمتجانسة وأفقية وزا  ABCDصفيحة  
والمطلوب هو تعيين القوى الداخلية المتولدة في القضبان إذا . هو موضح في الشكل 
   .والأبعاد موضحة في الشكل المرافق kN 12تساوي   Fعلمت أن القوة الأفقية 

  
  :    الجواب
S6 S5 S4  S3  S2  S1  

-15 kN -10 kN 15 kN  -9 kN  -15 kN  8 kN 

 مسألة رقم (4) :

ستة قضبان كما ثُـبتت على ،  W=30 kNمتجانسة وأفقية وزا  ABCDصفيحة  
والمطلوب هو تعيين القوى الداخلية المتولدة في القضبان إذا . هو موضح في الشكل 
   .المرافق  والأبعاد موضحة في الشكل kN 16تساوي   Fعلمت أن القوة الأفقية 

 
  :    الجواب

S6 S5 S4  S3  S2  S1  
0 -27 kN 20 kN  0  -15 kN  0 
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 مسألة رقم (5) :

   2kNمقداره  لحمملفاف برفع  يقوم
.  ااور كما هو موضح في الشكل

قوة الشد  في وضع التوازن وجدأ
بات ردي فعل ومركّ  Tالأفقية 
 . Bو  A الاسطوانيين المسندين

  :    الجواب

  ZB YB  ZA  YA  T  
0.67 kN  0.58 kN  1.33 kN  0.42 kN  1 kN 

 
 مسألة رقم (6) :

 ثُـبت BE يبين الشكل عموداً 
ويرتكز على ، بنهايتيه بكرة وذراع 

تؤثر . DوCمسندين اسطوانيين 
قوة شاقولية  ABالذراع  في

وتؤثر في ،  N 720مقدارها 
في السلك الملفوف  نفسهالوقت 

   .Tعلى البكرة قوة شد 
وردي فعل  Tقوة الشد  أوجد ، ABفي وضع التوازن الموافق للوضع الأفقي للذراع 

  . Dو Cالمسندين 
  :    الجواب
  ZD YD  ZC  YC  T  

- 480 N - 1600 N  1200 N  400 N  1200 N 
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  مسألة رقم (7) :

يبين الشكل عموداً أفقياً يحمل البكرتين  
C  وD  ، ويرتكز على المسندين

بفرض أن معامل  .Bو  Aالاسطوانيين 
وعنصر  Dالاحتكاك بين البكرة 

في وجد أف 0.2 يساوي   E الاحتكاك
  :وضع التوازن ما يلي

اللازمة   Pالضغط قوةالقيمة الدنيا ل .1
 . 400N مقداره لمنع هبوط ثقل

  . Bو A ردي فعل المسندينبات رك مُ  .2
:الجواب   

  ZB YB  ZA  YA  P  
570 N 90 N  580 N  60 N  750 N 

 

 مسألة رقم (8) :

  اور ثمتأمأوجد في وضع التوازن  ل الشكل ا
:ما يلي  

 اللازمة لمنع هبوط ثقل  Fالأفقيةالقوة  .1
 . 800N مقداره

 الاسطوانيين  ردي فعل المسندينمُركبات  .2
A وB .  
:الجواب   

  ZB XB  ZA  XA  F  
-346 N 1600 N  -346 N  -200 N  1000 N 
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 مسألة رقم (9) :

لنقل الطاقة  برجاً يبين الشكل ااور 
 Oيثبت هذا العمود في النقطة .الكهربائية

 (Ball-and-Socket)بمفصل كروي 

ويحافظ على توازنه بمساعدة ثلاثة 
في  Tإذا علمت أن قوة الشد  .أسلاك

 فإن  N 1000تساوي  ABالسلك 
تحديد المركبات الديكارتية : المطلوب 

المتعامدة لقوة الشد المؤثرة في نقطة 
 . Bالتثبيت

  :    الجواب
FX = -147 N   ,   FY = - 442 N  ,  FZ = 885 N  

 
 مسألة رقم (10) :

 ،W=433 N فيحة متجانسة وزا ص
وتحتفظ بوضع أفقي بمساعدة الكبل 

CD   كما هو موضح المثبت في الجدار
عينّ قوة الشد في الكبل .  في الشكل

CD  ، وكذلك ردي فعل المفصلتين 

AوB  .  
  :الجواب 

T = 250 N ,   XA = 25 N ,   ZA = 173.2 N ,  XB = 100 N ,  ZB = 43.3 N 

  
������� 
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الخامسالفصل   

لاحتكاكقوى ا  
FRICTION FORCES 

 

 

 

 

  :وهي  أنواعثلاثة  في التطبيقات الهندسية للاحتكاك :تمهيد 
 .ينشأ هذا النوع عند انزلاق جسم على جسم آخر: الاحتكاك الانزلاقي  .1
السيور  أوبفعل التلامس بين الحبال ينشأ هذا النوع : الحبال والسيور  احتكاك .2

 . أخرىالبكرات من جهة والأجسام الدوارة كمن جهة 
 .تدحرج جسم على جسم آخر عندينشأ هذا النوع  :الاحتكاك التدحرجي  .3

  (Sliding Friction) :لانزلاقي االاحتكاك  5-1

وهذا يعني ، ملساء  اعتمدت الدراسة السابقة على فرضية مفادها أن سطوح التماس
ن سطوح الأجسام مهما بلغت لأ هذا الافتراض مثالي، في الواقع . الاحتكاك  عديمةأا 

كما  ول تحريك جسم على جسم آخراعندما نحف .إلى حد ما تكون خشنةدقة التصنيع 
في منطقة  تنشأسوف  حتكاكتدعى قوة الا ةن قو إف) 1- 5(هو موضح في الشكل

ثلاث قوى  لتأثيروفي هذه الحالة سوف يخضع الجسم المفروض  . التماس بين الجسمين
 إلى تحليلهالذي يمكن  Rورد فعل سطح الاستناد  Wوقوة الوزن  Pوهي القوة الخارجية 

 .(Sliding Friction)الاحتكاك الانزلاقي  5-1

 . (Belt and Rope Friction)احتكاك الحبال والسيور  5-2

 .(Rolling Friction)الاحتكاك التدحرجي  5-3
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المعاكسة لجهة الحركة  Fوقوة الاحتكاك المماسية  Nركبتين وهما رد الفعل الناظمي م
  . المحتملة

 
  )1-5(الشكل

بحيث  P محركةلقوة  آخر سمجخضع جسم ما يرتكز على  إذانه أتبين التجارب 
العلاقة بين قوة الاحتكاك والقوة المحركة ستكون كما هو مبين في  فإن يمكن زيادا تدريجياً 

ثل حالة السكون بينما يمثل يماال الأول : يتضمن المخطط مجالين  .)2- 5(الشكل
  .اال الثاني حالة الحركة

  
  )2-5(الشكل
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 Fازدادت قوة الاحتكاك  Pفي البدء كلما زادت القوة  أنهالمخطط هذا نلاحظ من 
اللحظة التي يصبح فيها الجسم المفروض  وهي ، Fmaxقيمتها العظمى  إلىتصل  أن إلى

قوة الاحتكاك  فإنبدأ الجسم بالحركة ي وحالما، بعدها . على وشك الانزلاق وبدء الحركة
تسمى قوة  .في مجال السرعات المنخفضة ثابتة تحافظ على قيمتها ثم  فجأةتنخفض 

الشكل  كما يوضح.Fk الاحتكاك بعد بدء الحركة بقوة الاحتكاك الحركي ويرمز لها 
وتتعين قوة . الحر في حالتي السكون والحركة  المفروض مخطط الجسم المذكور سابقاً 

   :عندما تكون الحركة على وشك الحدوث بالعلاقةالاحتكاك القصوى التي تنشأ 

                           ���� = � �                                    (1) 

يبين القيم  الآتي والجدول،  الساكنمعامل الاحتكاك   µل الحرف اليوناني يمث  حيث
 .سطوح الجافة الواقعة في حالة احتكاكال أنواع عامل لبعضلهذا المالتقريبية 

  الاحتكاك الساكنمعامل   الاحتكاكسطوح 

  0.60-0.90   (Rubber on concrete) ت مطاّط على إسمن
  0.15-0.60  (Metal on metal)  معدنعلى  معدن

  0.30-0.60  (Metal on leather) معدن على جلد 
  0.20-0.60  (Metal on wood)  معدن على خشب

  0.25-0.50  (Wood on wood)خشب على خشب 

  :الحركة بالعلاقة  لةافي حالتي تنشأ  Fkقوة الاحتكاك  كما تتحدد

                          �� = ���                                         (2) 

 .الساكنمن معامل الاحتكاك  أدنى بقليلوهو معامل الاحتكاك الحركي  µkحيث يمثل 
  .  μk =( 0.7- 0.8) μ  :وبصورة عامة تكون نسبته كما يلي 
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 قوانين الاحتكاك :  تتلخص قوانين الاحتكاك في النقاط الآتية :

احتكاك في مستوي التماس قوة  تنشأعند تحريك جسم على سطح جسم آخر  .1
 .جهة الحركة المحتملة  تكون جهتها بعكسو ، هما بين

 هذه القوة إلى وتصل.  Fmax تزداد قيمة قوة الاحتكاك من الصفر إلى قيمة أعظمية  .2
أي عندما  ،لى بعضهماععندما يوشك الجسمان أن ينزلقا  قيمتها الحدية العظمى

 .تكون الحركة على وشك الحدوث
الذي يؤثر  N مباشرة مع رد الفعل الناظمي الحدية العظمى تتناسب قوة الاحتكاك .3

معامل  أوبعامل  ،كما سبق القول ، ويدعى ثابت التناسب .آخربه سطح على 
  Fmax = µ N   :أن أي. الساكن الاحتكاك

 .خشونتهادرجة و تعتمد على مادة السطوح المتلامسة قوة الاحتكاك  إن .4
مساحة منطقة  بأبعادتنشأ بين جسمين لا تتعلق  أنالتي يمكن إن قوة الاحتكاك  .5

 .التماس
مستقلة عن سرعة الانزلاق في إن قوة الاحتكاك التي يمكن أن تنشأ بين جسمين  .6

 .المنخفضة نسبياً مجال السرعات 
بنسبة مقدارها  µالساكن اقل من معامل الاحتكاك  µkمعامل الاحتكاك الحركي  إن .7

التي تتولد في أثناء حدوث الحركة  Fkالاحتكاك  قوة ولهذا فإن .تقريباً  0.20-0.30
  .التي تتولد في حالة السكون Fmaxصغر بقليل من قوة الاحتكاك الحدية أتكون 

   : الاحتكاك تجريبياً تعيين معامل 
وهي موضحة في  المائل القابل للتعيير من أكثر الطرق شيوعاً المفصلي طريقة المستوي  د عَ ت ـُ

المستوي والجسم المنزلق من المواد المطلوب تعيين  ايُصنع سطح حيث) . 3-5(الشكل 
  .معامل الاحتكاك لها
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  )3-5(الشكل  

 θ زيادة الزاويةبرفع هذا المستوي و يوضع الجسم المفروض على المستوي المائل ثم نقوم 
توازنه  يفقد الجسم أنقبل المستوي  إليهايرفع  أنيمكن  maxθكبر زاوية أ وبقياس .تدريجياً 

 : الآتيةوفق العلاقة وذلك  µتعيين معامل الاحتكاك  نستطيع ، وينزلق على المستوي

                         � = tan ����                                         (3) 

  )33(رقم مثال 
خشن ويخضع لتأثير القوة  أفقييرتكز على سطح .  kg 50كتلته   الشكل صندوقاً  يبين

P . ّالمماسية قوة الاحتكاك  عينF في ) حركة أمسكون (حالة الصندوق  إلى  بالإضافة
      b) P = 410 N        a) P = 200 N: الحالتين

 
  : ................................................................. الحل
القوى  يضموالذي  الشكل المفروضمخطط الجسم الحر للصندوق كما هو مبين في  نرسم
  .  F الاحتكاكوقوة  Pالخارجية  والقوة N ورد الفعل الناظمي W الوزن :الآتية
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 P = 200 N : الأولىالحالة 

 :معادلات التوازن 
Ʃ F� = 0 ⇒   200 cos 30° − � = 0   ⇒   � = 173 �     
Ʃ F� = 0 ⇒   � − 490 − 200 sin 30° = 0   ⇒   � = 590 �    

 : بين سطحي التماسالقصوى التي يمكن أن تنشأ وتكون قوة الاحتكاك 
���� = �$� =   0.5(590) = 295 �         

  .وهذا يشير إلى أن الصندوق في حالة سكون  F < Fmax : أننلاحظ 
 P = 410 N : الثانيةالحالة 

 :معادلات التوازن 
Ʃ F� = 0 ⇒   410 cos 30° − � = 0   ⇒   � = 355 �     
Ʃ F� = 0 ⇒   � − 490 − 410 sin 30° = 0   ⇒   � = 695 �     

 : القصوى التي يمكن أن تنشأ بين سطحي التماسوتكون قوة الاحتكاك 
���� = �$� =   0.5(695) = 348 �         

 عندئذ وتتحدد حركةوهذا يشير إلى أن الصندوق في حالة   F > Fmax: نلاحظ أن 
  :بالعلاقة قوة الاحتكاك الفعلية

�� = ��� =   0.4(695) = 278 �         
  )34(رقم مثال 

 ربطيُ  كما.  N 200ذي الوزن  Bالجسم  على N 100ذو الوزن  Aالجسم كز يرت
كما هو موضح في  °30حبل يميل بزاوية مقدارها  بمساعدةبجدار شاقولي   Aالجسم 

المطبقة على الجسم السفلي لجعله على وشك  Pالقوة الأفقية  أوجد .المرافقالشكل 
أن معامل الاحتكاك الساكن لجميع السطوح المتلامسة هو بعلما . الانزلاق إلى اليمين

µ=0.35  . 
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  .................................................................:  الحل
 .B و A الجسمين  الشكل مخطط الجسم الحر لكل من يبين

 : A الأول للجسم التوازن تامعادل
Ʃ F� = 0 ⇒   0.35�( − ) cos 30° = 0      
Ʃ F� = 0 ⇒   �( − 100 + ) sin 30° = 0     

 : B الثانيللجسم  التوازن تامعادل
Ʃ F� = 0 ⇒  + −  0.35�( − 0.35�, = 0      
Ʃ F� = 0 ⇒   �, − 200 − �( = 0   

  : أنمن المعادلات السابقة ينتج 
P = 128 N     

  )35(رقم مثال 
 إلى W1=100 N ه وزن حمل يستند

به حبل يمر على  بطَ مستو مائل وقد رُ 
 آخر حملاً بكرة ويحمل في ايته الطليقة 

 قيمةفي وضع التوازن  أوجد.  W2وزنه 
W2  من الأول الضرورية لمنع الحمل

والمستوي المائل  الأول كان معامل الاحتكاك بين الحمل  إذا،  على المستوي المائل الهبوط
  .0.2يساوي 
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  : ................................................................. الحل
 للحمل التوازن تامعادل .W2 و W1 الحملينلكل من   الشكل مخطط الجسم الحر يبين

 : الأول
Ʃ F� = 0 ⇒   � − 100 cos 30° = 0   ⇒   � = 86.6 �    
Ʃ F� = 0 ⇒   ) + �/� − 100 sin 30° = 0  ⇒   ) = 32.68  �   

 
 : للحمل الثانيالتوازن  ةمعادل

Ʃ F� = 0 ⇒   ) − 0, = 0     
 0, =   32.68  � 

 
  )36(رقم مثال 
يستند إلى .  N 200ووزنه  m 4طوله سلّم 
ويرتكز بطرفه الآخر على أرض ،  شاقولي حائط

معامل  .كما هو واضح في الشكل  أفقية خشنة
وبسطح ،  0.2م بالحائط يساوي احتكاك السلّ 

وزن الشخص الذي  يبلغو  . 0.3يساوي  الأرض
في الوضع المبين للسلّم . N 600يقف على السلّم 

  . الانزلاقم من الضرورية لمنع السلّ   Pقوةالعينّ  °60والموافق لزاوية الميل 
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  : ................................................................. الحل
   :التوازنثم نكتب معادلات  كما هو موضح في الشكل  مللسلّ مخطط الجسم الحر  نرسم

  
  
  
  
  
  

Ʃ F� = − + − 0.3 �( + �, = 0  Ʃ F� = �( + 0.2 �, − 600 − 200 = 0 
Ʃ M2 = 0  
 −�,(4 sin 60°) − 0.2�,(4 cos 60°) + 200(2 cos 60°)

+ 600(3 cos 60°) = 0     
 .  P = 62 N : أنمن المعادلات الثلاث السابقة نجد 

  )37(رقم مثال 
سطح  إلى m 2.5وارتفاعه 1m عرضه يستند جسم 

لقوة ا مقدارعينّ . مستو كما هو مبين في الشكل أفقي
ارتفاع  وكذلكالتي تستطيع تحريك الجسم  P الأفقية

  .عن سطح الاستناد بحيث لا ينقلب الجسم hحاملها 
  

  : ..................................... الحل
رد  أن في هذه الحالة الخاصة نلاحظ .للجسم المفروض   الشكل مخطط الجسم الحر يبين

. وذلك لمنع الجسم من الانقلاب  A الأماميةقد تحرك نحو الحافة  Nالفعل الناظمي 
   :هي  التوازن لاتمعاد
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Ʃ F� = 0  
 � − 2 = 0   ⇒   � = 2 3�    
Ʃ F� = 0 
 + − 0.3 � = 0   
⇒  + = 0.6 3�  
Ʃ M2 = 0  
 2 × 0.5 − + × ℎ = 0  

                             ⇒   ℎ = 1.67 6 
  :(Belt and Rope Friction)احتكاك الحبال والسيور  5-2

وذلك بلف  W2وزنه  كبيراً   يوازن حملاً  أن W1يمكن لحمل صغير وزنه ، الواقع العملي  في
 .)4- 5(في الشكل في المثال الموضح الحبل عدة مرات حول عمود ثابت كما هو مبين

 طنبسّ  W2 و W1 العلاقة الرياضية التي تربط بين القوتين واستنتاجلة ألدراسة هذه المس
ويؤثر في ايته  ،يلتف حول محيط اسطوانة خشنة ثابتة نتصور حبلاً بحيث  الموضوع
تؤثر في اية الحبل  أن يجب Tقوة شد قل أعن  وسوف نبحث ، Pوزنه  حملاليسرى 
ن أو  ، الاسطوانة معلومةو الحبل بين  β تماسالزاوية  بأن علماً ،  كي لا يسقط الأخرى

   .  أيضاً بين الحبل والاسطوانة معلوم  µمعامل الاحتكاك 

  
  )4-5(الشكل  
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 من الحبل اتزان جزء صغير جداً  ندرس  P و Tلاستنتاج العلاقة التي تربط بين القوتين 
في اللحظة التي يكون فيها الحبل على وشك الانزلاق على سطح ) 5- 5انظر الشكل (

الحالة تؤثر في الجزء المدروس كما هو واضح من  في هذه . Pالاسطوانة في اتجاه الحمل 
التي  F وقوة الاحتكاك،  Nرد الفعل الناظمي: وهي  قوى أربعمخطط الجسم الحر 

 بمقدار الأيسرزيادة قوة الشد المؤثرة في الجانب  إلىتعاكس جهة انزلاق السير والتي تؤدي 
dT  ، ّوقوة الشد T  قوة الشدّ وأخيرا ،  الأيمنالتي تؤثر في الجانب (T+ dT)  التي تؤثر

  .الأيسر في الجانب

  
  )5-5(الشكل

  :بالنسبة لجملة المحاور المبينة في الشكل نكتب معادلات التوازن 

Ʃ F� = 0 ⇒    � + ) 789 :;�
2 < − () + ;)) 789 :;�

2 < = 0 
Ʃ F�  =  0   ⇒    � − ) 9=> :;�

2 < − () + ;)) 9=> :;�
2 < = 0 
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  : نكتب أنيمكن لذا  صغيرة جداً  dθالزاوية  أنوبما 

 789 :;�
2 < = 1     ;     9=> :;�

2 < = ;�
2     ;     ;) 9=> :;�

2 < = 0 

 :وبالتعويض نجد 
�� = ;)        ;     � = );�  

  :ومنه ينتج 

;) = �);�    ⇒       ;)
)  = �;�  

وهي تؤثر بعكس جهة  الأصغر تمثل الشدّ  T1 القوة مع مراعاة أن التكامل وبإجراء
  :وهي تؤثر بنفس جهة الانزلاق الأكبر تمثل الشدّ  T2 بينما القوة الانزلاق الوشيك للحبل

   @ ;)
)

AB

AC
   = @ �;�

D

E
      

 :ومنه نجد 

ln ),
)(

= �G 

  :ومن هذا ينتج أن 

           ),
)(

= HID   ⇒    ), = )( HID                                (4)  
 :المطلوبة بالعلاقة  قوة الشدّ  وبناء على ذلك تتعين

                                   ) = + HJID                                     (5)   
بوحدة  β وتقدر زاوية التماس.  وهو يمثل أساس اللوغاريتم الطبيعي  e = 2.718حيث 
مقدار القوة المطلوبة يتعلق بمعامل الاحتكاك  أن الأخيرةوكما نرى من العلاقة . الراديان

وعند انعدام الاحتكاك نحصل  . وزاوية التماس فقط ولا علاقة لها بنصف قطر الاسطوانة
 Tزاوية التماس أن نقلل مقدار  ويمكن بزيادة.  T=P  كما هو متوقع على المساواة

  .ولهذه الحقيقة أهمية كبيرة في الحياة العملية.  Pاللازم لتوازن الحمل 
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  )38(رقم مثال 
بكبل ملفوف  m =20 kgحمل كتلته  يرُبط

 هويحُافظ على توازن، ربع لفة حول بكرة ثابتة 
 لكبلذا افي النهاية الحرة له Tقوة البتطبيق 

أن معامل بفرض . ما هو موضح في الشكل ك
  :ما يلي  أوجد .  0.3حتكاك يساوي الا

الضرورية لمنع الحمل من  Tقيمة القوة  .1
 .السقوط

 .اللازمة للبدء برفع الحمل  Tقيمة القوة  .2
  : ................................................................. الحل

تتعين هذه القوة عندما يكون الحبل على وشك  : القوة الضرورية لمنع الحمل من السقوط
 : الآتيةوبالعودة إلى العلاقة . الانزلاق باتجاه الحمل 

),
)(

= HID 

  : أننلاحظ 
T1 = T  ,  T2 = mg = 20×9.8=196 N   

 : أنوبالتعويض نجد 
) = 196 HJE.K(E.LM) = 122 � 

تتعين هذه القوة عندما يكون الحبل على وشك الانزلاق : اللازمة للبدء برفع الحملالقوة 
  : السابقة مع مراعاة الآتيالعلاقة نفس وبالعودة إلى .  الأعلىباتجاه 

T1 = 196 N  ,  T2 = T    
 : ينتجوبالتعويض 

) = 196 HE.K(E.LM) = 314 � 
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 :(Rolling Friction) التدحرجيحتكاك الا 5-3

ا تساعد في نقل الحمولات إإذ ، في حياة البشر  العظيمةتعدّ العجلة من الاكتشافات 
وتدعى المقاومة التي تنشأ نتيجة لتدحرج جسم على سطح  .الكبيرة بأقل جهد ممكن

ووزا   rعجلة جسمها صلب ونصف قطرها أنفرض ن  .التدحرج باحتكاك آخرجسم 
W  ، نلاحظ هنا  .)6- 5(كما هو مبين في الشكل غير قاسٍ  أفقيموضوعة على سطح
 على امتداد منخفض صغير الأمرتلامس العجلة مع سطح الاستناد يحدث في واقع  أن

  .وهذا ما أكدته التجارب ، نتيجة لتشوه سطح الاستناد 

  
  )6-5(الشكل

 فإن، العجلة خارج المنخفض  جل جرّ أمن  P أفقيةفي مركز العجلة بقوة  الآن رناأثّ  إذا
مقارنة  المقدمةفي كبر أتكون الذي تتعرض له العجلة في منطقة التماس  ضغطالقوى  شدة

محصلة قوى ( Rرد الفعل  يؤثرونتيجة لذلك  .من المنخفض بالضغط في الجزء الخلفي
خطوط  وبما أن . A عن نقطة التماس  aالتي تبعد مسافة مقدارها Bفي النقطة ) الضغط

بانتظام يجب أن  التي تخضع لها العجلة عندما تتدحرج (P,W,R) تأثير القوى الثلاث
 بزاوية Rتميل القوة  أنيستدعي  ذلك فإن  وهي مركز العجلة تتقاطع في نقطة واحدة

اللازمة لتدحرج  Pولتعيين القوة  .بالنسبة للشاقول المار من مركز العجلة θمقدارها 
  : Bعزوم بالنسبة للنقطة ال نكتب معادلةالعجلة 
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Ʃ MN = 0 ⇒    + (O 789�) − 0 P = 0 
                      + =  P

O 789� 0                                               (6)    
  :ويكون  cos θ = 1 فإنصغيرة  θ نونظرا لأ

                    + ≈  P
O  0                                                           (7) 

ويعتمد مقداره على ، يقدر بالمليمترات هو و  بمعامل مقاومة التدحرج a المسافةتسمى 
يبلغ معامل مقاومة التدحرج ، على سبيل المثال  .تجريبياً  يتحدد أنهكما الجسم  مادة 

 .mm 0.75 - 0.50 طريق عامعلى  تتدحرج المضغوطمطاطية مملوءة بالهواء لعجلة 
  )39(رقم مثال 

وضعت على سطح  W =100 N ووزا  r =100 mm عجلة فولاذية نصف قطرها 
اللازمة  Pالقوة  أوجد.  كما هو موضح في الشكل  °5يميل بزاوية مقدارها  خشن خشبي

معامل احتكاك التدحرج يساوي  بأن علماً  ،لتدحرج العجلة بحركة منتظمة باتجاه الأعلى 
8.75mm  . 

 
  : ................................................................. الحل

  :الآتيةنرسم مخطط الجسم الحر كما هو مبين في الشكل ثم نكتب معادلة العزوم 
Ʃ MN = 0 

− + (O) + 0 cos 5° (P) + 0 sin 5° (O) = 0 
+ = 100 Rcos 5° ST.UL

(EEV + sin 5°W = 17.4 N   
 



  
 

124 
 

  غير محلولة مسائل
UNSOLVED  PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :
 الساكنحتكاك الاعاملا ومُ ، يرتكز على سطح أفقي خشن ،  kg 90كتلته  صندوق

  µk=0.4 , µ=0.5والحركي يساويان  

.  P الأفقيةالصندوق القوة  فيوتؤثر 
التي  Fقوة الاحتكاك المماسية  أوجد
هل  مبيناً ،  بين سطحي التماس أتنش

 a) P= 400 N    b) P= 500N : سيحافظ الصندوق على توازنه وذلك في الحالتين

     
    ;  b) F = 353 N  a) F = 400 N:   الجواب 
 

 مسألة رقم (2) :
التي تجعل  Pالقيمتين الدنيا والقصوى للقوة  أوجد

. الثقل المبين في الشكل ااور يحافظ على توازنه
  .  0.15بفرض أن معامل الاحتكاك يساوي

   , Pmax = 630 N Pmin = 370 N:   الجواب

 

 مسألة رقم (3) :
 القيمة الدنيا أوجدتأمل الشكل ااور ثم 

كتلته   لحملمنع سقوط الضرورية  Pقوة لل
20kg . بين  الاحتكاكبفرض أن معامل
  .  0.25 يساوي والبكرة AB الذراع

  P = 224  N:    الجواب 
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 ) :4(مسألة رقم 

ويرتكز بطرفه الآخر على أرض ،  (µ=0)إلى حائط شاقولي أملس ABسلّم يستند ال
  Cالذي يقف على السلّم في النقطة  Wويؤثر وزن الشخص . (µ=0.35)أفقية خشنة 

في . كما هو واضح في الشكل ااور
الوضع المبين للسلّم والموافق لزاوية الميل 

عينّ قوة الاحتكاك التي تنشأ بين  60°
وهل سينزلق ، السلم وسطح الأرض

  .السلم أم سيبقى في حالة سكون 
في حالة  سيبقىالسلّم ،  F = 151 N:    الجواب
   .سكون

  
  

 مسألة رقم (5) :
وسطح المستوي المائل  Wأن معامل الاحتكاك بين الثقل  كانإذا  .المرافق الشكل تأمّل 

  :في وضع التوازن ما يلي  أوجدف ، 0.2يساوي 
a(  القيمة الدنيا للحملP الانزلاق نحو الأسفلثقل من اللمنع  ةالضروري . 
b(  للحمل  القصوىالقيمةP الانزلاق نحو الأعلىثقل من اللمنع  ةالضروري . 
   Pmax =134.6 N   Pmin = 65.4 N       :   الجواب 
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  مسألة رقم (6) :
سطح  إلى m1=20 kg يستند ثقل كتلته 

مائل أملس ويحمل فوقه ثقل آخر كتلته 
m2=10 kg    بمساعدة  معاً الجسمان  ربطيُ و

حبل ملفوف على بكرة ثابتة كما هو مبين 
التي تتولد بين  Fوكذلك قوة الاحتكاك  Tاحسب قوة شد الحبل . في الشكل ااور

الاستناد سطح الاحتكاك مع  أنو   µ=0.3 بينهما حتكاكالاالجسمين بفرض أن معامل 
   , T = 73.5  N F = 24.5  N:   الجواب             .مهمل

 

 مسألة رقم (7) :
التي  تطبق على امتداد الذراع  Pما هي القوة 

الموصول بمركز العجلة بما يؤدي إلى تدحرج العجلة 
. بحركة منتظمة كما هو موضح في الشكل ااور 

نصف  أنو  780Nوزن العجلة يساوي  بأن علماً 
معامل احتكاك  أنو ،  r =25cmقطرها 

 .  a =2.5cmالتدحرج 
   P = 95.6 N:    الجواب

 

 مسألة رقم (8) :
بحبل  ربُِطَ  W =300 Nوزنه  حملاً  ااور يبين الشكل 

، حول عمود ثابت  (β=3π)ملفوف بمقدار لفة ونصف
معامل  أنبفرض .  Fويحُافظ على توازنه بمساعدة القوة 

الضرورية  Fقيمة القوة  أوجد.   0.15الاحتكاك يساوي 
    F = 73 N:    الجواب    .لمنع الحمل من السقوط



  
 

127 
 

سالسادالفصل   

لـــــقـــــ ــّراكز الثــــــــم  
CENTERS OF GRAVITY  

 

 

 

 : (Coordinates of Centre of Gravity) الجسم مركز ثقلإحداثيات  6-1

 جسم صلبأي تؤثر في الجزيئات المختلفة التي يتكون منها :  تحديد مركز الثقل تجريبياً 
 ،نحو الأسفل باتجاه مركز الأرض سياً أر قوى متجهة  منها أو قريباً  سطح الأرض علىيقع 

ويمكن اعتبار قوى  .)1- 6(كما هو مبين في الشكل  الأرضية وذلكتسمى قوى الجاذبية 
يسمى مقدار هذه المحصلة و W كما نرمز لمحصلتها بالرمز الجاذبية الأرضية قوى متوازية

النقطة التي تمر منها محصلة قوى  تدعىكما  (Weight of the Body) وزن الجسم
  .G الحرف ب هلويرمز ، الجاذبية بمركز ثقل الجسم 

  
  )1-6(الشكل 

 .(Coordinates of Centre of Gravity)الجسم  إحداثيات مركز ثقل 6-1

  (Centroids of Geometrical Shapes) مراكز الأشكال الهندسية البسيطة  6-2

 . (Centroids of Areas and Lines)مراكز مساحات السطوح والأطوال  6-3
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ت على ثب ونُ  نأخذ جسماً :  تجريبياً  تعيينهيوضح مفهوم مركز الثقل وكيفية  الآتي المثال
ثم ،  )2- 6(كما هو موضح في الشكل Cو Bو Aسطحه ثلاثة مسامير في النقاط 

 ثم نرسم خطاً  Aنعلق الجسم في النقطة  الأولىفي الخطوة :  الآتيةالخطوات الثلاث ب نقوم
نعلق الجسم في النقطة  الثانيةوفي الخطوة ،  وزناليمثل حامل قوة  شاقولياً ) مثلاً  متقطعاً (

B  ًنعلق الجسم في النقطة  الثالثةوفي الخطوة ،  وزناليمثل حامل قوة  شاقولياً  ثم نرسم خطا
C  ًالخطوط المرسومة تلتقي  أننلاحظ  .يمثل حامل قوة وزن الجسم  شاقولياً  ثم نرسم خطا

  .مركز ثقل الجسم الأمرتمثل في واقع  في نقطة واحدة

 
  )2-6(الشكل 

 الوزنمركز ثقل جسم ما هو النقطة التي تمر منها محصلة قوى  إن ، خلاصة القول
من المعروف أن الأجسام في الطبيعة كلها و . جزيئات هذا الجسم العائدة لجميعو الموزعة 
المؤثرة في الجزيئات المختلفة للجسم تمثل جملة من  الوزنن قوى إولذا ف،  البعدة يثلاث

عدين عد أو بُ إلا أن هنالك بعض الحالات التي تبرر إهمال بُ  .القوى المتوازية الفراغية
ت التي يتركب منها محدودة بمستو واحد أو بخط الجزيئاأن وافتراض  ،المدروس  جسملل

السطوح مساحات والتي تشمل  الخاصة يقتصر هذا الفصل على هذه الحالات .فقط
والقضبان  الأسلاك : الخطوط هذه يدخل في عدادحيث . طوطوالخالمستوية 
  . الهندسية المختلفة بأشكالها (Frames)والأطر
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عبارة عن صفيحة  هو الصلب الجسم افترضنا أن إذا : مركز الثقل إحداثياتتعيين 
تعيين إحداثيات مركز بسهولة يمكن  نهإف) 3-6(كما هو مبين في الشكل   مستوية ورقيقة

حول قوة العزم  إن :تقول  والتي،  قاعدة العزوم الواردة في الفصل الأول بتطبيق G هثقل
نه أفإذا نظرنا إلى الجسم على  .يساوي مجموع عزوم مركباا حول نفس المحور محور ما 

من جزيئات هذا الجسم  iجزيئة  وزن أيةوافترضنا أن   nعددها جملة كبيرة من الجزيئات 
يساوي  Wقوة الأن عزم  وبما .  W=∑Pi:يكون وزن الجسم كله عندئذ   Piساوي ي

امجموع عزوم مركبا Pi الآتيتينمعادلتي العزوم  نكتب نستطيع أن لذا،حول نفس المحور : 

 

  )3-6(الشكل 

� �� :   � × �	 = ���� + ���� + ⋯ + ���� = �( ��

�

���
��) 

� �� :   � × �	 = ���� + ���� + ⋯ + ���� = �( ��

�

���
��) 

  : هيلأي جسم صلب  ومن هنا نجد أن إحداثيات مركز الثقل العام

           �	 = ∑ ����
∑ ��

    ;    �	 = ∑ ����
∑ ��

                                (1) 
  : حالات خاصة

نلاحظ  عندئذ (g=constant) وقع الجسم في مجال الجاذبية الأرضية المتجانسإذا  •
  :إحداثيات مركز الثقل العام وتصبح  ، Pi=mig :أن
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          �	 = ∑ ����
∑ ��

    ;    �	 = ∑ ����
∑ ��

                          (2) 
وتسمى النقطة التي  .كتلة الجسم كله   إلىيشير  mi∑ والرمز، هي كتلة الجزيئة الواحدة  miحيث 

ولهذا .(center of mass)الجسم  تتعين إحداثياا اتين العلاقتين بمركز العطالة أو مركز كتلة
   .من هذا الكتاب كما سنرى في الباب الثالث  علم التحريكالمفهوم أهمية كبيرة في 

وكان من ناحية  (g=constant)إذا وقع الجسم في مجال الجاذبية الأرضية المتجانس  •
 : كما يلي تلةالك تتحددعندئذ ، (ρ=constant)متجانسا هذا الجسم أخرى 

�      بالنسية للحجوم    = � �     
�      بالنسية للسطوح    = � �     
�      بالنسية للاطوال    = � �    

،  ساحةالمإلى  A الرمزيشير و ، يشير إلى الحجم  V والرمز، هي كثافة الجسم  ρ حيث
بالنسبة نحصل فإننا معادلتي مركز الثقل وبالتعويض في . إلى الطول  Lالرمز بينما يشير 
  : الآتيةالعلاقات  على المتجانسة والأطوال للسطوح

      � = ∑ ����
∑ ��

     ;    � = ∑ ����
∑ ��

                                    (3) 

      � = ∑ ����
∑ ��

     ;    � = ∑ ����
∑ ��

                                     (4) 
سم المتجانس على شكله الهندسي للج G(x,y) ثقلالوكما نرى يتوقف موضع مركز 

المتوسط ركز المب العلاقاتذه التي تتعين إحداثياا  Gتسمى النقطة ولهذا السبب  ،فقط
  .  Centroid الهندسي

  (Centroids of Geometrical Shapes) : الهندسية البسيطة الأشكالمراكز  6-2

الآتية  مراكز ثقل الأشكال الهندسية البسيطة) 5-6(و)4-6(وضح كل من الشكلين ي
  :والتي تشمل بصورة أساسية المستطيل والمثلث والقطاع الدائري 
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 .مركز ثقل المستطيل يقع في نقطة تلاقي قطريه إن : المستطيل •
 .متوسطاته تلاقي إن مركز ثقل المثلث يقع في نقطة : لمثلثا •
ويبعد عن مركز إن مركز ثقل القطاع الدائري يقع على محور تناظره  :القطاع الدائري  •

  . للقطاع الزاوية المركزية نصف αحيث تمثل  .الشكلدائرته بالمقدار المبين في 

  
  )4-6(الشكل 
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  )5-6(الشكل 

  (Centroids of Areas and Lines) : والأطوال السطوح مساحاتمراكز  6-3

 والأطوال (Areas) للمساحات G هذه الفقرة كيفية تعيين موضع مركز الثقل تتناول
(Lines) يحتاج البحث عن ، وجه العموم  علىو . )6-6(كما هو مبين في الشكل
إلى إجراء عملية تقسيم للسطح أو الإطار إلى  سطح أو إطار مامركز الثقل ل إحداثيات

 حالة السطوحففي  .عدة أشكال هندسية بسيطة بحيث تكون مراكز ثقلها معلومة
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 Aiلمساحاا ويرُمز عدة سطوح بسيطة الشكل  إلىالسطح المفروض يقُسّم  ، المتجانسة
 .yi و xiمركز ثقلها  وإحداثيات

 
  )6-6(الشكل 

 باستعمالللسطح المفروض  G(x , y)مركز الثقل العام  إحداثياتعندئذ يمكن تعيين 
 : الآتيتينالعلاقتين 

� = ∑ ����
∑ ��

=  ���� + ���� + ⋯ + ���� 
�� + �� + ⋯ + ��

            (5) 
 

� = ∑ ����
∑ ��

=  ���� + ���� + ⋯ + ���� 
�� + �� + ⋯ + ��

            (6) 

المفروض إلى عدة  الإطارم قسّ يُ  ، مثلاً   (Frames)الأطرك  الأطوالأما في حالة 
مقدار  أن بماو . yiو  xiوإحداثيات مركز ثقلها  Li لأطوالهارمز يُ بسيطة الشكل و  عناصر

يمكن  لذا (Li)لأي عنصر من العناصر متناسب مع طول هذا العنصر wiقوة الوزن 
  :كما يلي  للإطارمركز الثقل العام موضع تعيين 

� = ∑ ����
∑ ��

=  ���� + ���� + ⋯ + ���� 
�� + �� + ⋯ + ��

                     (7) 
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� = ∑ ����
∑ ��

=  ���� + ���� + ⋯ + ���� 
�� + �� + ⋯ + ��

                (8) 
 حساب في استخدام المعادلات الرياضية السابقة كيفية  ينالآتيالمثالين يوضح كل من 

 . المستوية والأطروذلك في حالتي السطوح  موضع مركز الثقل إحداثيات

  )40(رقم مثال 

في الشكل  ةالموضح للصفيحة المتجانسة G(x , y) احسب إحداثيات مركز الثقل العام
  . وذلك بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة 

  
  .................................................................:  الحل

أربعة أجزاء ثم نحسب مساحة كل جزء وإحداثيات مركز ثقله  إلىم السطح المعطى قسّ نُ 
  :  الآتي الشكل بمساعدة

  
�� = 1

2 × 3 × 4 = 6 �� 
�� = 3 × 4 = 12 �� 
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�& = 1
2 × ' × 2� = 6.28 �� 

�) = −' × 0.75� = −1.77 �� 
كما هو مبين في   المكونة للصفيحة المستويةإحداثيات مراكز الثقل لجميع الأجزاء  نحددثم 

  : الآتيونضعها في جدول ك الشكل السابق

 
  : الآتيتينبالمعادلتين لأي سطح مستو  مركز الثقل العام يتعين

� = ∑ ����
∑ ��

      ;       � = ∑ ����
∑ ��

  
  :نعوض فنحصل على 

� = 6 × 2 + 12 × 4.5 + 6.28 × 2 − 1.77 × 2
6 + 12 + 6.28 − 1.77 = 4.37 � 

 

� = 6 × 1.33 + 12 × 2 + 6.28 × 6.85 − 1.77 × 6
6 + 12 + 6.28 − 1.77 = 1.82 � 

  )41(رقم مثال 

 C(x , y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 
الموضح في الشكل وذلك  (Frame) للإطار

 . بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة 
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  .................................................................:  الحل
  .  كل جزء وإحداثيات مركز ثقله  طولأجزاء ثم نحسب  ثلاثةإلى  المفروض الإطارنقُسّم 

  .كما هو مبين في الجدول

  

 
  : الآتيتينبالمعادلتين   (Frame)إطاريتعين مركز الثقل العام لأي 

� = ∑ ����
∑ ��

      ;       � = ∑ ����
∑ ��

  

  :نحصل على  القيم الواردة في الجدول السابق وباستخدام

� = (20' × 0) + (40 × 20) + (15 × 27.5)
20' + 40 + 15 = 10.29 -� 

 

� = (−12.73 × 20') + (40 × 20) + (15 × 40)
20' + 40 + 15 = 5.09 -� 
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  غير محلولة مسائل
UNSOLVED  PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :
  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

الموضحة في الشكل ااور  شرةهالمللمساحة 
وذلك بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية 

  . المفروضة
  :   الجواب

 x = 0 , y = 15.26 cm  
 

 مسألة رقم (2) :
  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

ااور الموضحة في الشكل شرة هالمللمساحة 
 .وذلك بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة 

  :  الجواب
  x = 54.8 cm ,  y = 36.62 cm  

 
 

 مسألة رقم (3) :
  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

الموضحة في الشكل وذلك شرة هالمللمساحة  
 . بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة 

  : الجواب
   x =  y = 53.6  cm  
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 مسألة رقم (4) :
  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

للإطار الموضح في الشكل ااور وذلك 
  . بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة

  :  الجواب
x = 16.4 cm ,  y = 70.3 cm  

 
 

 مسألة رقم (5) :
  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

للإطار الموضح في الشكل ااور وذلك 
 . بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة

  :  الجواب
x = -14 cm , y = 48.6 cm  

 
 مسألة رقم (6) :

احسب إحداثيات مركز الثقل 
للإطار   G(x,y)العام 

الموضح في الشكل ااور 
وذلك بالنسبة لجملة المحاور 

 . الإحداثية المفروضة
  : الجواب

 x = -14.13 cm , y =0  

 
����������  
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  الثاني الباب

  علم الحركة
KINEMATICS 

  

  :يتضمن هذا القسم 

 .مات المادية يْ سَ الجُ  حركة:  السابعالفصل  •
• CHAPTER 7 : Kinematics of Particles 

 .الأجسام الصلبة  حركة:  الثامنالفصل  •
• CHAPTER 8 : Kinematics of Rigid Bodies 
 
 

  
  
  
  

   



140
 

 
 

 

  
 

140 

 

 
 
 
 
 
 
 



  
 

141 
 

السابعالفصل   

المادية ماتيْ حركة الجُسَ   
KINEMATICS OF PARTICLES 

  

  

  

  

  

الفرع من الميكانيك الهندسي الذي  هو ذلك (Kinematics) اردة علم الحركة إن
 ويشكل .الناتجة عنها أوالقوى المسببة للحركة  إلىدون الرجوع  الأجساميدرس حركة 

الذي يربط بين  (Kinetics) لدراسة علم التحريك اللازم الأساس هذا الفرع استيعاب
    .مواصفات الحركة والقوى المصاحبة لها 

  : (Eq. of Rectilinear Motion)حركة المستقيمة لل التفاضلية معادلاتال 7-1

. حركته تسمى بالحركة الخطية المستقيمة فإنتحرك جسيم على امتداد مسار مستقيم  ذاإ
  .الموضع والسرعة والتسارع  : الآتيةالخصائص  الحركة في تعيينهذه وتنحصر دراسة 

مبين في  تتحرك في مسار مستقيم كما هو Pالنقطة  أنبفرض : (Position) الموضع
ثم نعتبر ، ونعتبرها مبدأ القياس  oنختار على هذا المسار نقطة ملائمة . )1- 7(الشكل

وبناء على ذلك يتعين . للإحداثيات ونحدد عليه الاتجاهين الموجب والسالب المسار محوراً 

  .المستقيمة  الخطية المعادلات التفاضلية للحركة 7-1
(Differential Equations of Rectilinear Motion )              

   . الحركة الخطية المستقيمة لعدّة جُسَيْمات 7-2
(Rectilinear Motion of Sevarl Particles)              

 . (Curvilinear Motion)  الحركة الخطية المنحنية 7-3

 .(Motion of Projectiles) حركة المقذوفات 7-6
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 عن تلك النقطة مأخوذاً  o الإحداثياتلبعد مبدأ  ةالمساوي S بالإحداثية Pموضع النقطة 
  :وفق العلاقة  tبمرور الزمن  Sتتغير المسافة  وعند الحركة. المناظرة بالإشارة

� = ����   

 
  )1-7( الشكل

 آخر إلىمن موضع  t∆خلال الفترة الزمنية  P تحركت النقطة إذا :(Velocity) السرعة
ة إن السرعة المتوسط .الشكلحة كما هو مبين في بالإزاتدعى  s∆المسافة المقطوعة  فإن

(Average Velocity) vav  للنقطةP هي الإزاحة  ∆s  ّمة على الفترة الزمنيةمقس 
∆t  .ال الزمني  وإذاحسبنا النهاية التي تسعى إليها السرعة المتوسطة عندما نجعل ا∆t 

حصلنا على السرعة اللحظية ،  بحيث يقترب من الصفر فشيئاً  شيئاً  يتناقص
(Instantaneous Velocity)كما يلي:  

                             � = 	

	�                                           �1� 

 .الموضع بالنسبة للزمن ةإحداثيتساوي مشتق لحظة من الحركة  أيةفي السرعة  فإن، وهكذا 
المستقيم الذي يتحرك على امتداد الخط كما هو موضح في الشكل ويتجه شعاع السرعة  

  .لإشارة الإزاحة وتكون السرعة موجبة أو سالبة تبعاً .فيه الجسيم
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 (Average Acceleration) الوسطي التسارعإن   :(Acceleration) التسارع

aav  للنقطةP السرعةتغير  وه  ∆v على الفترة الزمنية اً مو مقس ∆t  . وإذا حسبنا
 فشيئاً  شيئاً  يتناقص t∆عندما نجعل اال الزمني الوسطي التسارع سعى إليها يالنهاية التي 

 Instantaneous) التسارع اللحظيحصلنا على ، بحيث يقترب من الصفر 

Acceleration)كما يلي:  

                          
 = ��
��                                                 �2� 

ومن  .بالنسبة للزمنالسرعة ساوي مشتق يفي أية لحظة من الحركة التسارع  فإن، وهكذا 
على امتداد الخط المستقيم يتجه كما هو موضح في الشكل  aالتسارع شعاع الواضح أن 

بازدياد السرعة أو  ةسالبالأو  ةوجبالمالتسارع  وتتعلق إشارة .الذي يتحرك فيه الجسيم
 .نقصاا خلال الحركة

على من العلاقتين الناتجتين صل نح فإننا، تين السابقتين لمن المعاد dtحسبنا الزمن  إذا
  :كالآتي معادلة تفاضلية تربط بين الموضع والسرعة والتسارع  

                             ��� = 
��                                  �3� 
ل وتحُ . للحركة الخطية المستقيمةهي المعادلات التفاضلية العامة  3 و 2 و 1العلاقات  إن

 .بتكامل هذه المعادلات عادة مسائل الحركة المستقيمة

الجسيم بتسارع ثابت هي حركة   : الحركة المستقيمة المتغيرة بانتظام

(a=constant)  .لعلاقاتل إجراء التكامل بالإمكانيصبح  التسارع ثابتاً  وعندما يكون 
والموضع من جهة ونحصل عندئذ على صيغ رياضية تربط بين الزمن  . السابقة التفاضلية
  . أخرىوالتسارع من جهة  والسرعة

في لحظة بدء  voتساوي  v السرعةإذا افترضنا أن قيمة :  : العلاقة بين السرعة والزمن
  :ما يلي ) 2(عندئذ ينتج من تكامل العلاقة رقم ،   t = 0الموافقة للزمن الحركة 
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� ���
��

= � 
 ���
�

       
                              � = �� + 
�                                 �4�                        

في لحظة  soتساوي  s الموضع إحداثية قيمة أنافترضنا  إذا:  والزمن الموضعالعلاقة بين 
  :ما يلي ) 1(العلاقة رقم ينتج من تكامل فإنه ،   t = 0الموافقة للزمن  بدء الحركة

� ��


�

= � � ���
�

=  � ��� + 
�� ���
�

     
                       � = �� + ��� + �

�  
��                          �5�         

كون تعندما  voتساوي  vالسرعة إذا افترضنا أن قيمة :  الموضعالسرعة و  العلاقة بين
  : الآتي) 3(ينتج من تكامل العلاقة رقم  هفإن . s0 ةمساوي  sالموضع  إحداثية

� ����
��

= � 
��


�

   
                 �� = ��� + 2
�� − ���                             �6�         

 نالمسائل ذات الحركة المتغيرة بانتظام لألا تطبق إلا في  6و  5و  4إن المعادلات  
 على أساس التسارع الثابت  تكامل المعادلات التفاضلية السابقة تم.  

  )1(رقم مثال 

بمسافة  Bخلف السيارة  حركتها من السكون على طريق مستقيم Aتبدأ دراجة آلية 
 على مسارها تتحركدراجة بفرض أن ال . المرافق كما يبين الشكل  m 100مقدارها

بتباطؤ ثابت مقداره  على مسارها السيارةتتحرك  بينما  m/s2 0.6بتسارع ثابت مقداره 
0.4 m/s2   .فاحسب موضحة في الشكلالابتدائية لسيارة اسرعة  أنعلمت  إذا :   

 .كي تدرك السيارة   الدراجة الآليةالزمن الذي تحتاجه  .1
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  .لحظة التقائهما الدراجة الآلية والسيارة موضع  .2

  
 الحل : ...................................................................

  حركة الدراجة الآلية : يتعين موضع الدراجة التي تتحرك بتسارع ثابت من العلاقة :

�� = �� + ��� + �
�  
��    

�� = 0 + �0�� + �
�  �0.6���    

�� = 0.3 ��    

 حركة السيارة : يتعين موضع السيارة التي تتحرك بتباطؤ ثابت من العلاقة الآتية :

� = �� + ��� + �
�  
��    

� = 100 + �15�� − �
�  �0.4���    

� = 100 + 15� −  0.2��    
    : لكل من الدراجة والسيارة لحظة تلاقيهما  SBو SAيتساوى :  لحظة الالتقاء

�� = �   0.3 �� = 100 + 15� −  0.2��    0.5 �� − 15� − 100 = 0    
  : الذي تحتاجه الدراجة الآلية كي تدرك السيارة التالي الزمنوبحل هذه المعادلة نجد 

� = 35.6  �!" 
  :فنحصل على    SBأو SAولتعيين نقطة الالتقاء نعوض الزمن الناتج بمعادلة الموضع 
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� = �� = � = 380 $  

  : (Motion of Several Particles) جسيمات ةلعدّ المستقيمة حركة ال 7-2

يدعى هذا  .المسائل الهندسية يعتمد موضع جسم ما على موضع جسم آخر بعض  في
 مثالين) 2- 7(الشكل يبين .النوع من الحركات بالحركة المقيدة أو الحركة غير المستقلة 

 ،متحركة والأخرى ثابتة إحداهماوبكرتين  حبل بوساطة معاً ين تمتصل كتلتينركة  لح مختلفين
  . Bالكتلة بموضع  وثيقاً  يرتبط ارتباطاً  A الكتلةموضع  أنب نلاحظ حيث

  
  )2-7( الشكل

  SA هو Aللكتلة  الآني مرجعي مناسب أن الموضع خط بدايةمن  إذا فرضنا اعتباراً 

ثابتة  تبقى ɭ3 وɭ2 و ɭ1 الحبل أجزاء أن لاحظنا وإذا،   SB هو Bللكتلة  الآني الموضعو 
   :الآتيةلعلاقة اثابت  L الحبل طول أنملاحظة نكتب بعد  أنعندئذ يمكن  الحركةخلال 

& = �� + 2� + '� + '� + '( 

 :بسط نكتب أأو بصيغة 
& = �� + 2� + ")*��
*� 

  : Bو A الكتلتينالتي تربط بين سرعتي  الآتيةتنتج العلاقة  بالنسبة للزمنبالاشتقاق 
�+ + 2�, = 0     
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 .خلال الحركة او نقصاأ Sضع المو  إحداثيةلازدياد  تبعاً و سالبة أوتكون السرعة موجبة 
  : Bو Aالكتلتين التي تربط بين تسارعي  الآتيةتنتج العلاقة  أخرىبالاشتقاق مرة 


+ + 2
, = 0 
خلال  اأو نقصاS الموضع  إحداثيةوالسالبة بازدياد أشارة التسارع الموجبة إوتتعلق 

 . الحركة

  )2(رقم مثال 

 BوAيبين الشكل المرافق كتلتين 
وتتحرك  ، حبل  بوساطة معاً متصلتين 

. كل منهما حركة خطية مستقيمة
  بسرعة نحو اليسار A تتحرك الكتلة

4m/s 1وبتسارع مقدارهm/s2  كما
  .هاوتسارع Bالكتلة سرعة  أوجد .هو مبين في الشكل

 الحل : ...................................................................
من الموضع لكل  إحداثيةثم نحدد اتجاه تزايد  ،المناسبنختار خط البداية المرجعي 

 yB و xAالموضع  إحداثيتاغير تتخلال حركة الجملة  .كما هو مبين في الشكل  الكتلتين
ن طول أوبما ، (constant)جزاء الحبل التي تلتف على البكرتين ثابتة أفقط بينما تبقى 

 :فإنثابت  L الحبل
& = -� + 2. + ")*��
*� 

  : تفاضل هذه العلاقة ينتج بإجراء

�+ + 2�, = 0    ⇒  �, = − �+2 = −2 $/� �up�   
وبإجراء .الاعلى اي باتجاه   yB شارة السالب تشير الى ان اتجاه هذه السرعة بعكس تزايدإ
  : نجد  أخرىتفاضل مرة ال
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+ + 2
, = 0 ⇒  
, = − 34
� = + �

�  $/�� �down�  
  .سفللأاي باتجاه ا  yB ان اتجاه هذا التسارع يوافق اتجاه تزايد إلىالاشارة الموجبة تشير 

  )3(رقم مثال 

 .ين وثلاث بكراتحبل معاً بمساعدةمتصلتين  Bو Aكتلتين   ااوريبين الشكل 
  تساويتتحرك باتجاه الأعلى بسرعة  B الكتلة أنعلمت  إذا A الكتلةاحسب سرعة 

6m/s . 

 الحل : .........................................
 اتنختار خط البداية المرجعي ثم نحدد احداثي

اموعة  أنبما . الموضع كما هو مبين في الشكل
 : فإنطول كل منهما ثابت المفروضة تتضمن حبلين 

&� = �� + 2�9 + ")*��
*� &� = � + �� − �9�+ ")*��
*� &� = 2� − �9 + ")*��
*� 
  : تفاضل ينتجالبإجراء 

�+ + 2�: = 0     2�, − �: = 0     
  :ومنه نجد 

�+ = −2�: = −2�2�,� = −4�,    
  :وبالتعويض نحصل على 

�+ = −4�−6� = 24 m
s �down�   

  .اي باتجاه الاسفل  SA يوافق اتجاه تزايد السرعة هاتجاه هذ أن إلىشارة الموجبة تشير الإ
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  )Curvilinear Motion( المنحنيةالحركة الخطية  7-3

تحرك جسم ما على امتداد مسار منحن  إذا
 .حركته تسمى بالحركة الخطية المنحنية فإن

 هذا النوع من الحركات سائلمعند حل و 
المبينة في  الإحداثياتجمل ستخدم إحدى ن

  :الآتية) 3-7(الشكل 
 . (x,y) الديكارتية  جملة الإحداثيات •
 . (t,n)المماسية والناظمية  جملة الإحداثيات •
 . (r,θ)الإحداثيات القطبية  جملة •

     :(x,y)الإحداثيات الديكارتية المتعامدةطريقة  -أولاً 

دراسة الحركة المستوية المنحنية عند استخدام جملة إحداثية ديكارتية ثابتة بدلالة  رييج
الشكل كما يظُهر عندئذ  المنحنية الحركة  تتعين مواصفاتحيث  . jو  iشعاعي الواحدة 

  : الإحداثيات كما يليهذه باستخدام )4- 7(
في أية لحظة محددا بالإحداثيات الديكارتية  Pعندما يكون موضع الجسيم :  الموضع
(x,y) شعاع الموضع فإن r   الآتيةيتعين بالعلاقة :  

  
  )4-7( الشكل

)3-7( الشكل  
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  = = -> + .?      ;    - = ����� , . = �����                  �7� 
  : الآتيةبالعلاقة  Pتتعين السرعة اللحظية للجسيم :  السرعة

         C = �=
�� =  �D> + �E?                                      �8�  

  :حيث 
�D = -F    ;   �E = .F  

أما مقدار السرعة ، للمسار في الموضع المدروس  ويكون حامل شعاع السرعة مماساً  
  :فيحسب كما يلي 

� = G�H� + �E�        
  : الآتيةبالعلاقة  Pيتعين التسارع اللحظي للجسيم :  التسارع

            I = �C
�� =  
D> + 
E?                                    �9�  

  :حيث 

D = -K    ;   
E = .K  

  :ويحسب مقدار التسارع من العلاقة 


 = G
H� + 
E�    

  )4(رقم مثال 

المثبّت بنهاية ذراع تلسكوبي  Pالجسيم  تحركي
حركة خطية منحنية داخل مجرى معادلته تعطى 

 yو xحيث ،   y = 0.25x2:  بالعلاقة 
باستخدام احسب . بوحدة السنتيمتر 
 Pسرعة وتسارع الجسيم الإحداثيات الديكارتية 

  . x = t2-5t: أن  بفرض ، t = 6 secعند الزمن 
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 الحل : ...................................................................
  :من المعطيات  لدينا: P سرعة الجسيم 

- = �� − 5� . = 0.25-� = 0.25��� − 5��� . = 0.25�L − 2.5�( + 6.25�� 
 : كما يليالتفاضل  بعد إجراء  t = 6 secعند الزمن  vyو  vxالسرعة  ابتتتعين مركّ 

�H = �-
�� = 2� − 5 = 2�6� − 5 

�H = 7 "$/� 

�E = �.
�� = �( − 7.5�� + 12.5� 

�E = �6�( − 7.5�6�� + 12.5�6� = 21 "$/� 
:السرعة الكلية المطلوبة هي   

� = G�H� + �E� = M7� + 21�  = 22.14 "$/�  
بعد إجراء  t = 6 secعند الزمن  ayو  axالتسارع  تابتتعين مركّ : P الجسيم  تسارع

 : كما يليالتفاضل  


H = ��H�� = 2 "$/�� 


E = ��E�� = 3�� − 15� + 12.5 


E = ��E�� = 3�6�� − 15�6� + 12.5 = 30.5 "$/�� 

:التسارع الكلي المطلوب هو   


 = G
H� + 
E� = √2� + 30.5� =  30.6 "$/��   
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  :(t,n) طريقة الإحداثيات المماسية والناظمية -ثانياً 
في أثناء انتقاله على امتداد مسار  pتتحرك جملة الإحداثيات في هذه الطريقة مع الجسيم 

في اللحظة   pحيث ينطبق مبدأ جملة الإحداثيات على موضع الجسيم. الحركة المنحنية
  ).5- 7(المدروسة كما هو مبين في الشكل 

  
  )5-7( الشكل

ويحدد ، في اتجاه الحركة ويكون موجباً  pللمسار في  مماساً  tويكون محور الجملة الأول  
على  عمودياً  nويكون محور الجملة الثاني  .etالاتجاه الموجب باستخدام شعاع الواحدة 

نحو مركز الانحناء ويحدد اتجاهه الموجب باستخدام شعاع  pالمحور الأول ويتجه من 
بفرض أن : الإحداثيات كما يليهذه الحركة باستخدام  تتعين مواصفاتو  .en الواحدة 
 dtخلال فترة زمنية  ds مقدارها مسافةتحرك قد ) 5- 7( المبين في الشكل pالجسيم 

نصف قطر انحناء  هي ρفإذا اعتبرنا أن . على امتداد مسار الحركة )تفاضلية( صغيرة جدا
  :الآتيةالمسار في الموضع المدروس فإننا نحصل على العلاقة 

                               �� =  O �P                                     �10� 

، لمسار الحركة في الموضع المفروض يكون اتجاه شعاع السرعة بصورة عامة مماساً :  السرعة
  : الآتيةأما مقدار السرعة فيتعين بالعلاقة 

� = ��
�� =  O �P

�� =  O PF  
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  :يمكن كتابة السرعة بالصيغة الشعاعية وبناء على ذلك 

                        C = �QR = OPFQR                               �11�   
بالنسبة  اً مشتق etللحصول على التسارع ينبغي ملاحظة أن لشعاع الواحدة :  التسارع

كما هو مبين  من موضع إلى آخر pفي أثناء انتقال الجسيم يتغير اتجاهه  أنللزمن طالما 
ولتعيين التسارع نشتق السرعة بالنسبة للزمن بعد تطبيق القاعدة .  في الشكل المذكور آنفاً 

 : etبالكمية الشعاعية  vالرياضية لتفاضل جداء المقدار العددي 

I = �C
�� = �

�� ��QR� 

I = �FQR + �QRF  
  : يتعين بالعلاقة ،فيما بعد  كما سنرى،   etوبما أن مشتق شعاع الواحدة 

QRF = θF  QU = �
ρ  QU 

 :وبالتعويض ينتج الآتي 

I = �FQR +   ��
O  QU 

 :وبصورة عامة يمكن أن نكتب 
             I = 
�QR + 
WQU                                    �12� 

  :يث ح

               
� = �F      ;       
W =   ��
O                         �13�  

تمثل المركبة  anبينما ، التسارع المماسي  المركبة المماسية للتسارع أو اختصاراً  atتمثل 
كانت سرعة الحركة في حالة ازدياد   إذاف. التسارع الناظمي  أو اختصاراً  الناظمية للتسارع

كانت سرعة   وإذا،  tالتسارع المماسي يكون في الاتجاه الموجب للمحور  فإنمع الزمن 
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 التسارع المماسي يكون في الاتجاه السالب للمحور  فإنالحركة في حالة تناقص مع الزمن 
t  . ًنحو مركز الانحناء  أما التسارع الناظمي فيتجه دائماc .  

  : حالات خاصة

وينعدم حينئذ التسارع  ∞→ρ فإنإذا تحرك الجسيم على امتداد خط مستقيم  .1
 .فقط للتسارع المماسي  ياً الناظمي ويصبح التسارع الكلي مساو 

التسارع المماسي ينعدم  فإنإذا تحرك الجسيم على مسار منحن بسرعة خطية ثابتة  .2
 .فقط للتسارع الناظمي ياً ويصبح في هذه الحالة التسارع الكلي مساو 

في هذه الحالة . حركته تسمى بالحركة الدائرية  فإنإذا تحرك الجسيم على مسار دائري  .3
وتصبح مركبات .لدائرة المسار    rنصف القطر الثابت ρيساوي نصف قطر الانحناء 

 : كالآتيالسرعة والتسارع للحركة الدائرية  

� = X PF = X Y 


� = �F = XPK  

W =   ��

X  

في الموضع  ρناء المسار انح نصف قطر فإن y=f(x)عند تمثيل مسار الحركة بالمعادلة  .4
 : الآتيةالمدروس يعطى بالعلاقة 

                           ρ = Z�[\]^
]_`ab

ca
]a^
]_a

                               �14�  
:  حيث  

∶  المشتق الثاني      	aE
	Ha   :   المشتق الأول  ،   	E

	H 
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  : (r,θ) طريقة الإحداثيات القطبية - ثالثاً 

 بوساطة pالمدروس  حدد موضع الجسيمتي )6- 7(المبينة في الشكل  هذه الطريقةفي 
 θوتتعين الزاوية ،  oمن القطب الثابت  اعتباراً  rحيث تتعين .  θوالزاوية  rالمسافة 
  . xمن خط مرجعي ثابت كالمحور الأفقي  اعتباراً 

  
  )6-7( الشكل

في أثناء انتقاله على امتداد  pمع الجسيم  وتتحرك جملة الإحداثيات في هذه الطريقة أيضاً 
ويحدد ،   pلهذا ينطبق مبدأ جملة الإحداثيات على موضع الجسيم. مسار الحركة المنحنية

ويكون المحور  .erباستخدام شعاع الواحدة  rالاتجاه الموجب للمحور القطبي الأول 
 على المحور الأول ويحدد اتجاهه الموجب باستخدام شعاع الواحدة  عمودياً  θالقطبي الثاني 

eθ.  كما )6-7الشكل (نحنية باستخدام الإحداثيات القطبية الحركة المتتعين مواصفات و
 :يلي 

  : الآتيةيتعين شعاع موضع الجسيم المفروض بالعلاقة :  الموضع
                                   e = rQe                                  �15�       

  :تتحدد السرعة اللحظية للجسيم المفروض كما يلي :  السرعة

C = �=
�� = �

�� �rQe� = XFQ= + XQ=F  
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 كما سنرى،  الإحداثيات القطبية جملة فيالواحدة  يشعاعالزمني لكل من شتق الموبما أن 
  : هو ،فيما بعد 

          Q=F = θF  Qg     ;     QgF = −θF  Q=                     �16�  
 :وبالتعويض ينتج الآتي 

C = XFQ= + XPFQg 
                 C = �hQ= + �iQg                                              �17�  

  :وتحسب السرعة الكلية كما يلي، المركبتين الناتجتين للسرعة  يوضح الشكل المذكور آنفاً 

             �h = XF   ;   �i = XPF                                  �18� 

� = G�h� + �i�        
 :يتعين التسارع اللحظي للجسيم المفروض كما يلي :  التسارع

I = �C
�� = �

�� jXFQ= + XPFQgk 

I = �XKQ= + XFQF =� + jXFPFQg + XPKQg + XPFQF gk 

I = jXKQ= + XFPFQgk + jXFPFQg + XPKQg − XPF �Q=k 

I = jXK − XPF �kQ= + jXPK + 2XFPFkQg 

              I = 
hQ= + 
iQg                                          �19�    
  :ويحسب التسارع الكلي كما يلي، لتسارع ايوضح الشكل مركبتي 

       
h = XK − XPF �    ;     
i = XPK + 2XFPF                �20� 


 = G
h� + 
i�         
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 :لمشتق الزمني لشعاع الواحدة ا

نحنية باستخدام جملة الإحداثيات الديكارتية يُلاحظ أن اتجاه كل من دراسة الحركة الم عند
 فإنلهذا .  لآخرلا يتغير في أثناء حركة الجسيم من موضع  شعاعي الواحدة يكون ثابتاً 

   .للصفر  المشتق الزمني لكل منهما يكون مساوياً 
نحنية باستخدام جملة إحداثيات متحركة مع الجسيم المفروض كما دراسة الحركة المأما عند 

يُلاحظ أن اتجاهات أشعة الواحدة   هفإن (r,θ) و (t,n)هو الحال في طريقتي الإحداثيات
المشتق الزمني لكل منها  فإنلهذا . تتغير مع الزمن في أثناء حركة الجسيم من موضع لأخر 

   .للصفر  لا يكون مساوياً 

فتعتمد  ، مثلاً  (t,n)الإحداثياتفي جملة  أما طريقة استنتاج المشتق الزمني لشعاع الواحدة
ذلك الشعاع عند انتقال الجسيم من نقطة إلى أخرى  على دراسة التغير الذي يطرأ على

إذا رسمنا من نقطة اختيارية أشعة الواحدة فإننا ف .على امتداد قوس طولها متناه في الصغر 
 den و det الشعاعانفي هذه الحالة  .بعد تكبيره عدة مرات) 7- 7(نحصل على الشكل

وذلك بفعل   dθصغيرة جداً مقدارهابزاوية  عن الدورانينتج والذي  التغير ذلك ثلانيم
  .  )2(إلى الموضع)1(من الموضع  pانتقال الجسيم 

  
  )7-7( الشكل

أن نكتب ويساوي إلى الواحد عندئذ يمكن  يبقى ثابتاً  |e|وبما أن مقدار شعاع الواحدة 
  : ما يلي en و etبالنسبة لشعاعي الواحدة 
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�!� = |!�|�P = �P    ;         �!W = |!W|�P = �P        
لأنه يوازيه  en  بدلالة الشعاع detالشعاع  نعبر عن، وبالانتقال إلى الصيغة الشعاعية 

ثم تقسيم طرفي  ، الاتجاهولكن يخالفه في  أيضاً يوازيه  لأنهet  الشعاع بدلالة denالشعاع و 
  :    ينتج أن  dtكل معادلة على 

�QR = �P QU    ;                �QU = −�P QR   �QR�� = �P
��  QU    ;                 �QU�� = − �P

��  QR  
          QRF = θF  QU     ;        QUF = −θF  QR                   �21� 

 في eθ و erوبنفس الطريقة يمكن تعيين المشتق الزمني لكل من شعاعي الواحدة 
  : عندئذ على الآتيفنحصل .  القطبية الإحداثيات

  Q=F = θF  Qg     ;         QgF = −θF  Q=   
  )5(رقم مثال 

. في آن واحد  rويتغير طوله  oالمبين في الشكل حول النقطة  Robotالآلي  ذراعاليدور 
يدور بسرعة زاوية منتظمة  θ°45=بفرض أن هذا الذراع كان في اللحظة الموافقة للزاوية 

ما هي .  m/s 0.2 كما كان طوله يزداد بمعدل ثابت مقداره،  o.75 rad/s مقدارها 
  . r = 0.6 mتكون عندما  وتسارعه pسرعة الرأس القابض 
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 الحل : ...................................................................
من  انطلاقاً  (r,θ)تتعين مركبات السرعة والتسارع باستخدام جملة الإحداثيات القطبية 

 : الآتيةالمعطيات 

θ = 45°    ;   θF = constant = 0.75  rad
s    ;   θK = 0 

r = 0.6 m    ;   rF = constant = 0.2  m
s          ;   rK = 0 

  :   p القابض سرعة الرأس
�h = XF                  ⇒         �h = 0.2 $/� �i = XPF               ⇒         �i = 0.6�0.75� = 0.45 $/� 

� = G�h� + �i�     ⇒  � = M�0.2�� + �0.45�� = 0.49 $/�   
  :  pالقابض الرأس  تسارع


h = XK − XPF �      ⇒  
h = 0 − 0.6�0.75�� = −0.34 $/�� 
i = XPK + 2XFPF  ⇒  
i = 0 + 2�0.2��0.75� = 0.30 $/�� 


 = G
h� + 
i�    ⇒  
 = M�−0.34�� + �0.30�� = 0.45 $/��  
  . يوضح الشكل المركبات القطبية للسرعة والتسارع بناء على الحسابات السابقة

  )6(رقم مثال 

على مسار منحن نصف   m/s 100 تحلق طائرة نفاثة بسرعة ثابتة مقدارها       
 أفقياً شعاع السرعة يكون P  عندما تكون الطائرة في الموضع  . m  ρ 800 =قطره

المطلوب للوضع .   r = 650 m , Θ = 30°:   الآتيةويعطي رادار الرصد البيانات 
  : ما يليالمبين تحديد 

a(  المركبات القطبية للسرعة والتسارع. 
b(  الآتيةبيانات رادار الرصد :  

XF = ? , PF = ? , XK = ?  , PK = ? 
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 الحل : ...................................................................

 : للسرعة والتسارع المركبات القطبية
وبناء على ذلك ،  صفراً للطائرة يساوي  المماسيالتسارع  فإنأن سرعة الطائرة ثابتة  بما

 :يمكن أن نكتب 


 = 
W =    ��
O = 100�

800 = 12.5 $/�� 

من مخطط السرعة والتسارع الموضح في الشكل المبين أعلاه نحصل على المركبات القطبية 
  : الآتية

�h = � sin P = 100 sin 30° = 50 $/�  
�i = � cos P = 100 cos 30° = 86.6 $/�  

h = 
 cos P = 12.5 cos 30° = 10.83  $/�� 


i = −
 sin P = −12.5 sin 30° = −6.25  $/�� 

 :بيانات رادار الرصد 
  :إلى مركبات السرعة والتسارع في الإحداثيات القطبية نجد  استناداً 

�h = XF       ⇒         XF = 50 $/�  
�i = XPF       ⇒         PF = �iX = 86.6 

650 = 0.13 X
�/�  

h = XK − XPF �    ⇒   XK = 
h + XPF � = 10.83 + 650�0.13 �� 
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 XK = 21.82    $/�2         

i = XPK + 2XFPF    ⇒   PK = 1

X �
i − 2XFPF � 

PK = 1
650 s−6.25 − 2�50��0.13�t = −0.03 X
�/�� 

  )7(رقم مثال 

 ABالمرفق عمود على مسار دائري باتجاه عقارب الساعة بفعل دوران  A النقطةتحرك ت
 احسب  α = 30°عند الوضع الموافق .  rad/s ω 60= بسرعة زاوية ثابتة مقدارها 

    .وتسارعها Aسرعة النقطة  المماسية والناظمية الإحداثياتباستخدام 

 
 الحل : ...................................................................

  : Aسرعة النقطة 
  : تتعين من العلاقةعندئذ السرعة قيمة  فإنبما أن حركة النقطة المفروضة دائرية 

� =  YX     ⇒   � =  60�0.09� = 5.4 $/�         
  .كما هو مبين في الشكل  A للمسار الدائري في النقطة  ويكون اتجاهها مماساً 

  : Aالنقطة  تسارع
 اً تساوي صفر  المماسيةالمركبة . ناظمية  وأخرىمن مركبة مماسية   Aتسارع النقطة  يتكون

  : من العلاقةفتحسب  الثانيةالمركبة  أما، يدور بسرعة زاوية منتظمة  العمود نلأ
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W =  ��
X      ⇒   
 = 
W =  5.4�

0.09 = 324 $/��         
  .كما هو مبين في الشكل Bفي اتجاه مركز الدوران  الكلي التسارعشعاع ويكون 

  )8(رقم مثال 

مقدارها ثابتة بسرعة Jet plane(  P(تحلق طائرة نفاثة 
 200 m/s معادلته  على مسار منحنy = 0.4x2   

 x = 5 Kmعندما تكون . كما هو مبين في الشكل 
  :احسب ما يلي 

  ) ρ(المسار نصف قطر تقوس ) 1( 
   Pللطائرة  الكليالتسارع ) 2( 

  
 الحل : ...................................................................

  : نصف قطر تقوس المسار

في  ρنصف قطر انحناء المسار  فإن ،  y = 0.4x2بالمعادلة معطى مسار الحركة بما أن 
 : الآتيةبالعلاقة  يحسب x = 5 Kmالموضع 

  ρ = Z�[\]^
]_`ab

ca
]a^
]_a

=  u�[�L�avca
�.w = 87.62 km 

  : لطائرةاتسارع 


 = 
W =    ��
O = 200�

87620 = 0.46 $/��         
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  :(Projectile Motion) حركة المقذوفات 7-6  
.  (x,y)تجري عادة باستخدام جملة الإحداثيات الديكارتية  قذفإن دراسة حركة ال 

 9.8m/s2وتتصف هذه الحركة بتسارع ثابت هو تسارع الجاذبية الأرضية والذي يساوي 
بسرعة ابتدائية  oأطلق من النقطة  لبحث هذه الحركة نتصور جسماً . واتجاهه نحو الأسفل

vo مقدارها إطلاق زاوية الأفقمع خط  تصنع α  8- 7(كما هو واضح في الشكل . (
 x مستقيمتين ومستقلتين إحداهما في الاتجاه الأفقي بحركتينإن هذه الحركة يمكن استبدالها 

 .تسمى الحركة الشاقولية  y تسمى الحركة الأفقية والأخرى في الاتجاه الشاقولي

   
  )8-7( الشكل

  : فينتج xنسقط معادلات الحركة ذات التسارع الثابت على المحور الأفقي  : الحركة الأفقية 
     � = �� + 
�               ⇒   �H  = �� cos y             �22� 

   - = -� + ��� + 1
2  
��   ⇒   - = �� cos y �       �23� 

تبين هذه المعادلات أن حركة القذيفة في الاتجاه الأفقي هي حركة منتظمة 
(vx=const.).  

  :فينتج  yنسقط معادلات الحركة المستقيمة على المحور الشاقولي  :  الشاقوليةالحركة 
     � = �� + 
�       ⇒   �E  = �� sin y − z�          �24� 

    . = .� + ��� + 1
2  
��   ⇒ . = �� sin y � − 1

2  z��      �25�  
  .وتدعى هذه الحركة حركة السقوط الحر 
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ثم نعوض في ) 23(المسار نحسب الزمن من المعادلة لتعيين معادلة  :معادلة المسار 
  :فينتج ) 25(المعادلة

� = -
�� cos y        

. = �� sin y { -�0 cos y| − 1
2  z } -�

��� cos� y~      
              . = �tan y�- − } z

2�02 cos2 y~  -�                       �26�   
وللحصول  .كثيرة في حل المسائلولها استخدامات  ،  y=f(x)  وهذه هي معادلة المسار

 قيمةالنعوض ، على الزمن الذي يستغرقه الجسم المقذوف للوصول إلى سطح الأرض 
y=0   فينتج  ، (25)في المعادلة:  

 0 = �� sin y � − �
�  z��      

                          � = 2�� sin y
z                                 �27�  

  : للجسم المقذوف كما يلي Rيمكن تعيين المدى الأفقي ) 27( و (23)علاقتين ومن ال 

  - = �� cos y �  ⇒ � = �� cos y  {2�� sin y
z |         

                          � =  ��� sin 2y
z                               �28�  

 أنمع ملاحظة ) 25(و)24(المعاداتين  نستخدم Hوللحصول على أقصى ارتفاع 
vy=0   في هذه الحالة:   

     0 = �� sin y − z�  ⇒ � = �� sin y
z        

     � = �0 sin y {�� sin y
z | − 1

2  z {�� sin y
z |2
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                            � = ��� sin� y
2z                                        �29�  

عند   m/s 50بسرعة ابتدائية قدرهامسارات الحركة لكرة قذفت ) 9-7(يوضح الشكل
  .وذلك بتطبيق معادلة المسار  αقيم مختلفة لزاوية الإطلاق 

  
  )9-7( الشكل

  )9(رقم مثال 

بسرعة حد المنتجات الصناعية أتقوم آلة بقذف 
كما هو موضح في   m/s 7ابتدائية مقـدارها 

التفريغ تميل إذا علمت أن فوهة . الشكل ااور
  :المطلوب . عن سـطح الأرض  °45بزاوية قدرها

 ) ? = R(المنتج   تحديد الموضع الذي يتجمع عنده .1
 .الزمن الذي يستغرقه المنتج للوصول إلى سطح الأرض .2

 الحل : ...................................................................
 : الآتيةعلاقة الباستخدام  المنتج الموضع الذي يتجمع عنده يتحدد  : الموضع

  � = ��� sin 2y
z  =   7� sin 90°

9.8  = 5 $      
 :علاقةالباستخدام  الذي يستغرقه المنتج للوصول إلى سطح الأرض يتعين الزمن:  الزمن

  � = 2�� sin y
z  = 2�7� sin 45°

9.8 = 1 �!"        
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  غير محلولة مسائل
UNSOLVED  PROBLEMS 

 

  ) :1(مسألة رقم 

تبدأ اموعة الموضحة في الشكل حركتها من 
 سرعة حركة ةالمبيناللحظة في  كانت  إذا. السكون 

 وتسارعها (↓)m/s 6 تساوي Aالاسطوانة 
1.5m/s2(↓)  فأوجد عندئذ الآتي:  

a(  الاسطوانة حركة سرعةB . 

b( الاسطوانة  حركة تسارعB . 

c( كل من الاسطوانتين بعد   المسافة التي تقطعها
  .مرور ثلاث ثوان على بدء الحركة 

 :الجواب 
VB=2 m/s( ↑)  ;   aB=0.5 m/s2 ( ↑)   ;   SA=6.75 m  ;   SB=2.25 m 

 
  ) :2(مسألة رقم 

من حالة  A الثقلبرفع يقوم محرك كهربائي 
 ذلكو ،  (v=constant)بانتظام  السكون

إذا علمت أن . في الشكل ةبينالمموعة ابمساعدة  
  : فأوجد ،  8m/sتساوي  Bسرعة النقطة 

a(  سرعة الحملA . 

b(  الزمن الذي يحتاجه الحملA   كي يتحرك
  . m 10للأعلى مسافة مقدارها 

  :الجواب 
VA = 4 m/s( ↑)  ,  t = 2.5 sec     
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 ) :3(مسألة رقم 

 يكون t=0عند الزمن .  مستقيم دراّجتان هوائيتان بسرعتين مختلفتين على طريق تسير
 Aالدراّجة حركة  كانت  إذا.الموضحة في الشكل المعطيات اجتينالدرّ  هاتين من لكلّ 

  m/s2 0.5بمعدل  Bالدراّجة حركة  تتباطأ بينما،  m/s2 1.5 ثابت قدره بمعدل  تتسارع
موضع  - B.  2الدراّجة كي تدرك   Aاجة الزمن الذي تحتاجه الدرّ  - 1 :فأوجد عندئذ

  .لحظة التقائهما  الدراّجتين
           t  =  20 sec     s  =  400 m  :الجواب 

 
 

 ) :4(مسألة رقم 

 كما هو موضح في ρ = 300 mسيارة تتحرك على مسار منحن نصف قطره 
في فترة زمنية  27m/sإلى  15m/sخلال الحركة ارتفعت سرعة السيارة من .الشكل

وجد في اللحظة أ.  3secمقدارها 
تسارع حركة  20m/sالموافقة للسرعة 

  . السيارة 

  a  =  4.22 m/s2  :الجواب 
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XF =  0.2 $/�     , 

 PF � ")*��
*�

C � 0.2Q= �

. دائريمسار  حول الأرض في الشكل الموضح في
 وكان تسارعه مساوياً ،  5000m/sخلال الحركة كانت سرعة القمر ثابتة وتساوي 
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  ) :5(مسألة رقم 

 Robotic armالآلي  ذراعاليدور 

ويتغير  oالمبين في الشكل حول النقطة 
ما هي سرعة . في آن واحد rطوله 

عند الشروط وتسارعه  pالرأس القابض 
  : الآتية

  
   XK �  �0.3 $/��     

")*��
*� �  0.18 X
�/� 
 :الجواب 

0.14Qg    ;     I � �0.32Q= � 0.07Qg         
 

  ) :6(مسألة رقم 

الموضح في Satelliteالقمر الصناعي تحرك ي
خلال الحركة كانت سرعة القمر ثابتة وتساوي 

2.5m/s2  .المسافة  أوجدh 
، التي تمثل بعد القمر عن الأرض 

بفرض أن نصف قطر الأرض 
  .   km 6370يساوي 

  h  =  3630 km  :الجواب   
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الثامنالفصل   

الأجسام الصلبةحركة   
KINEMATICS OF RIGID BODIES 

 

 

 

 

  

الواقعة في مستو للأجسام الصلبة  الحركةخصائص يبحث هذا الفصل في   :تمهيد 
وعلى وجه . ثم يتناول بعجالة حركة الأجسام في ثلاثة أبعاد ، بشكل رئيسي واحد 

 )1-8(كما هو موضح في الشكل سم الصلبللج المستوية ركةالح العموم تصنف أشكال
  :  الآتية الأنواع إلى

التي و حركة الجسم الصلب وهي :  (Translation) أو الانتقالية الحركة الانسحابية .1
في و . لنفسه موازياً  الجسمهذا مأخوذ في  )مثلاً  AB( مستقيمخط أي  خلالهايبقى 

مسارات خطية  أوجميع النقاط في الجسم مسارات خطية مستقيمة  ترسمهذه الحالة 
 .منحنية 

وهي حركة الجسم الصلب :  (Rotation about fixed axis)الحركة الدورانية  .2
حول محور  الجسمهذا مأخوذ في ) مثلاً  AB( مستقيمخط أي التي يدور خلالها و 

 .  دائرياً  كل نقطة من نقاط الجسم مساراً عندئذ  وترسم  .بزاوية ماثابت 

 .(Translation)الحركة الانسحابية  8-1

 .(Rotation about fixed axis)الحركة الدورانية  8-2

 .(General Plane Motion)ة الحركة المستوية العامّ  8-3

8-4  مات يْ سَ بة للجُ الحركة المرك(Compound Motion of Particles). 

 .(Three-Dimensional Motion)الحركة الفراغية  8-5
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 )1-8(الشكل 

وهي حركة الجسم الصلب :  (General plane motion)الحركة المستوية العامة  .3
مأخوذ في هذا الجسم حركة  )مثلا AB( التي يتحرك خلالها أي خط مستقيمو 

بعض الأمثلة على الأنواع ) 2- 8(يظهر الشكل. انسحابية ودورانية في آن واحد 
  .المختلفة لحركات الأجسام الصلبة

 
 )2-8(الشكل 
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  : (Translation) الانسحابيةالحركة  8-1

ومنها على سبيل  ، نسحابيةلاركة االحعلى  التطبيقات نصادف في حياتنا الكثير من
في  ولتعيين خصائص حركة الجسم الصلب . )3-8(الشكل المبينة في النماذج المثال

لجميع نقاط الجسم في كل لحظة  لأن نقطة منه أيوصف حركة نقوم بالحركة الانسحابية  
  . واتجاهاً  قيمةزمنية سرعات وتسارعات متساوية 

 
 )3-8(الشكل 

بالنسبة لجملة الإحداثيات الديكارتية  يتحرك حركة انسحابية وللإثبات نفرض جسماً 
oxy .الجسم نقطتين اختياريتين هذا في نأخذ A وB  حيث يتحدد موضعهما في

 ).4-8(كما هو مبين في الشكل  rBو rAبشعاعي الموضع  tاللحظة الزمنية 

 
 )4-8(الشكل 

  :يكون الواصل بين هاتين النقطتين وعندئذ  rB/A نرسم الشعاع
                   �� = �� + ��/�                                        (1) 



 

172 
 

طرفي العلاقة  نشتق، B  و A النقطتين ة وتسارع كل منسرعالعلاقة بين ولتعيين 
 مقداراً  ثابتاً  يبقى rB/Aالشعاع  أن ملاحظةمع ،  مرتين متتاليتين السابقة بالنسبة للزمن

  :فنحصل على ،  خلال فترة الحركة واتجاهاً 

            �� = ��      ;         
� = 
�                          (2)  
كل نقاط الجسم   سرعات أنلذا نستنتج ،  اختياريتان Bو Aالنقطتين  أن وبما 

   . بالنسبة للتسارع  الأمروكذلك ، في أية لحظة زمنية  اتجاهاً و  مقداراً  متساوية

 : (Rotation about fixed axis) الدورانيةالحركة  8-2

من الإشارة في البداية إلى ضرورة عدم الخلط بين مفهوم الحركة الدائرية  لا بدّ 
للجسيمات ومفهوم الحركة الدورانية للجسم 

 ω (Omega) السرعة الزاويةّ إن. الصلب 

 انالصفتهما  α (Alpha) والتسارع الزاوي
للحركة الدورانية للجسم  انالأساسيت
 جسماً ) 5- 8(يوضح الشكل .الصلب
في هذه .  zيدور حول المحور الثابت  صلباً 

 pالحالة ترسم جميع نقاط الجسم كالنقطة 
 أنكما ،  مسارات دائرية حول المحور،  مثلاً 

فس التسارع ندور بنفس السرعة الزاوية وبت، مثلاً  opكالخط ، جميع خطوط الجسم
علاقات الحركة الزاوية لأي  بتحديدلجسم ما الزاوية  تتعين علاقات الحركةلهذا و  .الزاوي

  :يلي  كمامن خط مرجعي ثابت   اعتباراً  خط من الجسم
 اعتباراً  المأخوذة θالدوران  بزاوية opللخط  يتعين الموضع الزاوي : الموضع الزاوي .1

  : فإنهذه الزاوية تتغير مع الزمن  أنوبما .  من خط مرجعي ثابت

)5-8(الشكل   
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                              � = �(�)                                            (3)  
 (rev) وفي بعض الحالات تعطى بعدد اللفات،   (rad)وتقدر عادة بوحدة الراديان 

  :حيث 
 ��� ���������� = 2� ��� = 360°   

  : لإحداثية الموضع الزاويالمشتق الزمني الأول  هي السرعة الزاوية:  الزاويةّالسرعة  .2

                    ! = ��
��                                                (4) 

ونعتبرها موجبة إذا تم دوران الجسم ،   (rad/s)وتقدر عادة بوحدة الراديان على الثانية 
  .في عكس اتجاه عقارب الساعة

 :أي أن . سرعة الزاويةللالمشتق الزمني الأول  هوالزاوي  التسارع:  الزاوي التسارع .3

                         # = �!
��                                           (5) 

 ونعتبر التسارع الزاوي موجباً .  (rad/s2)ويقدر عادة بوحدة الراديان على الثانية المربعة 
تكون الحركة الدورانية ،  أخرىومن ناحية . عندما يكون في الاتجاه الموجب للسرعة الزاوية 

وتكون الحركة الدورانية متباطئة ، كان للسرعة الزاوية والتسارع نفس الاتجاه   إذامتسارعة 
 الزاوية بحذف الزمن من علاقتي السرعة .كان للسرعة الزاوية والتسارع اتجاهين مختلفين  إذا

  : الآتيةالمذكورتين نحصل على العلاقة الزاوي  والتسارع
                    !�! = #��                                          (6)  

نحصل من  فإننا (α =constant)بانتظام عندما يتحرك الجسم حركة دورانية متغيرة 
  :تكامل المعادلات السابقة على 

                          ! = !% + α�                                    (7)                       
                 � = �% + !%� + '

(  #�(                           (8)    
             !( = !%( + 2#(� − �%)                           (9) 
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إحداثية الموضع والسرعة الزاوية على الترتيب في لحظة بدء قيم  0ωو  θ0تمثل هنا 
للطريقة التي استخدمت في تكامل  إن طريقة تكامل العلاقات السابقة مماثل تماماً  .الحركة 

  .معادلات الحركة الخطية بتسارع ثابت والمذكورة في الفصل السابع 

 : )of a point tionMo( الدائر نقطة من نقاط الجسمحركة 

سرعة وتسارع نقطة من  البحث في تحديديمكن بسهولة ، ةتعيين علاقات الحركة الزاويّ بعد 
  . سم يدور حول محور ثابتج
تبعد  pالنقطة  أنوبفرض ، ) 5-8(الشكل إلىالعودة ب : الخطية تعيين السرعة .1

خلال  dθزاوية  إزاحةحدث للجسم  فإذا،  zعن محور الدوران  rمسافة مقدارها 
تلك النقطة سوف تتحرك على امتداد مسارها الدائري  فإن،  dt زمن صغير جداً 
  : الآتيةتحسب بالصيغة  مسافة مقدارها

                                �- = ���                                 (10)  
  :الخطية بالعلاقة  اللحظية وعندئذ يمكن حساب السرعة

         � = �-
�� = � ��

��    ⇒        � = �!                (11) 
حاصل ضرب السرعة الزاوية للجسم  تساوي عددياً  ما السرعة الخطية لنقطة فإنوهكذا 
للدائرة التي  مماساً ويكون شعاع السرعة الخطية .عد تلك النقطة عن محور الدوران بمقدار بُ 

ه فإن ،قيمة واحدة لكافة نقاط الجسم في كل لحظة لها ω أنوبما  .ترسمها النقطة المفروضة
  .عدها عن محور الدوران مع بُ  السرعات الخطية لنقاط الجسم الدائر تتناسب طرداً  أن ينتج
من تحديد مركبتيه  انطلاقاً   pنقطة الكلي للتسارع ال يتحدد:  التسارع الخطيتعيين  .2

 :العلاقتين وذلك باستخدام  anوالناظمية  atالمماسية 

�/ = ��
��     ;      �0 = �(

�    
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  :السابقة نحصل على من معادلة السرعة vوبالتعويض في هاتين العلاقتين بقيمة 
              �/ =  �α   ;      �0 =  �!(                             (12) 

على  an  الناظمي بينما يتجه التسارع، للمسار مماساً  at  المماسي ويكون شعاع التسارع
 .امتداد نصف القطر نحو محور الدوران 

  : الدورانيةالعلاقة بين الحركة الانسحابية والحركة 

والتي ) 6-8(كثيرة كالموضحة في الشكل  في حالات
لا بدّ من معرفة ، الموصولة الأجسامتتضمن مجموعة من 

العلاقة التي تربط عناصر الحركة الخطية 
 . ( θ,ω,α)وعناصر الحركة الدورانية  (s,v,a)المستقيمة

 لدينا بكرة تدور حول محور ثابت أنهلهذا الغرض نفرض 
ويلتف حولها حبل محمل في ايته الحرة بثقل كما هو 

نه عندما تدور أمن الملاحظ  .مبين في الشكل المذكور
 فإن عقارب الساعة مثلاً  في عكس اتجاه θالبكرة بزاوية 
يتحدد  sليلامس البكرة بطول مقداره  للأعلىالحبل يرتفع 

  :الآتيةبالعلاقة 
                               - = ��                                            (13)  

بدلالة السرعة  هوتسارعالثقل نحصل على سرعة باشتقاق هذه العلاقة بالنسبة للزمن 
  : الزاويةّ والتسارع الزاوي للبكرة وذلك كما يلي

                        � = �-
�� = � ��

�� =  �!                           (14) 
                         � = 12

1/ = � 13
1/ =  �#                            (15)   

الحركة عناصر الحركة الدورانية للبكرة و  عناصر بين واضحةعلاقة ال أصبحتوهكذا 
  .الانسحابية المستقيمة للثقل

 )6-8(الشكل 
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  )10(رقم مثال 

سرعة زاوية  Aأعطيت البكرة القائدة 
 زاوياً  وتسارعاً   rad/s 340مقدارها 
وكلاهما في  120rad/s2 مقداره

كما   عكس اتجاه دوران عقارب الساعة
السرعة  أوجد .هو مبين في الشكل

الحزام الذي ينقل الحركة لا ينزلق عند  أنوذلك بفرض ،  Bالزاوية والتسارع الزاوي للبكرة 
    .مروره فوق البكرتين

  الحل : ..................

 زاوية A الكبرى عندما تدور البكرة
كما هو موضح في  θA مقدارها
سوف  B الصغرى البكرة فإنالشكل 

طولها يتعين بالعلاقة  Sوسيتحرك عندئذ الحزام مسافة   θBمقدارها  اكبر تدور بزاوية
  :الآتية

- = ���� = ����   
جميع نقاط الحزام تتحرك بنفس  أننستنتج بالنسبة للزمن مرتين  باشتقاق هذه العلاقة 

  :وذلك كما يلي  ،at  وبنفس التسارع المماسي vالسرعة 

� = ��!� = ��!�  
�/ = ��#� = ��#�   

النحو  علىB على السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للبكرة  نحصلومن هاتين العلاقتين 
 : الآتي
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!� = ��
��

!� = 18
12 (340) = 510 ���/- 

#� = ��
��

#� = 18
12 (120) = 180 ���/-( 

  )11(رقم مثال 

في اتجاه عقارب الساعة من  A المسنن يدُار
 وضع السكون وبتسارع منتظم مقداره

8rad/s2  ،كتسب عندئذ العمود المثبت في
سحب الثقل  إلىتؤدي  حركة Bعلى المسنن 

C أوجد.كما هو مبين في الشكل  للأعلى 
 :ثوان على بدء الحركة ما يلي 3  بعد مرور

  . Aللمسنن  السرعة الزاوية .1
  . Bالسرعة الزاوية للمسنن   .2
 . Bالتسارع الزاوي للمسنن  .3
 . Cالسرعة الخطية والتسارع الخطي للثقل  .4
 .(?=s) عن سطح الأرض لثقل ارتفاع ا  .5

 الحل : ...................................................................

ولهذا يمكن استخدام  ، نلاحظ من معطيات المسألة أن حركة اموعة متسارعة بانتظام
  . قوانين الحركة ذات التسارع الثابت

  :الآتيةالعلاقة  استخدامتتعين هذه السرعة ب : Aالسرعة الزاوية للمسنن 

! = !% + #�   
                :بالتعويض نجد 
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     !� = 0 + 8(3) = 24 ���/-   
تتعين هذه السرعة :  Bالسرعة الزاوية للمسنن 

من علاقة السرعة الخطية لنقطة التماس المشتركة 
  :وذلك كما يلي  Bو Aالمسننين بين 

� = ��!� = ��!�  
!� = ��

��
!� = 20

40 (24)
= 12 ���/- 

لنقطة  التسارع المماسيمن علاقة  التسارع اهذ يتحدد:  Bالزاوي للمسنن  التسارع
  :وذلك كما يلي  Bو Aالتماس المشتركة بين المسننين 

�/ = ��#� = ��#�   
#� = ��

��
#� = 20

40 (8) = 4 ���/-( 

  :الآتيتحسب سرعة الثقل وتسارعه على النحو :  C سرعة وتسارع الثقل

�6 = �!� = 0.25 × 12 = 3 m/s  
�6 = �#� = 0.25 × 4 = 1 m/s(  

ه يمكن استخدام فإنحركة الثقل متسارعة بانتظام  أنبما  : ارتفاع الثقل عن سطح الأرض
  : الآتيةذات التسارع الثابت  الحركة الخطية علاقة

�( − �%( = 2�(- − -%) ⇒ - = 2;
(<   

                :بالتعويض نجد 

- = =;
((') = 4.5 >   
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  )12(رقم مثال 
في اتجاه عقارب  rad/s2 10 مقداره منتظمتسارع وبحركتها من السكون  Aتبدأ البكرة 

البكرة  عن طريق C ةالبكر  ونتيجة لذلك تدور. موضح في الشكلهو كما  الساعة
ما   t = 3 sec الموافقة للزمن اللحظةاحسب في . المتحركة  زوج من السيورو  B المزدوجة

 : يلي
 .B  المزدوجة السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للبكرة •
 .C السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للبكرة  •
 . C الواقعة على محيط البكرة P سرعة وتسارع النقطة •

  
 الحل : ...................................................................

 : B لمزدوجةا السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للبكرة

  :الزاوية من العلاقة تهاثابت فإننا نحصل على سرع Aبما أن التسارع الزاوي للبكرة 

     !� = !% + #�� = 0 + 10(3) = 30 ���/-   
  : أن وبملاحظة

� = ��!� = ��!�    
�/ = ��#� = ��#�   

  : المزدوجة وذلك كما يلي السرعة الزاوية والتسارع الزاوي للبكرة ومن هذه العلاقات نجد
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!� = ��
��

!� = 15
30 (30) = 15 ���/- 

#� = ��
��

#� = 15
30 (10) = 5 ���/-( 

 : Cالسرعة الزاوية والتسارع الزاوي للبكرة 

  : السير الأيمن ما يلينقاط ن أبشلما سبق يمكن أن نكتب  مماثلةوبطريقة 

� = ��!� = �6!6    

  : أن ومن هذه العلاقات نجد

!6 = ��
�6

!� = 15
30 (15) = 7.5 ���/- 

#6 = ��
�6

#� = 15
30 (5) = 2.5 ���/-( 

التمثيل البياني  الشكل هرظيُ  : C الواقعة على محيط البكرة Pسرعة وتسارع النقطة 
  : الآتيوتتعين قيمة كل منهما على النحو .  Pلسرعة وتسارع النقطة 

�? = �6!6 = 0.3 ×  7.5 = 2.25 >/-  
(�@)/ = �6#6 = 0.3 × 2.5 = 0.75 >/-( 

(�@)0 = �6!6( = 0.3 × 7.5( = 16.88 >/-( 
�@ = A�/( + �0( = √0.75( + 16.88( = 16.9>/-(    
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 : (General plane motion)الحركة المستوية العامة  8-3

: بحركتين  منزلق الحركة المستوية العامة لعمود استبدالكيفية ) 7- 8(يبين الشكل
 تجاهفي الا نفس النقطة وذلك حولدورانية  والأخرى A النقطةانسحابية مع  إحداهما

الحركة هي  أناعتبرنا  إذاويمكن الحصول على نفس النتيجة  .عقارب الساعةالمعاكس ل
  .هانفسالنقطة والأخرى دورانية حول  Bإحداهما انسحابية مع النقطة   :تعاقب حركتين

 
 )7-8(الشكل 

: بحركتين  لعجلة متدحرجةكيفية استبدال الحركة المستوية العامة ) 8-8(يبين الشكلو 
دوران  اتجاهفي  وذلك نفس المركزوالأخرى دورانية حول  A المركزإحداهما انسحابية مع 

  .عقارب الساعة

 
 )8-8(الشكل 

لحل الغالبية العظمى من مسائل الحركة  مهمةعلاقات الحركة النسبية طريقة  تشكل
حركة  إلىنه يمكن تحليل الحركة المستوية العامة أوبما . المستوية العامة للأجسام الصلبة

سم تساوي اموع الهندسي نقطة من نقاط الج أيةسرعة  فإن، دورانية وأخرى انسحابية 
  .الجسم للسرعتين اللتين تكتسبهما النقطة من الحركة الانسحابية والحركة الدورانية لهذا
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  :السرعة لتحديدثلاث طرق  هناك  :في الحركة المستوية العامة  طرق تعيين السرعة
  : استخدام مفهوم السرعة النسبية : الطريقة الاولى 

في  ركة انسحابية ثم دارحقد تحرك  ،)9-8(كما هو مبين في الشكل، جسماً  نتصور 
 أدى الجسم أن أي،  Aمرجعية ملائمة  نقطةب يمر ثابت محور بزاوية حول نفسهالوقت 
 و rA : الآتية الأشعةنرسم  ثم B ةاختياري نقطةالجسم هذا نأخذ في  .مستوية عامةحركة 
 rBو rB/A  . وعندئذ يكون: 

                         C� = C� + C�/�                                    (16) 

 
 )9-8(الشكل 

الشعاع اتجاه  أن فنحصل بعد ملاحظة، طرفي العلاقة السابقة بالنسبة للزمن  نشتق
rB/A العلاقة خلال فترة الحركة على سوف يتغير :  

                 �D = �E + �D/E                                         (17) 
  : الآتيةالتمثيل البياني لهذه العلاقة والتي تتضمن السرعات ) 10- 8(يبين الشكل

VA – المطلقة للنقطة سرعة الA  النقطة سرعة  باختصارأوA .  

VB –  السرعة المطلقة للنقطةB  سرعة النقطة أو باختصارB .  

VB/A – للنقطة  الدورانيةالنسبية سرعة الB بالنسبة للنقطة A  . وتمثل بشعاع حامله
 ω الزاوية سرعةالجهة جهته توافق و ،  rB/Aشعاع الموضع على  عادة عمودياً  يكون

  : ةلعلاقبا السرعة النسبيةقيمة  وتتعين. للجسم المفروض

                           ��/� = �!                                  (18) 
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الجسم المفروض يتحرك  أنفرضنا  إذاتتعين بسهولة   Bسرعة النقطة  أنمن هنا يتضح 
 وفي،  )ثابتة  نقطة مرجعية(قطب ك  ةذخو أم Aنقطة أخرى  حركة انسحابية بسرعة

  .ω مقدارهاحول هذا القطب بسرعة  ريدو هذا الجسم سوف  أننتصور  نفسهالوقت 

 
 )10-8(الشكل 

  : المساقط  استخدام قاعدة: الطريقة الثانية 

مسقطا سرعتي نقطتين : المساقط  قاعدة
من جسم صلب على المستقيم الواصل 

،  وللإثبات.متساويان  هاتين النقطتين بين
) 11- 8(الجسم المبين في الشكل  نتأمل
 وأن ،معلومة  VA  سرعةال أننفترض ثم 

 معلومان  VB و VA سرعتينالاتجاهي 
 سرعة يمكن تحديد قطباً A  النقطة وباعتبارعندئذ .  أيضاً 

  :بالعلاقة  B نقطةلا
�D = �E + �D/E  

 فإننالذا ،   Bو Aعمودي على الخط المستقيم المار بالنقطتين   VB/A شعاعوبما أن ال
  : الآتيةبإسقاط طرفي هذه العلاقة على هذا المستقيم على المعادلة المطلوبة  نحصل

                 �� cos # = �� cos H      (19) 
  

 )11-8(الشكل 
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  :  المركز اللحظي للسرعة الصفرية مفهوم استخدام:  الثالثةالطريقة 

جسم صلب على مفهوم المركز  منسرعة نقطة ما  تعتمد هذه الطريقة في تعيين
 والمركز اللحظي .(Instantaneous centre of zero velocity) للسرعة الصفرية اللحظي

 .في لحظة زمنية معينة صفراً سرعتها  التي تساوي الوحيدة هو تلك النقطة للسرعة الصفرية

 
 )12-8(الشكل 

وفي حال عدم وقوعه على الجسم  ،على الجسم أو لا يقع وقد يقع المركز اللحظي 
في  كما هو مبيننه في لحظة معينة  أنفرض .يمكن تخيله كأنه واقع على امتداد الجسم 

، على الترتيب  VBو  VA  :هما سرعتانB و Aكانت لنقطتي الجسم  )12- 8(الشكل
  والخط العمودي VAعلى الشعاع  قاطع الخط العموديتنقطة  Oتكون النقطة  وعندئذ

اعتبرنا  وإذا  VO= 0 لأنوذلك  للسرعة الصفرية المركز اللحظي هي VBعلى الشعاع 
  :تساوي  Aسرعة النقطة  أنه ينتج فإنفي لحظة زمنية معينة  قطباً  Oالنقطة 

                     I� = IJ + I�/J = I�/J                       (20) 
فإن سرعة أية  ولهذا .نقطة أخرى من نقاط الجسموبالمثل نحصل على نفس النتيجة لأية 

 وإذا .Oللسرعة الصفرية  المركز اللحظي نقطة تساوي السرعة الدورانية لتلك النقطة حول
ه يمكن الحصول بسهولة على فإن ، جسم صلب من VAمثل  علمنا مقدار سرعة نقطة ما

تكون  أنيجب  لأا،لكل نقطة من الجسم الخطية  ةللجسم والسرع ωالسرعة الزاوية 
 نكتب أن يمكن وعندئذ. عمودية على الخط الذي يصل هذه النقطة مع المركز اللحظي

  : الشكل ما يلي إلى استناداً 
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                     ! = ��
��

= ��
��

                                          (21) 
المذكور كما هو مبين في الشكل   ثابت دون انزلاق سطحوفي حالة تدحرج جسم على 

هذه النقطة هي المركز  فإنولذلك  .سرعة تساوي صفراً  Cلنقطة التلامس  فإن ،آنفاً 
كما هو وتتحدد عندئذ سرعة أية نقطة من الجسم المتدحرج   ،للسرعة الصفرية اللحظي

  .مبين في الشكل
  )13(رقم مثال 

 نحو اليمين أفقياً  Aتتحرك الكتلة المنزلقة 
كما هو مبين في   m/s 1.73بسرعة مقدارها 
  Bالكتلة المنزلقة أوجد سرعة . الشكل ااور

وذلك في ،  ABالسرعة الزاوية للذراع و 
التي تكون فيها الزاوية بين محور الذراع  اللحظة

  . θ=30°والمحور الشاقولي 
  

 الحل : ...................................................................
  : أن عندئذد نج ،كقطب Aتعتمد هذه الطريقة على اختيار النقطة :  :  الطريقة الأولى

I� = I� + I�/� 
المنزلقتين انسحابية وأن حركة الذراع هي حركة مستوية  واضح أن حركة كل من الكتلتين

واستناداً إلى  ثم نرسم مثلث أشعة السرعة، كما هو مبين في الشكل الحركةنحلل . عامة
   :قاعدة الجيوب في المثلثات نجد 

�D
sin 30 = �E

sin 60 = �D/E
sin 90 
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  :من هذه العلاقة نحصل على 

        �D = 1 m/s      ;      �D/E = 2 m/s 
  :   ABالسرعة الزاوية للذراع 

! = �D/E
�ED

=  4 rad/s 
  : أن عندئذد نج ،كقطب Bتعتمد هذه الطريقة على اختيار النقطة :  الثانية الطريقة 

I� = I� + I�/� 

  
   :واستناداً إلى قاعدة الجيوب في المثلثات نجد  نرسم مثلث أشعة السرعة

�E
sin 60 = �D

sin 30 = �E/D
sin 90 

  :من هذه العلاقة نحصل على 
�D = 1  m/s     ;  �E/D = 2 m/s 

  :   ABالسرعة الزاوية للذراع 

! = �E/D
�ED

=  4 rad/s 
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  :بمقارنة نتائج طريقتي الحل نلاحظ النقاط المهمة الآتية 
 .إن مثلثي أشعة السرعة في الطريقتين متطابقان  •
 .متساويتان في المقدار ومتعاكستان في الجهة  VB/Aو  VA/Bالسرعتان  •
  .للذراع باختيار القطب  ωلا يتعلق مقدار السرعة الزاوية  •

تعتمد هذه الطريقة على استخدام مفهوم المركز اللحظي للسرعة :  :  الثالثة الطريقة 
على شعاعي  B و Aمن النقطتين  برسم عمودين O ويتحدد المركز اللحظي  .الصفرية

  AB وهنا يجب أن نتصور أن الذراع.هو مبين في الشكل كماVB  و VAالسرعتين 
ولهذا . بنفس السرعة الزاوية حول المركز اللحظي  في حالة دوران) المثلث المهشر(وامتداده 

  :يمكن ان نكتب 
!�� = !J� =  !J� = ! 

  
  : نستخدم العلاقة  VBوالسرعة الخطية  ωالسرعة الزاوية  ولحساب 

! = ��
��

= ��
��

 

  :واستناداً إلى معطيات الشكل ينتج 

! = ��
��

= 1.73
0.5 P�-30° = 4 ���/- 

�� = ��! = 0.5 -��30°(4) = 1 >/- 
  .وهي مماثلة للنتائج التي حصلنا عليها في الطريقتين السابقتين
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  )14(رقم مثال 
في الآلية  OAيدور عمود المرفق 

المبينة بسرعة زاوية منتظمة تساوي 
4rad/s  في الاتجاه الموضح في
سرعة   للوضع المبيناحسب . الشكل

وكذلك  Bو  A كل من النقطتين
 . ABالزاوية لذراع التوصيل  السرعة
  : ................................................................... الحل
،  Oحركة دورانية حول النقطة  هي AOعمود المرفق بما أن حركة :  A النقطةسرعة 

بشعاع منحاه عمودي على محور العمود وجهته يجب أن تتوافق تمثل  A نقطةال سرعة فإن
  :وتحسب قيمة هذه السرعة كما يلي ، المعلومة  1ωمع جهة السرعة الزاوية 

�� = �'!' = 20 ×  4 = 80 P>/- 
 :حركة مستوية عامة ، إذن  هي AB الذراععمود بما أن حركة :  B النقطةسرعة 

�� = �� + ��/� 
   :واستناداً إلى قاعدة الجيوب في المثلثات نجد  نرسم مثلث أشعة السرعةثم  نحلل الحركة

�D
sin 30 = �E

sin 120 = �D/E
sin 30 

 
  :من هذه العلاقة نحصل على 
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�D = �D/E = �E
sin 30

sin 120 = 46.19 cm/s 
   : كما يلي  ABتتعين السرعة الزاوية للذراع  : السرعة الزاوية لذراع التوصيل

!( = �D/E
�(

= 46.19
35 =  1.32 rad/s 

هي عكس دوران عقارب الساعة وذلك بالاستناد إلى  ABإن جهة السرعة الزاوية للذراع 
  .والتي تمّ استنتاجها من مثلث أشعة السرعة VB/Aجهة السرعة النسبية 

  )15(رقم مثال 
دون انزلاق  Bيتدحرج مسنن دائري مركزه 

على مسنن آخر ثابت بفعل حركة الذراع 
AB  الذي يدور في اللحظة المبينة  بسرعة

وفق الاتجاه المبين  20rad/sزاوية مقدارها 
 :المطلوب . في الشكل 

  . مركز المسننB سرعة النقطة  .1
 . السرعة الزاوية للمسنن .2
 . الواقعة على محيط المسننD سرعة النقطة  .3

 الحل : ...................................................................
،  Aحركة دورانية حول النقطة  هي ABعمود المرفق بما أن حركة :  B النقطةسرعة 

بشعاع منحاه عمودي على محور العمود وجهته يجب أن تتوافق تمثل   B نقطةال سرعة فإن
  :وتحسب قيمة هذه السرعة كما يلي ، المعلومة  1ωمع جهة السرعة الزاوية 

�� = �'!' = 0.12 ×  20 = 2.4 >/- 

 2ω السرعة الزاويةحركة تدحرجيه فإن  هي المسننبما أن حركة  :للمسننالسرعة الزاوية 
  :تحسب باستخدام العلاقة الآتية  للمسنن
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�� = �(!( ⟹ !( = ��
�(

= 2.4
0.05 = 48 ���/- 

 

  
هي  Cنقطة التعشيق المسنن تدحرجيه ، وبملاحظة أن بما أن حركة :   Dسرعة النقطة 

بشعاع  Dنقطة ال سرعةتمثل  إذن، المركز اللحظي للدوران كما هو مبين في الشكل
وتحسب .  2ωوجهته يجب أن تتوافق مع جهة السرعة الزاوية  CDعمودي على الخط 

  : قيمة هذه السرعة كما يلي

�R = ST × !( = 0.05
cos 45°  ×  48 = 3.39 >/- 

 
  )16(رقم مثال 

بدون انزلاق نحو اليمين   سيارةتتدحرج عجلة 
 أنعلمت  إذا .كما هو مبين في الشكل

 m/s 15بسرعة ثابتة مقدارها  تسير السيارة
باستخدام مفهوم المركز اللحظي  أوجدف

، Aللسرعة الصفرية للعجلة سرعة النقطة
  . Dوالنقطة ،  Bوالنقطة 
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 الحل : ...................................................................
بناء على ذلك  . تمثل المركز الآني للسرعة الصفرية طالما أن العجلة لا تنزلق  Cإن النقطة 

يكون اتجاه شعاع السرعة لأية نقطة على العجلة عمودياً على الخط الذي يصل هذه 
  .السرعة الزاوية للعجلة  من جهة أخرى لاتجاه ومطابقاً ،  Cالنقطة مع النقطة 

  
والتي تساوي  VOللعجلة انطلاقاً من سرعة مركز العجلة  ωوتحسب السرعة الزاوية  

بدورها سرعة حركة السيارة وذلك لأن حركة السيارة هي في الواقع حركة انسحابية  وهذا 
  :أن أي .يعني أن جميع مراكز عجلاا سوف تندفع بنفس السرعة 

�J = �!  ⟹  ! = �J
� = 15

0.3 = 50 ���/- 
يساوي قطر  Cهذه النقطة مع المركز الآني  الخط الذي يصل إن طول : A النقطة سرعة

  :تساوي  Aولذلك فإن سرعة النقطة ،  cm 60العجلة وقدره 
�� = US × ! = 0.60 ×  50 = 30 >/- 

يتعين إما من  Cهذه النقطة مع المركز الآني  الخط الذي يصل إن طول : B النقطة سرعة
  :كما يلي   Bوتحسب قيمة سرعة النقطة . علاقة الجيوب أو مباشرة

�� = VS × ! = 0.52 ×  50 = 26 >/- 
يتعين من  Cهذه النقطة مع المركز الآني  الخط الذي يصل إن طول : D النقطة سرعة

  :كما يلي   Dوتحسب قيمة سرعة النقطة . علاقة المثلث القائم كما هو واضح في الشكل
�R = ST × ! = 0.42 ×  50 = 21 >/- 
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  : في الحركة المستوية العامة  تعيين التسارع

يساوي اموع ستوية محركة الذي يتحرك إن تسارع أية نقطة من نقاط الجسم 
كما   تكتسبهما النقطة من الحركة الانسحابية والحركة الدورانيةالهندسي للتسارعين اللذين 

 علاقة من أجل الحصول على علاقة التسارع نشتقو  .)13- 8(هو مبين في الشكل 
  : الآتيةالمعادلة  نحصل علىفبالنسبة للزمن  النسبية السرعة

                           
� = 
� + 
�/�                               (22) 
aA – النقطة  تسارعA .     aB – النقطة  تسارعB .  

aB/A –  النقطة تسارعB بالنسبة للنقطة A .  النقطة  أنفي هذه الحالة نتخيلB  تتحرك
 .B وA طول الخط الواصل بين النقطتين  يساوي،  r على مسار دائري نصف قطره

 والأخرى n(aB/A)ناظمية  إحداهمابمركبتين   aB/A ولهذا يمكن التعبير عن التسارع النسبي 
  :كما يلي   الأخيرةفتصبح العلاقة ،   t(aB/A) مماسية

              
� = 
� + (
�/�)0 + (
�/�)/                   (23) 

 
 )13-8(الشكل 

  :وتتحدد مركبتا التسارع النسبي كما يلي 
          (
�/�)0 = �!(      ;     (
�/�)/ = �#                (24) 

 أنومن الضروري ملاحظة .التسارع الزاوي للجسم   αالسرعة الزاوية وتمثل  ωتمثل 
 من أي ،ويتجه نحو مركز الدوران،  VB/A التسارع الناظمي يمثل التبدل في اتجاه السرعة 

 التسارع المماسي فيمثل التبدل في مقدار السرعة النسبية أما.  A الى النقطة B النقطة
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VB/A  ، ًعلى الخط ويكون اتجاهه عموديا  AB. النقطة المختارة  تسارع أند نج وهكذا
B موع الهندسي ليةذخو أم من الجسم نقطة أخرى تسارع والأول ه:  تسارعينساوي ا 

   ذلكدوراا مع الجسم حول  عند Bالنقطة تسارع  ووالثاني ه،  كقطب
  )17(رقم مثال 

 m/s2 5مقداره  سارعاً ت Aعطى الكتلة المنزلقة تُ 

الكتلة  تسارع أوجد. كما هو مبين في الشكل ااور
في الوضع  ABللذراع  والتسارع الزاوي،  Bالمنزلقة 
 4للذراع تساوي السرعة الزاوية أنمع العلم .  المبين

rad/s  دوران عقارب الساعةوجهتها بعكس.  
 الحل : ......................................

الشعاعي  معالجبB يمكن تعيين تسارع النقطة  إذنحركة الذراع مستوية عامة  أنبما 
  :Aبالنسبة للنقطة  Bتسارع النسبي للنقطة مع ال المتخذة كقطب A تسارع النقطة ل


� = 
� + 
�/� 
التسارع  أما،  وسنفرض جهته للأعلى شاقولياً   aBفي هذه الحالة يكون اتجاه التسارع  

،  Aتتجه نحو القطب n(aB/A)فيتكون من مركبتين إحداهما ناظمية   aB/A لنسبي ا

توافق الجهة  أنوجهتها يجب  ABمنحاها عمودي على الذراع  t(aB/A) والأخرى مماسية
  :الآتيةالصيغة  التسارعاتعادلة معندئذ تأخذ  .أيضاً اهول   α المفروضة للتسارع الزاوي
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� = 
� + (
�/�)0 + (
�/�)/ 
  :حيث 

(
�/�)0 = �!( = 0.5(4)( = 8 >/-( 
(
�/�)/ = �# = 0.5(#) 

علاقة التسارعات  بإسقاطمناسبة كما هو مبين في الشكل ثم نقوم  إحداثياتنختار جملة 
 بعد التعويض بالمعطيات فنحصل  yثم على المحور الشاقولي  x الأفقي على المحور الأخيرة
  : الآتيعلى 

0 = 5 − 0.5(#)P�- 30° + 8 P�- 60° 
�� = 0.5(#)-�� 30° + 8 -�� 60° 

  :ينتج بالحل 
# = 10.39 ���/-( 
�� = −12.1 >/-( 

  .للأسفل  هي لشعاع التسارعالجهة الفعلية  أن  aBللتسارع تدل الإشارة السالبة 
  )18(رقم مثال 

بدون  cm 30تتدحرج عجلة نصف قطرها 
اندفعت إذا . كما هو مبين في الشكلانزلاق  

 rad/s 10 تساوي العجلة بسرعة زاوية
مع وكلاهما  rad/s2 20وبتسارع زاوي يساوي

مركز  تسارع عندئذ أوجدف ،عقارب الساعة
  .Aالنقطة تسارع و  O العجلة

 الحل : ...................................................................
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كما هو واضح في   إن اتجاه تسارع مركز العجلة يجب أن يكون : O النقطة تسارع
  : الآتيةالعلاقة بوتحسب قيمته . أفقيالعجلة تتدحرج على مستو  أن أفقيا طالما الشكل

�J = �# = 0.3 × 20 = 6 >/-( 

 
مع  Oيتحدد بالجمع الشعاعي لتسارع النقطة  Aإن تسارع النقطة  : A النقطة تسارع

  :وذلك كما يلي  للدوران المتخذة مركزاً  Oبالنسبة للنقطة  Aللنقطة  النسبيالتسارع 

� = 
J + 
�/J 

تتجه نحو  n(aA/O)من مركبتين إحداهما ناظمية   aA/O لنسبي التسارع ا يتكونحيث 
 أنوجهتها يجب  OA الخطمنحاها عمودي على  t(aA/O) مماسية والأخرىO  القطب
  : الآتيةعندئذ تأخذ معادلة التسارع الصيغة  .  α لتسارع الزاويااتجاه توافق 


� = 
J + (
�/J)0 + (
�/J)/ 
(
�/J)0 = �!( = 0.3(10)( = 30 >/-( 

(
�/J)/ = �# = 0.3(20) = 6 >/-( 
بعد  فنحصل  yثم على المحور الشاقولي  xنقوم بإسقاط علاقة التسارع على المحور الأفقي 

  :التعويض على الآتي 
(
�)W = 6 + 30(P�-45°) + 6(P�-45°) = 31.45>/-( 
(
�)X = −30(-��45°) + 6(-��45°) = −16.97>/-( 


� = A31.45( + 16.97(  = 35.74 >/-( 
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 : (Compound motion of Particles) المركبة للجسيماتالحركة  8-4
    : تمهيد

بالنسبة إلى جسم صلب  (Particle)حركة جسيم في الواقع  الحركة المركبة لجسيم هي
(Rigid body)  الشكليبينّ . يتحرك حركة انسحابية أو دورانية أو مستوية عامة   

. في حالات الحركة الثلاث المذكورة للجسم الصلب  Pالحركة المركبة للجسيم ) 8-14(
) 2(وفي المثال رقم ،بالنسبة لعربة حركتها انسحابية  Pتتحرك الكتلة ) 1(ففي المثال رقم
 Pتتحرك الحلقة ) 3(وفي المثال رقم ، بالنسبة لذراع حركته دورانية  Pتتحرك الحلقة 

  . )مستوية عامة( بالنسبة لدولاب حركته تدحرجية

  
  )14-8( الشكل

 ولدراسة هذا النوع من الحركة المعقدة من الضروري استخدام جملة إحداثيات متحركة  
(oxy)  ل تحليل الحركة إلى حركتين بسيطتين أجمع الجسم الصلب وذلك من  تتحرك :

تدعى بالحركة  والثانية (Relative motion)تدعى الأولى بالحركة النسبية 
 بالنسبة سيمللج المطلقة سرعةالوبناء على ذلك فإن  . (Acquired motion)المكتسبة

تساوي إلى  )15- 8(كما هو مبين في الشكل مختارة (o1x1y1) لجملة محاور ثابتة 
وهنا تتحدد السرعة النسبية .  (Vd)والمكتسبة  (Vr)اموع الشعاعي للسرعتين النسبية 

إذا تصورنا أن الجسم الصلب قد توقف عن ، للجسيم على امتداد مسار حركته بسهولة
تتعين السرعة التي يكتسبها  الجسيم من ، وبالمقابل .الحركة مؤقتاً في اللحظة المدروسة 

  .لمدروسةإذا تصورنا أن الجسيم قد توقف عن الحركة مؤقتاً في اللحظة ا، الجسم الصلب
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  )15-8( الشكل 

. دراسة الحركة المركبة للجسيمات والأجسام الصلبة بطريقة الأشعة ذات أهمية كبيرة إن 
-8(كالقرص المبين في الشكل،لجسم ما  ωوذا الصدد يمكن التعبير عن السرعة الزاوية 

والذي يتحدد اتجاهه بتطبيق قاعدة ، على مستوي الدوران  العمودي ωبالشعاع ،)16
كما هو  ثني أصابع اليد اليمنى في اتجاه دوران الجسم في هذه الحالة يجب. اليد اليمنى 

وبناء على ما .ωالسرعة الزاويةّ  فيشير عندئذ الإام إلى اتجاه شعاع، مبين في الشكل 
  : الآتيالنحو  على kبدلالة شعاع الواحدة  الصيغة الشعاعية للسرعة الزاوية نكتبسبق 

                     Y = !Z                         (25)     

 
  )16-8( الشكل 

معرفة الجداء الشعاعي لأي ، كما سنرى فيما بعد ، ولدراسة الحركة المركبة ينبغي 
أن الجداء ) 17- 8(يبين الشكل. (i,j,k)شعاعين من أشعة الواحدة الديكارتية 
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، ين بعكس دوران عقارب الساعة يالشعاعي لأي شعاعين يكون موجباً إذا كانا متتال
  :وعلى سبيل المثال يمكن أن نكتب .ين مع عقارب الساعةيويكون سالباً إذا كانا متتال

       Z × [ = \     ;                  Z × \ = −[        (26)     

 
  )17-8( الشكل 

استخدام جملة محاور ديكارتية ، كما سبق القول ، ولدراسة الحركة المركبة ينبغي أيضاً 
اتجاهات أشعة الواحدة تتغير مع الزمن في  ونتيجة لذلك فان.متحركة مع الجسم المفروض 

أما  .ولهذا فان المشتق الزمني لكل منها لا يكون مساوياً للصفر ، أثناء حركة الجسم 
فتعتمد على دراسة التغير الذي يطرأ على لمشتق الزمني لشعاع الواحدة طريقة استنتاج ا

كما هو   dθ صغيرة جدا قدرها بزاويةدوران جملة المحاور الإحداثية ذلك الشعاع عند 
  .)18- 8(الشكل موضح في

  
  )18-8( الشكل

وبما أن .dj و diنرسم من نقطة اختيارية أشعة الواحدة فنحصل عندئذ على الشعاعين  
  : أن نكتب جبرياً ما يليويساوي إلى الواحد عندئذ يمكن  مقدار شعاع الواحدة يبقى ثابتاً 
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�� = ��� = (1)��    ;         �] = ]�� = (1)��        
لأنه يوازيه  j بدلالة الشعاع  diنعبر عن الشعاع ، وبالانتقال إلى الصيغة الشعاعية 

وبعد تقسيم طرفي  ، يوازيه أيضاً ولكن يخالفه في الاتجاه لأنهi بدلالة الشعاع  djوالشعاع 
  :    ينتج أن  dtكل معادلة على 

�[ = �� \    ;                �\ = −�� [   
�[
�� = ��

��  \    ;                 �\
�� = − ��

��  [  
�[
�� = ! \    ;                 �\

�� = −! [  
  : وبالاستفادة من علاقات الجداء الشعاعي لأشعة الواحدة نجد 

�[
�� = ! (Z × [)   ;                 �\

�� = ! (Z × \)  
 :عندئذ نحصل على الآتي 

           �[
�� =  Y × [   ;       �\

�� =  (Y × \)           (27)    
 .ولهذه النتيجة أهمية خاصة كما سنرى لاحقاً 

   : علاقة السرعة في الحركة المركبة 

يتحرك حركة خطية  Pالعامة للسرعة في الحركة المركبة نتصور جسيماً  عادلةالملاستنتاج 
وبفرض أن هذا الجسم يدور بسرعة . منحنية على امتداد مجرى يقع داخل جسم صلب

ا فإذ) . 19- 8(كما هو مبين في الشكل  oحول محور ثابت يمر من النقطة  ωزاوية 
ن شعاع موضعه بالنسبة للمحاور إحركة خطية على امتداد مساره ف Pتحرك الجسيم 

 :يتحدد بالعلاقة  (x,y)المتحركة المختارة 
C = ^[ + _\ 

 :نحصل على السرعة الكلية للجسيم كما يلي  وباشتقاق هذه العلاقة بالنسبة للزمن
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  ) 19-8( الشكل

�` = �C
�� = �

�� (^[ + _\) 
�` = a�^

�� [ + �_
�� \b + a^ �[

�� + _ �\
��b 

  :ومع ملاحظة أن المشتق الزمني لكل من شعاعي الواحدة في الجملة المتحركة المختارة هو
�[
�� = Y × [     , �\

�� = Y × \ 
  :نجد  وبالتعويض

�` = a�^
�� [ + �_

�� \b + Y × (^[ + _\) 
�` = a�^

�� [ + �_
�� \b + (Y × C) 

يمثل القوس الأول من هذه العلاقة سرعة الجسيم على امتداد مساره الخطي بالنسبة 
يمثل القوس الثاني  بينما،  Vrوتدعى بالسرعة النسبية ويرمز لها ، للجسم الصلب 

لذا ،السرعة التي يكتسبها الجسيم بسبب ارتباطه الوثيق بالجسم الصلب المتحرك 
  :إذن. Vdتدعى بالسرعة المكتسبة ويرمز لها 

�d = a�^
�� [ + �_

�� \b    ;      �e = (Y × C) 
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       : الآتيعندئذ تصبح علاقة السرعة على النحو 
            �` = �d + (Y × C) = �d + �e                (28)     

   .للسرعتين النسبية والمكتسبة في الحركة المركبة   يوضح الشكل كيفية التمثيل البياني

   : في الحركة المركبة التسارععلاقة 

نفرض أن الجسم الصلب يدور  العامة للتسارع في الحركة المركبة  عادلةالملاستنتاج 
 ) .20- 8(كما هو مبين في الشكل  αوبتسارع زاوي مقداره  ωبسرعة زاوية 

 
  ) 20-8( الشكل

ن موضعه وسرعته بالنسبة إحركة خطية على امتداد مساره ف Pفإذا تحرك الجسيم  
  :تينالآتييتحددان بالعلاقتين  (x,y)للمحاور المتحركة المختارة 

C = ^[ + _\      ;      �d = f̂[ + _f\       
  :وباشتقاق هاتين العلاقتين ينتج لدينا 

�C
�� = �

�� (^[ + _\) = �d + (Y × C) 
��d
�� = �

�� ( f̂ [ + _f\) = 
d + (Y × �d) 
في أثناء حركته المركبة نقوم باشتقاق  Pعلى معادلة التسارع الكلي للجسيم  وللحصول
 : الآتيةمعادلة السرعة 
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�` = �d + (Y × C) 
  :وينتج عندئذ ما يلي 


` = ��`
�� = ��g

�� + �
�� (Y × C) 


` = ��g
�� + (h × C) + aY × �C

��b 
 :تعويض وترتيب الحدود نحصل على بال


` = 
d + (h × C) + Y × (Y × C) + 2Y × �g 
 : الآتيعلى النحو  المهمةويمكن كتابة هذه المعادلة 


` = 
d + (
1)/ + (
1)0 + 
i 
  :أو بشكل ابسط 

              
` = 
d + 
e + 
i                  (29) 
  :حيث 

ar –  يقيس التغير في السرعة النسبية خلال الحركة النسبية للجسيم الذيالتسارع النسبي.  
ad  –  المكتسبة يقيس التغير في السرعة المكتسبة خلال الحركة الذيالتسارع المكتسب. 

  . n(ad)والأخرى ناظمية  t(ad)ويتألف من مركبتين إحداهما مماسية 

ac –  م التسارع المتم(complementary acceleration)  وكان . لحركة الجسيم
هذا  ويقيس .هو أول من أشار إلى هذا التسارع  (Coriolis)  العالم الفرنسي كوريوليس

وتغير السرعة المكتسبة خلال السرعة النسبية خلال الحركة المكتسبة التغير في  التسارع
  : الآتيةبالعلاقة  ويتحدد .النسبية الحركة

       
i = 2Y × �g                     (30) 
وطالما أن شعاع السرعة الزاوية عمودي على مستوي الحركة الذي يقع فيه شعاع 

المتمم مقدار التسارع  فإنونتيجة لذلك ، الشعاعين متعامدان  فإنلذا ، السرعة النسبية 
  :الآتيةيعطى بالعلاقة الجبرية 

      �i = 2! × Vg × sin 90° = 2! × Vg          (31) 
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وفق  °90بمقدار  Vrونحصل على اتجاه هذا التسارع بتدوير شعاع السرعة النسبية 
ومن ناحية أخرى . اتجاه السرعة الزاوية المكتسبة كما هو مبين في الشكل المذكور آنفاً 

  . ω = 0عند الحركة الانسحابية المكتسبة لأن المتمم ينعدم التسارع 
  )19(رقم مثال 

 تحركي P جُسيماً يبين الشكل ااور 
وذلك ، حركة خطية منحنية باتجاه الأعلى 

بالنسبة إلى عربة تتحرك نحو اليمين حركة 
هذا سرعة وتسارع  أوجد .انسحابية 

، الجسيم بعد مرور ثانيتين على بدء الحركة 
إذا  علمت أن الجسيم يتحرك تبعاً 

وأن العربة تتحرك .   S=πt2 : للقانون
  .حيث يقدر الزمن بوحدة الثانية والموضع بالسنتيمتر.  x=t3+4t :تبعاً للقانون

 الحل : ...................................................................
إذن تتحدد سرعته الكلية ، حركة مركبة  هي P الجسيمبما أن حركة    : P الجسيم سرعة

 : بالجمع الشعاعي لسرعته النسبية المنحنية مع سرعته المكتسبة الانسحابية وذلك كما يلي
�@ = �g + �1 

  :حيث 

�g = �-
�� = 2�� = 2� × 2 = 12.6 P>/- 

�1 = �^
�� = 3�( + 4 = 3 × 2( + 4 = 16 P>/- 

نقوم بإسقاط العلاقة الشعاعية  ثم، مبين في الشكل نرسم بيانيا هاتين السرعتين كما هو 
  :على السرعة المطلوبة كما يلي  فنحصل (x,y)على المحورين  ةللسرع

�W = −�g cos 45° + �1 = 7.1  P>/-  
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�X = �g cos 45° = 8.9  P>/-  
�@ = k�W( + �X( = 11.39 P>/- 

 
إذن التسارع المتمم يكون معدوماً ، بما أن حركة العربة انسحابية  : P تسارع الجسيم

 :الآتيوتصبح معادلة التسارع على النحو 


? = 
g + 
1 

? = (
g)/ + (
g)0 + 
1 

 : الآتيةثم نحسب القيم ، نرسم أشعة هذه التسارعات كما هو مبين في الشكل 

(�g)/ = ��g
�� = 2� = 6.3 P>/-( 

(�g)0 = �g(
l = (12.6)(

16 = 9.92 P>/-( 

           �1 = 12m
1/ = 6� = 6 × 2 = 12  P>/-( 

  :فينتج لدينا  (x,y)نقوم بإسقاط العلاقة الشعاعية للتسارعات على المحورين 
�W = 12 − (6.3 − 9.92) cos 45°  = 0.53  P>/-(  
�X = 6.3 sin 45° − 9.9 sin 45° = −2.56  P>/-(  

�@ = k�W( + �X( = 2.61 P>/-(  
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  )20(رقم مثال 
 قدرها خطية مستقيمة داخل مجرى محفور في قرص دائري بسرعة P الجسيميتحرك 

0.25m/s  بعكس دوران عقارب  كان هذا القرص يدورإذا  . كما هو مبين في الشكل
في  P السرعة المطلقة للجسيمعندئذ  أوجدف ، 4rad/sتساوي زاويةبسرعة وب الساعة

 .الشكلين في بالوضع الم

 
 الحل : ...................................................................

إذن تتحدد سرعته الكلية بالجمع الشعاعي ، حركة مركبة  هي P الجسيمبما أن حركة 
 :لسرعته النسبية المستقيمة مع سرعته المكتسبة الدورانية وذلك كما يلي 

�@ = �g + �1 
  :حيث 

�g = 0.25 >/- 
�1 = �! = 0.15 ×  4 = 0.6 >/- 

 اتجاه السرعةتوافق  أنوجهتها يجب  OPإن اتجاه السرعة المكتسبة عمودي على الخط  
  :  وبناء على ذلك نجد ، يبين الشكل التمثيل البياني للسرعات المذكورة  .ة للقرص الزاوي

�@ = A�g( + �1( = An. 25( + 0.6(  = 0.65 >/- 
tan H = �1

�g
= 2.4      ⇒      H = 67.4° 
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  )21(رقم مثال 
هذا على امتداد P  لقةالح وتتحرك. بعكس دوران عقارب الساعة AB يدور الذراع 

 1.5بسرعة  x = 0.5 mحيث قطعت مسافة مقدارها  Aن النقطة م اً اعتبار الذراع 

m/s  4وتسارع m/s2 تسارع الحلقة  أوجد. كما هو مبين في الشكلP . 

 
 الحل : ...................................................................

إذن يتحدد تسارعها الكلي بالجمع الشعاعي ، حركة مركبة  هي P الحلقةبما أن حركة 
 : acم والمتم   )المماسي والناظمي( ad والمكتسب  arالنسبي  : الآتيةللتسارعات 


@ = 
g + (
1)/ + (
1)0 + 
p 
 :  الآتيةنحسب القيم 

(�1)/ = �# = 0.5 × 3 = 1.5 >/-( 
(�1)0 = �!( = 0.5 × (2)( = 2 >/-( 

�p = 2!�g = 2 × 2 × 1 = 4 >/-(  
نقوم بإسقاط العلاقة الشعاعية  ثم، نرسم أشعة هذه التسارعات كما هو مبين في الشكل 

  :بعد التعويض على التسارع المطلوب فنحصل (x,y)للتسارعات على المحورين 
�W = 4 − 2 = 2  >/-(  

�X = 4 + 1.5 = 5.5  >/-(  
�@ = k�W( + �X( = A2( + 5.5(  = 5.85 >/-(  

tan H = �X
�W

= 2.75      ⇒      H = 70° 
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  )22(رقم مثال 
دوران  في اتجاه ABيدور الذراع  

عقارب الساعة بســرعة زاوية ثابتة 
ممــا يؤدي  ω1 = 6 rad/sمقدارهــا 

من خلال  CDإلى تدوير الذراع 
إذا علمت أن .  Aالمنزلقة   الحلقة
بالذراع  تثبيتاً مفصلياً  مثبتة الحلقة
AB  ما يلي  أوجدف:  
 . CDلسرعة الزاوية والتسارع الزاوي للذراع ا. A .       2سرعة وتسارع الحلقة  .1

  : ................................................................... الحل
إذن يمكن ،   ABبالذراع  تثبيتاً مفصلياً  مثبتة الحلقةبما أن  : A الحلقة وتسارع سرعة

 :ثابتة ما يلي  ABأن نكتب بعد ملاحظة أن السرعة الزاوية للذراع 
�� = �! = UV × !' = 0.4 tan 30° × 6 = 1.38 >/- 

�� =  (��)0 = �!( = UV × !'( 
= 0.23 × 6( = 8.28 >/-( 

 . يبين الشكل الاتجاه الفعلي لكل من سرعة وتسارع الحلقة 
لهذا يمكن ، حركة مركبة  هي A الحلقةنلاحظ أن حركة :   CD الزاويةّ للذراع سرعة ال

الأولى نسبية على امتداد الذراع : تحليل سرعتها كما هو مبين في الشكل إلى سرعتين 
CD  2والثانية مكتسبة تنتقل بفعل دوران نفس الذراع بسرعة مقدارهاω  . أي أن: 

�� = �g + �1 
 :حيث 

�g = �� cos 30° = 1.38 × 0.866 = 1.2 >/- 
�1 = �� sin 30° = 1.38 × 0.5 = 0.69 >/- 
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!( = �1
US = 0.69

0.46 = 1.5 ���/- 
 

 

 : لدينا:   CD الزاويّ للذراع  التسارع

� = 
g + 
1 + 
p 

 : الآتيةثم نحسب القيم ، نرسم أشعة هذه التسارعات كما هو مبين في الشكل 
     �g = ? 

(�1)/ = �# = 0.46 × #( = 0.46#(    >/-( 
(�1)0 = �!( = 0.46 × (1.5)( = 1.04  >/-( 

    �p = 2!(�g = 2 × 1.5 × 1.2 = 3.6 >/-( 

بعد  فنحصل yنقوم بإسقاط العلاقة الشعاعية للتسارعات على محور الإحداثيات 
  :المطلوب وذلك كما يلي  2αالتعويض على التسارع الزاوي 

    −�� cos 30° = (�1)/ − �prg 

    −8.28 × cos 30° = 0.46#( − 3.6 

    #( = −7.76 ���/-( 

 . إشارة السالب تبين أن الاتجاه الفعلي للتسارع الزاوي هو مع اتجاه دوران عقارب الساعة 
 



 

209 
 

  (Three-Dimensional Motion)الفراغية الحركة  8-5
مبادئ الحركة  باستخدامبالرغم من أن نسبة كبيرة من مسائل الحركة يجري حلها 

مسائل يتطلب حلها تحليل الحركة في  ز الانتباه علىإلا أن التطور العصري ركّ ،   المستوية
 لحل مسائل الحركةينبغي  فإنه) 24(و ) 23(وكما هو مبين في المثالين  .ثلاثة أبعاد
   :  الخطوات الآتية تنفيذالفراغية 

 .متحركة والأخرى ثابتة  اختيار جملتي محاور إحداثية إحداهما .1
في الجملة ) للتسارعات الزاويةّوكذلك الأمر بالنسبة (تمثيل السرعات الزاويةّ  .2

الميكانيكية المدروسة بأشعة وذلك استناداً إلى قاعدة اليد اليمنى كما هو مبين في 
 ) .21-8(الشكل

لأية نقطة من الجسم المدروس ) الموضع والسرعة والتسارع(تعيين مواصفات الحركة  .3
والتي ، بية والمكتسبة بتطبيق المعادلات الرياضية التي تربط بين الحركة المطلقة والنس

  .جرى استنتاجها في الحركة المركبة للجسيمات المادية 
الاستعانة عند الضرورة بمعادلات الجداء الشعاعي للأزواج المختلفة لأشعة الواحدة في  .4

مع ملاحظة أن ). 17- 8(والموضحة في الشكل، الإحداثيات الديكارتية المتعامدة 
 . فسه يساوي صفراً الجداء الشعاعي لشعاع الواحدة بن

  
  )21-8( الشكل
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  )23(رقم مثال 
. كما هو مبين في الشكل   OAبالذراع  r = 15cmت قرص مستدير نصف قطره ثبّ يُ 

 ω1=5rad/sبسرعة زاوية ثابتة  Aحول محور رأسي يمر من النقطة  الذراعهذا يدور 
وفق الاتجاه المبين بسرعة زاوية ثابتة  Oبينما يدور القرص حول محور أفقي يمر من النقطة 

ω2=15rad/s  .سرعة وتسارع النقطة  أوجدP  التي تقع على محيط القرص.  

  
 الحل : ...................................................................

والأخرى ثابتة ولتكن  (oxyz)متحركة ولتكن  نختار جملتي إحداثيات إحداهما 
(o1x1y1z1)  باستخدام   ثم نرسم شعاعي السرعتين الزاويتين، كما هو مبين في الشكل

 :وذلك كما يلي  O1 وO بالنسبة للنقطتين  Pنحدد موضع النقطة . قاعدة اليد اليمنى 
      Cs/t = 0.15Z           C = 0.4\ + 0.15Z 

بالجمع الشعاعي لسرعتها النسبية  Pتتحدد السرعة المطلقة للنقطة :  P  النقطة سرعة
المأخوذة بالنسبة لجملة المحاور المتحركة مع سرعتها المكتسبة المأخوذة بالنسبة لجملة المحاور 

 : الثابتة وذلك كما يلي
�@ = �g + �1 

 :حيث 
�g = u( × v?/r = (15[) × 0.15Z = −2.25\ 
�1 = u' × C = 5Z × (0.4\ + 0.15Z) = −2[ 

  :نعوض فنجد 
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�@ = −2[ − 2.25\   
�@ = A(−2)( + (−2.25)( =  3 >/- 

بالجمع الشعاعي للتسارعات  Pللنقطة  يتحدد التسارع المطلق:  P  تسارع النقطة
 :وذلك كما يلي acوالمتمم  ad والمكتسب  arالنسبي  :الآتية


@ = 
g + 
1 + 
p 
 : وتحسب هذه المقادير الشعاعية كما يلي 


g = u( × �g = 15[ × (−2.25\) = −33.75Z    

1 = u' × �1 = 5Z × −2[ = −10\   


p = 2u' × �g = 2(5Z) × (−2.25\) = 22.5[    
  :نعوض فنجد 


@ = 22.5[ − 10\ − 33.75Z          
�@ = A(22.5)( + (−10)( + (−33.75)( = 41.8 >/-( 

  )24(رقم مثال 
في الاتجاه rad/s 8  بسرعة زاوية منتظمة تساوي yحول محوره  OPالذراع الآلي  يدور

 zبأكمله حول المحور  الهيكل يدور نفسهوفي الوقت  .المعاكس لدوران عقارب الساعة 
 أوجد .في الاتجاه المعاكس لدوران عقارب الساعة أيضاً  rad/s 4بسرعة زاوية منتظمة 

 . Pللوضع المبين  سرعة وتسارع الرأس القابض 
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 الحل : ...................................................................
والأخرى ثابتة ولتكن  (oxyz)متحركة ولتكن  نختار جملتي إحداثيات إحداهما 

(o1x1y1z1)  ثم نرسم شعاعي السرعتين الزاويتين باستخدام  ،كما هو مبين في الشكل
وذلك   O1 وO بالنسبة للنقطتين  Pنحدد بعد ذلك موضع النقطة . قاعدة اليد اليمنى

 : كما يلي
      Cs/t = 0.7[           C = 0.5Z + 0.7[ 

بالجمع الشعاعي لسرعتها النسبية  Pتتعين السرعة المطلقة للنقطة :  P  النقطة سرعة
المأخوذة بالنسبة لجملة المحاور المتحركة مع سرعتها المكتسبة المأخوذة بالنسبة لجملة المحاور 

 : الثابتة وذلك كما يلي
�@ = �g + �1 

�g = u( × v?/r = 8\ × 0.7[ = −5.6Z 
�1 = u' × C = 4Z × (0.5Z + 0.7[) = 2.8\ 

  :نعوض فنجد 

�@ = A(2.8)( + (−5.6)( =  6.26 >/- 
بالجمع الشعاعي للتسارعات  Pللنقطة  يتحدد التسارع المطلق:  P  تسارع النقطة

 :وذلك كما يلي acوالمتمم  ad والمكتسب  arالنسبي : الآتية

@ = 
g + 
1 + 
p 

 : وتحسب هذه المقادير الشعاعية كما يلي 

g = u( × �g = 8\ × (−5.6Z) = −44.8[   


1 = u' × �1 = 4Z × 2.8\ = −11.2[  

p = 2u' × �g = 2(4Z) × (−5.6Z) = 0    

  :نعوض فنجد 

@ = −56[    ⇒        �? = −56 >/-( 
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  غير محلولة مسائل
UNSOLVED  PROBLEMS 

 

   ) :1(مسألة رقم 

تبدأ اموعة المبينة في الشكل حركتها من 
 2 إذا كان تسارع البكرة ثابتا وقدره .السكون 

rad/s2 أوجدف ،عقارب الساعة لاتجاه وموافقا 
سرعة النتقال و الامقدار  بعد مضي خمس ثوانٍ 

 . Bو  Aكل من الثقلين لتسارع الو 
 :الجواب 

SA = 5 m  ;     vvvvAAAA = 2 m/s (↓) ;  aAAAA= 0.4 m/s2(↓) 
SB = 10 m  ;    vvvvBBBB = 4 m/s (↓) ; aBBBB= 0.8 m/s2 (↓) 

 
   ) :2(مسألة رقم 

يبين الشكل المرافق زوج من المسننات 
إذا كان المسنن .الواقعة في حالة تعشيق 

A  دوران ل في الاتجاه المعاكسيدور
 بسرعة مقدارها عقارب الساعة 

340rad/s مقداره  وبتسارع
120rad/s2 عندئذ ما يلي  أوجدف:  

 .بين المسننين p سرعة نقطة التماس  .1

  . Bمسنن السرعة الزاوية والتسارع الزاوي لل .2
 :الجواب 

VVVVpppp = 61.2 m/s (↓) ;  ωωωωBBBB  = 510  rad/s(↷)  ;  αB= 180  rad/s2(↷) 

 



 

214 
 

  ) :3(مسألة رقم 

 A يوضح الشكل مجموعة تتضمن عجلة مركزها

يتحرك  B وجسم منزلق  ABوذراع توصيل
بفرض أن العجلة تتدحرج  .داخل دليل شاقولي

  ω = 2 rad/s انزلاق بسرعة زاوية مقدارها بلا

وفق  α  = 5 rad/s2وبتسارع زاوي مقـــداره 
في الوضع  أوجد. الاتجاه المبين في الشكل 

  :أن اً علم، Bالمبين سرعة وتسارع الجسم المنزلق 
R = 20 cm  ;   L = 60 cm ;  θ = 60°  

  .بمثابة قطب  Aتؤخذ النقطة : ملاحظة 
 :الجواب 

vvvvBBBB = 0.23 m/s( ↓)  ;     aBBBB = 1 m/s2( ↓) 
 

   ) :4(رقم مسألة 

 Oحول النقطة  OAيدور عمود المرفق 
دوران ل في الاتجاه المعاكسدوراناً منتظماً 

ها وبسرعة زاوية مقدار عقارب الساعة 
10rad/s كما هو موضح في الشكل 

 افي اللحظة التي تكون فيه أوجد . ااور
= 60° θ   ما يلي:  

 . Bسرعة المكبس  •
 .B  تسارع المكبس •

 .بمثابة قطب  Aتؤخذ النقطة : ملاحظة 
 :الجواب 

 vvvvBBBB = 2.55 m/s (↑)  ;     aBBBB = 8.31 m/s2 (↓) 
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  ) :5(مسألة رقم 

 في الشكل عجلة الموضحةالدور ت
دوراناً منتظماً  Oحول النقطة  ااور

 .ω=14 rad/s مقدارها  بسرعة زاوية
الوتر امتداد  علىP  لقةالح وتتحرك

AB  مقدارها ثابتةبسرعة خطية 
1.2m/s.في الوضع المبين ما  أوجد

  :يلي 
 . P المطلقة للحلقة سرعةال •
 . P المطلق للحلقة التسارع •

 :الجواب 
 Vpppp = 3.1 m/s   ;     ap = 36.72  m/s2  

  

   ) :6(مسألة رقم 

 OP (robot arm) الذراع الآلي يدور

 ω=0.8 قدرها بسرعة زاوية منتظمة 

rad/s  في الاتجاه المعاكس لدوران عقارب
يتحرك الرأس  نفسهوفي الوقت  .الساعة 
خطية  بسرعة باتجاه الأعلى Pالقابض 

سرعة  أوجد .vr =1.2 m/s ثابتة قدرها 
        .لوضع المبينفي ا هالرأس القابض وتسارع

 :الجواب 
Vpppp = 1.29  m/s   ;     ap = 1.96  m/s2  
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   ) :7(مسألة رقم 

بسرعة زاوية  zيدور قرص دائري حول محوره 
في الاتجاه المعاكس rad/s 20  منتظمة تساوي

تدور  نفسهوفي الوقت . لدوران عقارب الساعة 
بسرعة  xاموعة بأكملها حول المحور الثابت 

في الاتجاه المعاكس  rad/s 10زاوية منتظمة 
سرعة  أوجد. لدوران عقارب الساعة أيضاً 

 .التي تقع على محيط القرص  Pة وتسارع النقط
 :الجواب 

Vp = - 4.4j  m/s   ;  ap = 48i - 68k  m/s2  

 
   ) :8(مسألة رقم 

 yحول محوره  OPالذراع الآلي  يدور
  بسرعة زاوية منتظمة تساوي

ω2=8rad/s  في الاتجاه المعاكس
وفي الوقت  .لدوران عقارب الساعة 

بأكمله حول المحور  الهيكل يدور نفسه
z زاوية بسرعة  ω1=4rad/s  

 α1=3 rad/s2وبتســارع زاوي مقداره 
للوضع  أوجد .وفق الاتجاهات الموضحة

   .  Pالمبين  سرعة وتسارع الرأس القابض 
 :الجواب 

Vp = 2.8j-5.6k  m/s  ,  ap = -56i+2.1j   m/s2  
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  الثالث الباب

  علم التحريك
KINETICS 

  

  :يتضمن هذا القسم       

 .مات المادية يْ سَ لجُ ا تحريك:  التاسعالفصل  •
• CHAPTER 9 : Kinetics of Particles 

 .لأجسام الصلبة ا تحريك:  العاشرالفصل  •
• CHAPTER 10 : Kinetics of Rigid Bodies 

 . تطبيقات خاصة:  الحادي عشرالفصل  •
• CHAPTER 11 : Special Applications 
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طريقة القوة والتسارع

Force and Acceleration Method

طريقة العمل والطاقة

Work and Energy Method

طريقة الدفع وكمية الحركة

Impulse and Momentum Method

  يعتمد علم التحريك في حل المسائل 
 :الآتية  الثلاث
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طريقة القوة والتسارع -  (1)

Force and Acceleration Method

طريقة العمل والطاقة - (2)

Work and Energy Method

طريقة الدفع وكمية الحركة -  (3)

Impulse and Momentum Method

يعتمد علم التحريك في حل المسائل 
الثلاث على الطرق
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التاسعالفصل   

  المادية ماتيْ جُسَ لا تحريك
KINETICS OF PARTICLES 

  

  

  

  

  

هو القسم الذي يبحث في قوانين حركة  (Kinetics)علم التحريك :  تمهيد 
 أن،  الأجسامالتي نفذت على حركة  التجاربتبين  . تحت تأثير القوى المختلفة الأجسام

هناك . بصورة أساسية فيه المؤثرةالقوى على بوجه عام على كتلته و  تتوقفحركة الجسم 
  : وهي التحريكعلم لحل مسائل  طرق ثلاث
 .والمعروف بالقانون الثاني لنيوتن، التطبيق المباشر للقانون الأساسي في التحريك •
 .   (Work and Energy)  والطاقة العملطريقة  •
 .  (Impulse and Momentum)ة وكمية الحرك طريقة الدفع •

 في حل المسائل التي تم فيها اهتماماً  الطريقة الأولىستخدم ت ،وعلى وجه العموم 
في المسائل التي تم فيها  الطريقة الثانيةستخدم تبينما  .تسارع الحركة بدراسة  خاصاً 

الثالثة الطريقة  أما.  مع صرف النظر عن حساب التسارع بدراسة السرعة والانتقال
  . السرعة والزمن في حل المسائل التي تم فيها بدراسة ستخدمفت

 .(Basic Law of Kinetics)القانون الأساسي في التحريك  9-1

 .(Principle of Work and Energy)مبدأ العمل والطاقة  9-2

 .(Principle of Impulse and Momentum)مبدأ الدفع وكمية الحركة  9-3

 . العلاقة بين عزم كمية الحركة وعزم القوة 9-4
(Relation Between Angular Momentum and Moment of a Force) . 

 .(Power and Efficiency)الاستطاعة والمردود  9-5
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  : (Basic Law of Kinetics)القانون الأساسي في التحريك  9-1

  : في نوعين من المسائلالقانون هذا عند استخدام  يبحث علم التحريك

a(  لم يكن التسارع  وإذا . عندما يكون التسارع معلوماً المؤثرة في الجسم تعيين القوى
المعادلات المستنتجة في علم حينئذ يمكن حساب التسارع بموجب ، معطى مباشرة 

 .الحركة 
b(  ةكون القوى المؤثرة في الجسم معلومتتعيين التسارع عندما  . 

  : (Rectilinear Motion) الحركة الخطية المستقيمة

كما هو  F∑يتحرك في مسار مستقيم  تحت تأثير القوى المطبقة  Pبفرض أن الجسيم 
 .  x  بالإحداثيةعلى المسار  Pفي هذه الحالة يتعين موضع ).1- 9(مبين في الشكل

 
  )1-9(الشكل

 F∑إلى القانون الأساسي في التحريك يمكن تحديد العلاقة بين مجموع القوى  واستناداً 

  :كما يلي   xوالموضع 

                 ∑� = �� = ��	
�
� = �	�                                (1) 

ويمكن حل .وتسمى هذه المعادلة بالمعادلة التفاضلية لحركة الجسيم في خط مستقيم 
 هذه المعادلة لكل مسالة مفروضة بعد توضيح صورة طرفها الأيسر الذي يعتمد على

وفي حل مسائل الحركة الخطية المستقيمة لجسم  .القوى المؤثرة في الجسيم المدروس  طبيعة
  : الآتيةاتباع الخطوات  ينبغي،  بحبال مثلاً  معاً موصولة واحد حر أو موعة أجسام 
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ظهر جميع القوى التي يخضع لأا تُ  هذه الخطوة هامة جداً :  رسم مخطط الجسم الحر �
فيجب  ، كان الجسم يتحرك على سطح استناد خشن  وإذا. لها الجسم المدروس 

بعكس  بين الجسم وسطح الاستناد بحيث تؤثر في منطقة التماسقوة  إضافةعندئذ 
 :وتتعين بالعلاقة   Fحتكاك الحركي الاقوة القوة ب هذه تدعى .اتجاه حركة الجسم

                       � = ���                                         (2) 
  :حيث 

µk –  ُي عامل الاحتكاك الحركم (Coefficient of kinetic friction).  

N – رد الفعل الناظمي لسطح الاستناد .  

في هذه الحالة نقوم بإسقاط طرفي القانون : في التحريك  الأساسيتطبيق القانون  �
 .المفروض  الإحداثياتالمذكور على محور 

جل حساب موضع أالمعادلات المستنتجة في علم الحركة من  إلى عند الضرورة الرجوع  �
والتي تشمل معادلات حالتي التسارع الثابت والمتغير مع الزمن ، الجسم أو سرعته 

 : الآتية

 :لدينا في حالة التسارع المتغير مع الزمن 

� = ��
�
    ;  � = ��

�
  

 : لدينا الثابتفي حالة التسارع و 
� = �� + �
                       

� = �� + ��
 + �
�  �
�    

�� = ��� + 2�(� − ��)       
  : الآتيةالملاحظة  إلى الإشارةولا بد من 
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متغيرة مع الزمن فهذا يعني  المفروض رة في الجسمثالمؤ مجموعة القوى  أوعندما تكون القوة 
مع الزمن كما هو الحال في  متغيراً  أيضاً التسارع الذي يكتسبه ذلك الجسم سيكون  أن

 ولا تتغيرثابتة في الجسم أو مجموعة القوى المؤثرة وبالمقابل عندما تكون القوة ) . 1(المثال 
كما هو   ثابتاً  أيضاً التسارع الذي يكتسبه ذلك الجسم سيكون  أنمع الزمن فهذا يعني 

  .الأمثلة  بقيةالحال في 

  )1(رقم مثال 

تخضع هذه العربة لتاثير قوة . حركتها من السكون  12kgتبدأ عربة صغيرة كتلتها 
. النيوتن والزمن بالثانيةوحدة ب حيث القوة P = 1.5t2: للعلاقة  فقية تتغير مع الزمن تبعاً أ

  .من بدء الحركة  sec 6بعد  هاتسارعوسرعتها و  xموضع العربة احسب 

 
 الحل : ...................................................................

  :الموافق لاتجاه حركة العربة  xنطبق القانون الأساسي في التحريك في اتجاه المحور 
∑� = �� 
� = 12� 

1.5
� = 12�      ⇒ � = 1.5
�
12  

1.5
� = 12 ��
�
       ⇒ � 1.5
��

�
�
 = � 12

 

�
�� 
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0.5
" = 12�      ⇒ � = 0.5
"
12 = 9 �/� 

� = �	
�
  = 
"

24     ⇒ 

� �	
&

�
= � 
"

24
�

�
�
    ⇒  	 = 
'

96 

	 = 13.5 � 
  )2(رقم مثال 

القوة  أوجد.على سطح أفقي خشن كما هو مبين في الشكل 80kgيرتكز صندوق كتلته 
P  2.5الضرورية لتحريك هذا الصندوق بتسارع مقداره m/s2  . بفرض أن معامل

  . 0.25الاحتكاك الحركي بين الصندوق وسطح الاستناد يساوي 

  
 الحل : ...................................................................

واضح أن هذا . كما هو مبين في الشكل   Aمخطط الجسم الحر للصندوق نرسم 
 سطح الاستناد الناظمي لفعل الورد  ، Wالوزن : الصندوق يخضع لتأثير أربع قوى وهي 

NA  ، وقوة الاحتكاك F=0.25NA،  القوة الخارجية وP .  وبتطبيق القانون الاساسي
  :  xمع ملاحظة أن الصندوق يتحرك فقط في الاتجاه الأفقي الموافق للمحور في التحريك 

 ∑�& = ��    
   �*+� 30° − 0.25�- = 80 × 2.5      (1)    

∑�0 = 0           
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�- − � �12 30° − 784    = 0            (2)  
  : الآتية القوة المطلوبة (2)و (1)ينتج بالحل المشترك للمعادلتين 

    � = 534 �  
  )3(رقم مثال 

 ربطيُ  كما.  50kgالكتلة ذي  Bالجسم  على 25kg الكتلةذو  Aالجسم كز يرت
 احسب .المرافقكما هو موضح في الشكل  على بكرة ثابتة يمرحبل  بمساعدة انالجسم

أن  علماً . 410N مقدارها Pقوة أفقية عند تطبيق  انالجسمالذي  يكتسبه  التسارع
 .  μk = 0.2لجميع السطوح المتلامسة هو  الحركيمعامل الاحتكاك 

 
 الحل : ...................................................................

بتطبيق القانون .B و A الشكل مخطط الجسم الحر لكل من الجسمين يبين : A الجسم
 :  إلى اليمين يتحرك سوف  Aالجسم مع ملاحظة أن ساسي في التحريك الأ

Ʃ F8 = 0 ⇒   �� − 245 = 0    ⇒  �� = 245 � 
Ʃ F9 = ma ⇒   < − 0.2�� = 25�     

  < − 49 = 25�              (1)  
الجسم سوف مع ملاحظة أن هذا بتطبيق القانون الاساسي في التحريك  : B الجسم
 :   اليسارإلى يتحرك 

Ʃ F8 = 0 ⇒   �� − �� − 490 = 0    ⇒  �� = 735 � 
Ʃ F9 = ma ⇒   410 − < − 0.2�� − 0.2�� = 50�     

214 − < = 50�                 (2)   



  
 

225 
 

  : الآتي التسارع المطلوب (2)و (1)ينتج بالحل المشترك للمعادلتين 
    � = 2.2 �/��   

  )4(رقم مثال 

على تنزلق  m=2kgحلقة كتلتها 
ملس كما هو مبين في أعمود شاقولي 

ذا كان طول النابض الحر المربوط إ. الشكل
وكان ثابت النابض ،  2mبالكتلة يساوي 

k=30N/m  ،العمودرد فعل  أوجدف  
تسارع الحلقة بعد هبوطها من وكذلك 

 .  1.5mحالة السكون بمقدار 

 الحل : ...................................................................

مخطط الجسم الحر للحلقة كما هو مبين في نرسم 
واضح أن هذه الحلقة تخضع لتأثير ثلاث قوى . الشكل 

وقوة النابض ،  Nc  العمودورد فعل  ، Wالوزن : وهي 
Fs  ًمع الاستطالة  التي تتناسب قيمتها طرداs  ،  وتحسب

  : كما يلي 

�= = >� = 30(2.5 − 2) = 15 N 
مع ملاحظة أن الحلقة تتحرك فقط في الاتجاه وبتطبيق القانون الاساسي في التحريك 

 : إذن .  yالشاقولي الموافق للمحور 
∑�& = 0           

�=*+�@ − NA  = 0  ⇒ NA = 15(0.8) = 12 N          
∑�0 = �� 

   B − �=�12@ = 2�           
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  :وبالتعويض نجد 
   19.6 − 15 (0.6) = 2�  ⇒  � = 5.3 �/��         

  )5(رقم مثال 

 إذا. على وبتسارع ثابت حركته من السكون للأ أيبد 500kgمصعد كهربائي كتلته 
احسب  5mقطع مسافة مقدارها  أنبعد  2m/sبلغت قد  ة هذا المصعدعلمت ان سرع

   .هذه الحركة المتسارعة بانتظام أثناءالشد في الكبل في 

  

 الحل : ...................................................................

  :نكتب  أنيمكن  إذنالمصعد يتحرك بتسارع ثابت  أنّ بما 

 �� = ��� + 2�(� − ��)         
  :بالتعويض نجد 

 2� = 0 + 2�(5)       ⇒ � = 0.4 �/��        
ثم نطبق القانون الأساسي ، نرسم مخطط الجسم الحر للمصعد كما هو مبين في الشكل 

  :الموافق لاتجاه حركة الصعود y في اتجاه المحور الشاقوليفي التحريك 
∑� = �� 

3< − B = �� 
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3< − 500(9.8) = 500(0.4) 
< = 1700 � 

  )6(رقم مثال 

 تسارع كل من   أوجد. اموعة الموضحة في الشكل حركتها من السكون  تبدأ 
 .وكذلك قوة الشد في الحبل  Bو Aكتلتين ال

 
 الحل : ...................................................................

كما    الكتلتين  الموضع لكل من احداثيةنختار خط البداية المرجعي ثم نحدد اتجاه تزايد 
 بقية فقط بينما تبقى sB و sA انتحداثيالاتغير تخلال حركة الجملة . هو مبين في الشكل

 :فإنّ ثابت  Lطول الحبل  أنّ وبما ، (constant)جزاء الحبل ثابتة أ
C = 2�- + �D + *+2�
�2
 

  : ينتج مرتين بإجراء تفاضل هذه العلاقة
2�E + �F = 0 ⇒  2�E = −�F           (1) 

القانون الأساسي  بتطبيقو ، الموضح في الشكل  بناء على مخطط الجسم الحر  : Aالكتلة 
  : نجدفي التحريك 

+↓  ∑�0 = ��0      ⇒      980 − 2< = 100�E         (2) 
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وبتطبيق القانون الأساسي ، بناء على مخطط الجسم الحر الموضح في الشكل   : Bالكتلة 
  :في التحريك نجد 

+↓  ∑�0 = ��0       ⇒      196 − < = 20�F          (3) 
  :ينتج بحل المعادلات الثلاث ما يلي 

< = 327 �   ;       �E = 3.27m/s� ;      �F = −6.53 m/s�     
المبين في الاتجاه الافتراضي بعكس  aBلتسارع الفعلي لتجاه الا أن إلىالسالب تشير  إشارة

 بينما الأعلىباتجاه  B كتلةالحركة سوف تتسارع  آخروبمعنى . مخطط الجسم الحر 
 . الأسفلباتجاه  Aتتسارع حركة الكتلة 

  )7(رقم مثال 

تسارع كل من    أوجد. اموعة الموضحة في الشكل حركتها من السكون  أتبد
علماً أن معامل الاحتكاك الحركي بين  .وكذلك قوة الشد في الحبل  Bو Aالكتلتين 

 .  μk = 0.5وسطح المستوي المائل هو  Bالكتلة 

 
 الحل : ...................................................................

كما هو مبين في    Bو Aالكتلتين   لكل من المناسبنختار خط البداية المرجعي 
جزاء الحبل أ بقية فقط بينما تبقى sB و sA انحداثيالاخلال حركة الجملة يتغير . الشكل
 :فإنّ ثابت  Lطول الحبل  أنّ وبما ، (constant)ثابتة 

C = �- + 2�D + *+2�
�2
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  : ينتج بالنسبة للزمن بإجراء تفاضل هذه العلاقة مرتين
�E + 2�F = 0 ⇒  �E = −2�F           (1) 

  :بناء على مخطط الجسم الحر وبتطبيق القانون الأساسي في التحريك نجد   : Aالكتلة 
+↓  ∑�0 = ��0    ⇒    1225 − < = 125�E    (2) 

وبتطبيق القانون الأساسي ، بناء على مخطط الجسم الحر الموضح في الشكل   : Bالكتلة 
 :في الاتجاه الموازي للمستوي المائل فقط  تتحرك B  الكتلة أنّ مع ملاحظة في التحريك 

∑�0 = 0           
�D − 1960 *+� 30° = 0     ⇒  �D = 1697 �    

∑�& = ��&     
0.5(1697) − 2< + 1960 �12 30° = 200�F       (3) 

  : (3)و (2)و (1) لمعادلات الثلاثالمشترك لل الحينتج ب
  �E = 1.77m/s� ;    �F = −0.89 m/s�   ;   < = 1004 �  

بعكس الاتجاه الافتراضي المبين في  aBالاتجاه الفعلي للتسارع  أنّ  إلىالسالب تشير  إشارة
 بينما الأعلىباتجاه  Bسوف تتسارع حركة الكتلة  آخروبمعنى . مخطط الجسم الحر 
 . الأسفلباتجاه  Aتتسارع حركة الكتلة 

  : )linear Motion)Curvi الحركة الخطية المنحنية

القانون الأساسي الحركة على هذا النوع من تعتمد الدراسة التحريكية للجسيمات في 
 p نفرض جسيماً . وعلى نوع جملة الإحداثيات المناسبة للمسألة المطروحة، في التحريك 

نسقط طرفي ). 2- 9(كما هو مبين في الشكل  F1 و F1 و F1يتحرك تحت تأثير القوى 
فنحصل عندئذ على ، القانون الأساسي في التحريك على جملة المحاور الإحداثية المختارة 

إن مسقطي القانون الأساسي في التحريك على .  معادلات الحركة الضرورية لحل المسألة 
 : الآتيجملة المحاور الإحداثية الديكارتية هما على النحو 
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 )2-9(الشكل

             ∑�& = ��&    ;   ∑�0 = ��0                     (3)  
ويكون مسقطا القانون الأساسي في التحريك على جملة المحاور المماسية والناظمية على 

  : الآتيالنحو 
          ∑�� = ���   ;  ∑�I = ��I                         (4) 

   :حيث 

�� = �J   ;   � =  K @J     ;   �I =   ��
K    

بينما يكون مسقطا القانون الأساسي في التحريك على جملة المحاور القطبية على النحو 
  : الآتي

                    ∑�L = ��L  ;    ∑�M = ��M                       (5) 

:حيث    

�L = N� − N@J �    ;     �M = N@� + 2NJ@J  
  )8(رقم مثال 

في مستو شاقولي كما هو و كبل رافعة على مسار دائري   بمساعدةالمعلقة  Pتتحرك الكرة 
قوة الشد في  وكانت،  kg 600كانت كتلة هذه الكرة تساوي   إذا.مبين في الشكل 

في وتسارعها  سرعة الكرةفاحسب ،   kN 9تساوي °30 للزاويةالموافق في الموضع الكبل 
   .الموضعهذا 
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 الحل : ...................................................................

باستخدام جملة . الموضع المفروضيبين الشكل مخطط الجسم الحر للكرة عندما تكون في 
مركبتي  يمكن تعيين في التحريك الأساسيالمماسية والناظمية وبتطبيق القانون  الإحداثيات

والتي تتحرك على مسار دائري نصف قطره  للكرة an والناظمية atالتسارع المماسية 
=12mρ.  

  :للكرة التسارع المماسي 
∑�� = ���     

�O �12 30° = ���     
�� = O �12 30° = 9.8(0.5) = 4.9 �/��     

  : للكرة الناظميالتسارع 
∑�I = ��I    

< − �O cos 30° = ��I    
9000 − 600(9.8) cos 30° = 600�I    

�I = 6.51 �/��    
   :سرعة الكرة 

�I = ��
K  ⇒    �� = K�I = 12 × 6.51 

� = ± 8.84 �
�   

.سفل للأللأعلى أو  كونيقد  اتجاه سرعة الكرة أنّ النتيجة تشير إلى   
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في الفصل  كما سبق القول : (Dynamic equilibrium) التوازن الديناميكي

بعد إضافة قوة باستطاعتنا تحويل القانون الأساسي في التحريك إلى معادلة توازن ،الأول
وللحصول . القوى الحقيقية المؤثرة في الجسم المدروس مجموع إلى (ma -)ة وهميالعطالة ال

ثم ننقل الطرف الأيمن من هذا ، الأساسي في التحريك  نكتب القانون هذه المعادلةعلى 
 : إلى الطرف الأيسر فينتج القانون

    S T = �U        ⇒     S T − �U = V                        
تبينّ هذه المعادلة بأنه لو أثرّت في الجسم قوة معاكسة لاتجاه تسارعه لتوازن توازناً 

الواقع تحت تأثير  Pفإنه لدراسة حركة الجسيم  المرافق  وبالانتقال إلى الشكل .ديناميكياً 
نستطيع باستخدام مبدأ التوازن الديناميكي من جهة وباستخدام جملة ، عدة قوى 

  : كتابة المعادلة السابقة على النحو الآتي، ناظمية من جهة أخرى –إحداثيات مماسية 

          ∑TW − �UW = V   ;     ∑TX − �UX = V           

  
الأولى : أن قوة العطالة تتألف من مُركبتين ،  الشكلكما هو مبين في ،نلاحظ هنا 

تعُبر المركبة المماسية عن  في هذه الحالة.  (man -)والثانية ناظمية  (mat -) مماسية 
والتي تسمى بالقوة ، بينما تعُبر المركبة الناظمية ، ممانعة الجسم لأي تغيير في سرعته 

ويستخدم مبدأ التوازن .عن ميل الجسم للانحراف والخروج عن مساره المنحني ، النابذة
  .الديناميكي عادة في الدراسة المتقدمة لعلم التحريك 
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  : (Principle of Work and Energy)مبدأ العمل والطاقة  9-2

. هو المقدار الذي يحدد تأثير القوة الواقع على الجسم عند إزاحة معينة : العمل 
، جداً  الموافق لانتقال صغير dU التفاضلي حساب العمل ولحساب هذا العمل ينبغي أولاً 

 معينةالناتج عن انتقال الجسم لمسافة  U الفعلي ثم بعد ذلك يجري حساب العمل
(finite displacement)  ، وذلك

 .بإجراء التكامل الرياضي المناسب
 P نتصور جسماً  dUلحساب العمل  

بحيث تؤدي إلى  Fيخضع لتأثير قوة ما 
 صغيراً  انتقاله من موضعه الابتدائي انتقالاً 

كما هو مبين في  drبالشعاع   ممثلاً 
رمزنا لطول شعاع  إذاف). 3- 9(الشكل

هي الزاوية  α وكانت،  dsبالرمز   drالانتقال  
عندئذ يتحدد العمل المذكور كحاصل الجداء ،   المحصورة بين شعاع القوة وشعاع الانتقال

  :لشعاعي القوة والانتقال وفق العلاقة  )الداخلي، مي السُل ( العددي
             �Y = T. �Z = � �� *+�[                          (6) 

  : الآتيةمور تبين هذه العلاقة الأ 
 حاصل الجداء العددي لشعاعين هو مقدار عددي نّ عمل القوة هو مقدار عددي لأ •

  .الدوليةوحدة قياس العمل في جملة الوحدات  (Joule)ويعد الجول ) . غير شعاعي(
 . حادة αذا كانت الزاوية إ يكون عمل القوة موجباً  •
  . منفرجة αكانت الزاوية   إذا سالباً يكون عمل القوة و  •
كانت القوة متجهة   إذا أي ،قائمة  αكانت الزاوية   إذاللصفر  مساوياً  العمل يكونو  •

  .ال قالانت منحى على عمودياً 

  )3-9(الشكل
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ي انتقال حقيقي أفي  المبذول Uن اجراء التكامل الرياضي للعلاقة السابقة يعطي العمل إ
و مسار أثناء حركته على مسار مستقيم أفي ،  p2الموضع  إلى p1للجسم من الموضع 

نكتب معادلة العمل على النحو  أنولهذا يمكن  .وذلك كما هو مبين في الشكل  منحن
  : الآتي

                       Y�\� = � T. �Z
]^

]_
                                      (7) 

كما هو مبين في   عندما يتحرك الجسم على مسار مستقيم وذلك تحت تأثير قوة ثابتة مثلاً 
  : الآتيةعمل هذه القوة يحسب بالعلاقة  فإنّ ، ) 4- 9(الشكل

        Y�\� = � (� *+�[) ��
=^

=_
=  (� *+�[) ∆�          (8) 

 . مسافة انتقال الجسم -  ∆s:  حيث

  
  )4-9(الشكل

على مسار منحن وذلك تحت ،  p2الموضع  إلى p1من الموضع ، عندما يتحرك جسم ما و 
  :عمل هذه القوة يحسب بالعلاقة فإنّ ،  السابق كما هو مبين في الشكل  Fتاثير القوة 

       Y�\� = � (� *+�[)
=^

=_
�� =  � ��

=^

=_
��                     (9) 
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 Fnالمركبة الناظمية  أنّ  إلىوتشير هذه العلاقة .  Fالمركبة المماسية للقوة  – Ft:  حيث
وباستخدام المركبات .ا عمودية على اتجاه الانتقال ي عمل لأألا تقوم بللقوة المذكورة 

  :لمعادلة العمل الآتيةللقوة والانتقال نحصل على الصورة التحليلية   الديكارتية المتعامدة

                   Y�\� = � (�a

]^

]_
�	 + �0�b)                    (10) 

  : أمثلة على حساب العمل

يتحرك من  Wالذي تؤثر فيه قوة الوزن  pالجسم  أنّ نفرض    : عمل قوة الوزن .1
محور  نختار .)5- 9(كما هو واضح في الشكل  p2الموضع  إلى p1الموضع 

معادلة  إلى وعندئذ نحصل استناداً ،  الأعلىنحو  متجهاً  yالاحداثيات الشاقولي 
  :العمل السابقة على 

   Y�\� = � (−B)
0^

0_

�b = −B(b� − b�) = −B∆b     (11) 

  
  )5-9(الشكل

 أنّ ومن هذه النتيجة نستنتج . يمثل مقدار الانتقال الشاقولي للجسم  –y∆:  حيث
ويكون العمل  ،لا يتوقف على شكل المسار الذي يتحرك عليه الجسم  عمل قوة الوزن

  .الأسفل إلىكانت حركة الجسم   إذا موجباً 
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واضح هو بالطرف الحر لنابض كما  تاً مثبّ  p جسماً  أنّ نفرض    : عمل قوة النابض .2
،  p2الموضع  إلى  p1دّ النابض من الموضع الابتدائي شُ  إذا). 6- 9(في الشكل
المتجهة بعكس  Fالجسم القوة المرنة للنابض  فيندئذ تؤثر فع،  xبمقدار  واستطال

 .جهة انتقال ذلك الجسم 

 
  )6-9(الشكل

 :نكتب  أنيمكن  إذنمع استطالة النابض  طرداً ناسب تمقدار هذه القوة ي أنّ وبما   
                        � = >	                                                 (12) 

ويساوي ،  N/mويقاس بوحدة  (Spring constant)ثابت النابض  هو k  حيث
يحسب العمل .  واحداً  تؤثر في النابض حتى يزداد طوله متراً  أنبالمقدار القوة التي يجب 

 الموضع الموافق إلى x1 = 0الذي تقوم به قوة النابض في ازاحة الجسم من الموضع الموافق 

x2 = x  بالعلاقة:  

Y�\� = � (−�)
&^

&_

�	 = �(−>	)
&

�
�	 = − 1

2 >	�              (13) 

 عمل قوة النابض يساوي نصف حاصل ضرب ثابت النابض بمربع استطالته فإنّ وهكذا 
.انضغاطه أو   
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  : معادلة العمل والطاقة
يخضع لتأثير القوة  mكتلته   نتصور جسماً 

F ،كما   مثلاً  حركة خطية منحنية ويتحرك
 أنّ وبما  .)7- 9(هو مبين في الشكل 

عمل القوة في الحركة الخطية المنحنية 
  Ftيساوي فقط إلى عمل مركبتها المماسية 

على القانون  إذن يمكن أن نكتب اعتماداً 
  :الأساسي في التحريك ما يلي 

�� = ��� = � ��
�
  

 : ولدينا من جهة أخرى 

 ��
�
 = ��

��
��
�
 = � ��

�� 

   :وبالتعويض نجد 

�� = �� ��
�� 

 : الآتيوتكتب هذه المعادلة على النحو 
��  �� = �� �� 

  : أنّ نجد ، الواقعتين على المسار p2و p1وبإجراء التكامل بين الحدين الموافقين للنقطتين 

� ��  ��
=^

=_
= � � � ��

 ^

 _
 

            � ��  ��
=^

=_
= 1

2 ���� − 1
2 ����                      (14) 

  )7-9(الشكل
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أما الطرف الأيمن فيمثل . يمثل الطرف الأيسر من هذه العبارة العمل الذي تقوم به القوة 
فإذا رمزنا . تغير الطاقة الحركية للجسم في أثناء انتقاله من موضع لآخر على مسار الحركة

  : الآتيعندئذ تكتب العلاقة الأخيرة على النحو  Tللطاقة الحركية بالرمز 
                  Y�\� = <� − <�                                    (15) 

تغير الطاقة الحركية للجسم يكافئ  أنّ وهي تنص على ، وهذه هي معادلة العمل والطاقة 
  .في أثناء حركته من موضع لآخر  عمل القوى المؤثرة في ذلك الجسم

  )9(رقم مثال 

 .الشخص المبين في الشكل  وذلك تحت تأثير قوة حركته من السكون Aيبدأ الصندوق 
 أوجدف،  0.2وسطح الاستناد يساوي الصندوق معامل الاحتكاك الحركي بين  كان  إذا

 .  m 10مسافة قدرها  سرعة الصندوق بعد أن يقطع

 
 الحل : ...................................................................

رد الفعل ثم نحسب ، كما هو مبين في الشكل  نرسم مخطط الجسم الحر للصندوق
  :  الآتية من المعادلة F وقوة الاحتكاك ،  NAالناظمي 

∑�0 = 0  ⇒  �- − 392 − 200 �1230° = 0 
�- = 492 �  ⇒ � = 0.2(492) = 98.4 � 

  :معادلة العمل والطاقة ثم نعوّض فنجد نكتب 

Y�\� = 1
2 ���� − 1

2 ���� 
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  : أنّ وبالتعويض ينتج 

(200 cos 30° − �)(c) = 1
2 ���� − 0 

(200 cos 30° − 98.4)(10) = 1
2 (40)��� 

  ⇒    � = 6.12 �/� 
  )10(رقم مثال 

تبدأ اموعة الموضحة في الشكل حركتها 
معامل الاحتكاك  كان  إذا .من السكون 

وسطح الاستناد  Aالحركي بين الكتلة 
باستخدام معادلة  أوجدف،  0.25يساوي 

   :ما يليالعمل والطاقة 
 تقطع أنبعد A سرعة الكتلة  .1

 . 2mمسافة قدرها 
 .قوة الشد في الحبل  .2

 الحل : ...................................................................

ثم نطبق ، كما هو مبين في الشكل   Bو  Aنرسم مخطط الجسم الحر لكل من الكتلتين 
 .معادلة العمل والطاقة 
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، هي قوة الاحتكاك  AF أنّ و ، هي رد الفعل الناظمي  AN أنّ بفرض :   Aالكتلة 
 mA = 200 kg   ;  WA = 200(9.8) = 1960 N    :لدينا  عندئذ يكون

NA= WA = 1960 N ;   FA= µk NA= 0.25(1962)=490 N  
  :معادلة العمل والطاقة ثم نعوّض فنجد نكتب 

Y�\� = 1
2 ���� − 1

2 ���� 

<(2) − 490(2) = 1
2 (200)�� − 0 

< − 490 = 50��                (1)         
 N 2940 = (9.8)300 = Akg   ;  W 300 = Am    :لدينا  :  Bالكتلة 
  : معادلة العمل والطاقةنكتب 

Y�\� = 1
2 ���� − 1

2 ���� 

2940(2) − <(2) = 1
2 (300)�� − 0 

2940 − < = 75��           (2) 
  :ما يلي إلى طرف نحصل على  طرفاً (2) و (1)بجمع المعادلتين 

 � = 4.43 �/�          < = 1470 � 
  )11(رقم مثال 

سيارة تتحرك على طريق مستقيم 
تبدأ . km/h 50بسرعة قدرها 

السيارة بسبب تشغيل المكابح 
. تتوقف  أن إلىبالتباطؤ والانزلاق 
 Sمسافة التوقف  والمطلوب كم تبلغ

  :تين الآتيفي الحالتين 
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 µk = 0.7معامل الاحتكاك سطح الطريق جاف وله  .1

 µk = 0.5معامل الاحتكاك سطح الطريق رطب وله  .2

 الحل : ...................................................................

 وتشمل الوزن ، والذي يبين جميع القوى المؤثرة فيها  نرسم مخطط الجسم الحر للسيارة

W،  رد الفعل الناظمي وN  ، وقوة الاحتكاكF .  

  N= W = mg ;   F = µk N = µk mg                   :لدينا 
  : معادلة العمل والطاقة ثم نعوّض فنجدنكتب 

Y�\� = 1
2 ���� − 1

2 ���� 

−(�)(c) = 0 − 1
2 ���� 

(f �O)(c) = 1
2 ����   ⇒     c = ���

2f g  
  :بالتعويض في حالة الحركة على طريق جاف 

c = 13.9�
2 × 0.7 × 9.8 = 14.1 � 

  :وبالتعويض في حالة الحركة على طريق رطب 

c = 13.9�
2 × 0.5 × 9.8 = 19.72 � 

  )12(رقم مثال 

معامل الاحتكاك الحركي  كان  إذا .يبدأ الجسم المنزلق المبين في الشكل حركته من السكون
إذا ،  القيمة القصوى لانضغاط النابض أوجدف،  0.6وسطح الاستناد يساوي الجسم بين 

 . 500N/mثابت هذا النابض يساوي  أنّ علمت 
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 الحل : ...................................................................

ورد الفعل  Wثم نحسب الوزن . نرسم مخطط الجسم الحر كما هو مبين في الشكل 
    : كما يلي  Ffوقوة الاحتكاك  ، N الناظمي

m = 2 kg   ;  W = 2 (9.8) = 19.6 N 
N= 19.6 cos45° = 13.86 N ;   

 Ff = 0.6 (13.86) = 8.32 N 
  : أنّ لذا نجد ، سرعة الجسم المفروض تنعدم عند انضغاط النابض إلى حده الأقصى  أنّ بما 

�� = �� = 0 

Y�\� = 1
2 ���� − 1

2 ���� = 0 

 Wيساوي مجموع الأعمال التي تقوم ا قوة الوزن  U1-2العمل الكلي  أنّ من الواضح 
  : أنّ أي .   Fsوقوة النابضFf وقوة الاحتكاك 

Y�\� = (B�1245 − Ff)(	 + 4) − 1
2 >	� 

(19.6 �1245° − 8.32)(	 + 4) − 1
2 (500)	� = 0 

(5.54)(	 + 4) − 250 	� = 0 
250 	� − 5.54	 − 22.2 = 0 

  : القيمة القصوى لانضغاط النابض أنّ بحل هذه المعادلة نجد 
	 = 0.31  � 
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 : (Principle of Impulse and Momentum) مبدأ الدفع وكمية الحركة 9-3
هو المقدار الشعاعي : )Impulse(الدفع 

الذي يحدد تأثير القوة الواقع على الجسم خلال 
) 8-9(الشكل إلى واستناداً .فترة زمنية معينة 

 Fية قوة لأ I1-2 دفعالحساب نستطيع  فإننا
  t2 حتى اللحظة t1خلال فترة تمتد من اللحظة 

  :  الآتيالتكامل الرياضي  باستخدام

           g�\� = � T �

�^

�_
        (16) 

ه يمكن حساب مقدار فإنّ وعند حل مسائل الأجسام الواقعة تحت تأثير قوى مستوية ، 
  :  الآتيوذلك على النحو ، الدفع بدلالة مسقطيه على جملة الإحداثيات الديكارتية 

      h& = � �&  �

�^

�_
    ;      h0 = � �0 �


�^

�_
                    (17)  

  :الآتيةفإننا نحصل على العلاقة ،  ثابتة بالمقدار والاتجاه Fوكحالة خاصة إذا كانت القوة 
                 g�\� =  T (
� − 
�) = T ∆
                   (18) 

الذي يساوي جداء كتلة  vmهي المقدار الشعاعي : )Momentum(كمية الحركة 
  . vشعاع السرعة  بنفس اتجاه mvويتجه الشعاع . الجسم بسرعته الخطية

 ، Fيتحرك تحت تأثير القوة  mكتلته   نتصور جسماً  : الدفع وكمية الحركةمعادلة 
إذن يمكن أن .  v2 تساوي  t2 وفي اللحظة  v1 تساوي t1وكانت سرعته في اللحظة 

  :على القانون الأساسي في التحريك ما يلي  نكتب اعتماداً 

T = �U = � �i
�
 = �

�
 (�i) 

  )8-9(الشكل
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  :ثم إجراء التكامل الرياضي فإننا نجد ،  dtبضرب طرفي هذه المعادلة بالزمن 

T �
 = �(�i)  ⇒ � T �

�^

�_
= � �(�i)

ij

ik
 

،   Fالناجم عن تأثير القوة  I1-2الطرف الأيسر من هذه العبارة يمثل الدفع  أنّ وبملاحظة 
  :  الآتيةعندئذ نحصل بعد حساب تكامل الطرف الأيمن على المعادلة 

           � T �

�^

�_
= �i� − �i�                                 (19) 

تغير كمية الحركة للجسم  أنّ وهي تنص على ، وهذه هي معادلة الدفع وكمية الحركة 
وينتج من هذه . وذلك خلال فترة زمنية معينة تساوي دفع القوى المؤثرة في هذا الجسم

كمية حركة الجسم   فإنّ  ه إذا كانت محصلة القوى المؤثرة في الجسم تساوي صفراً أنّ المعادلة 
، ة كمية الحرك   (conservation)وتسمى هذه النتيجة بمبدأ انحفاظ. تكون ثابتة 

  :الآتيويكتب على النحو 
                �i = *+2�
�2
                                       (20)  

حيث نقوم في . يستخدم هذا المبدأ عادة في حل المسائل المتعلقة بتصادم الأجسام المرنة 
ومن .زمن الصدم قصير جداً  نهذه الحالة بإهمال الدفع الذي تسببه القوى الخارجية لأ

ما نستخدم عند حل المسائل مسقطي المعادلة الشعاعية السابقة  كثيراً فإننا  ، ناحية أخرى 
 :على محوري جملة الاحداثيات الديكارتية 

� �&  �

�^

�_
= �v�9 − �v�9 

� �0 �

�^

�_
= �v�8 − �v�8 
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  : القوة وعزمكمية الحركة  عزمالعلاقة بين  9-4
 Relation Between Angular Momentum and Moment of a Force 

 v تساويسرعته في أية لحظة وتكون ،  Fتحت تأثير القوة  mعندما يتحرك جسم كتلته 

الذي  mvكمية حركته تمثل بالشعاع   إنّ ف
 ينطبق حامله على حامل شعاع السرعة

 .) 9- 9(وذلك كما هو مبين في الشكل
  ، r هو pنفرض أن شعاع الموضع للجسم 

 للدلالة على عزم Hoفإذا استعملنا الرمز 
ستعملنا وا،  oكمية الحركة بالنسبة للمبدأ 

بالنسبة  Fالقوة  عزمعلى  للدلالة Mo الرمز
. القوة  عزم كمية الحركة و عندئذ يمكن أن نستنتج العلاقة بين عزم، إلى النقطة نفسها 

 :كمية الحركة بالعلاقة  يتعين عزمحيث 
                                    mn  = Z × mi                          (21)       

  :بالنسبة للزمن نحصل على  Hoوباشتقاق العزم 

 o
oW (mn)  = o

oW (Z × mi)        
 o

oW (mn)  = (i × mi) + (Z × mU)        
 mv و vفإننا نلاحظ أن الجداء الشعاعي للمقدارين ، إلى خواص الأشعة  واستناداً 

 Fالقوة  ونلاحظ من جهة أخرى أن عزم.  نفسه لهما الاتجاه نللصفر لأ يكون مساوياً 
  :المؤثرة في الجسم كما هو واضح في الشكل يتعين بالعلاقة 

   pn  = Z × T =  Z × mU     
 :عندئذ ينتج أن 

                  pn  = o
oW (mn)                             (22)       

  :ثم إجراء التكامل الرياضي فإننا نجد ،  dtبضرب طرفي هذه المعادلة بالزمن 

)9-9(الشكل  
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pn �
 = �mn 

� pn �

�^

�_
= � �mn

qr^

qr_
 

                    � pn �

�^

�_
= mVj − mVk                         (23) 

عزم   فإنّ  ه إذا كان عزم القوى المؤثرة حول نقطة ما يساوي صفراً أنوينتج من هذه المعادلة 
  :أي أن . بالمقدار والاتجاه  يكون ثابتاً  نفسها كمية حركة الجسم حول النقطة

      pn = V   ⇒  mn = *+2�
�2
                             (24)   
وهذه النتيجة ذات أهمية عملية كبيرة في دراسة ميكانيك الفضاء ولاسيما حركة الأقمار 

فقط وهي قوة  ففي هذه الحالة يتحرك القمر الصناعي تحت تأثير قوة مركزية. الصناعية 
. جذب الأرض  

  )13(رقم مثال 

. kg 1500يبين الشكل ااور سيارة كتلتها  

السيارة كانت تسير بسرعة  هذه أنعلمت  إذا
قوة   اثيرلتعندما خضعت  km/h 72قدرها 

والمطلوب ما .  F=6000 Nكبح مقدارها 
 هو الزمن الذي تحتاجه هذه السيارة حتى

  .التام التوقف 
 الحل : ..................................

  :معطيات المسألة لدينا من 

�� = 72
3.6  = 20 �/�     ;   �� = 0    
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  : معادلة الدفع وكمية الحركة ثم نعوّض فنجدنكتب 

S h�\� = ��� − ��� 
−(�)(
) = 0 − ���       

−(6000)(
) = 0 − 1500(20)       

 = 30000

6000 = 5 �s* 

  )14(رقم مثال 

حركته من السكون على سطح أفقي أملس  بتأثير قوة  kg 100يبدأ صندوق كتلته     
.  sec 10بعد مرور زمن قدره  أوجد. كما هو مبين في الشكل  N 150خارجية تساوي 

  :ما يلي
  .رد فعل سطح الاستناد .2        .سرعة الصندوق  .1

 
 الحل : ...................................................................

مخطط الجسم الحر الذي يضم جميع القوى المؤثرة في الصندوق كما هو مبين في نرسم 
معادلة الدفع وكمية الحركة مع ملاحظة أن الصندوق يتحرك فقط في وبتطبيق  .الشكل 

  :   xالاتجاه الأفقي الموافق للمحور 
 ∑h& = ��� − ���    

 :وبالتعويض نحصل على سرعة الصندوق المطلوبة 
   150 *+� 30°(10) = 100(��) − 0         

�� = 13 �/� 
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  : فعل سطح الاستناد  نحصل على رد yفي الاتجاه  معادلة الدفع وكمية الحركةوبتطبيق 
∑h0 = 0    

(�- − 980 − 150 sin 30°)10 = 0       
    �- = 1055 �  

  )15(رقم مثال 

بعد مضي زمن قدره   أوجد. اموعة الموضحة في الشكل حركتها من السكون  تبدأ 
5 sec  سرعة كل من الكتلتينA وB  وكذلك قوة الشد في الحبل. 

 
 الحل : ...................................................................

 الكتلتين العلاقة بين سرعتي  إن AوB  الآتيتكون على النحو : 

2�E + �F = 0 ⇒  2�E = −�F           (1) 
وبتطبيق معادلة الدفع ، بناء على مخطط الجسم الحر الموضح في الشكل   : Aالكتلة 

  :نجد  yفي اتجاه المحور الشاقولي  وكمية الحركة
+↓  ∑h0 = ��� − ���             

 : وبالتعويض نحصل على
(490 − 2<)(5) = 50�E            (2) 
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وبتطبيق معادلة الدفع ، الشكل بناء على مخطط الجسم الحر الموضح في   : Bالكتلة 
  :وكمية الحركة نجد 

+↓  ∑h0 = ��� − ���             
 : وبالتعويض نحصل على

(294 − <)(5) = 30�F            (2) 
  :ينتج بحل المعادلات الثلاث ما يلي 

< = 259 �   ;       �E = −2.9 m
s ;     �F = 5.8 m/s     

باتجاه  أي  sA بعكس تزايد vAالاتجاه الفعلي للسرعة  أن إلىالسالب  إشارةتشير 
  sB اتجاه هذه السرعة يوافق اتجاه تزايد أن  إلى vBالموجبة للسرعة  شارةوتدل الإ .الأعلى

  .الأسفلباتجاه  أي

  : (Power and Efficiency)الاستطاعة والمردود  9-5

هي ، أو بتعبير آخر  .نجاز العمل إهي سرعة  الاستطاعة : (Power)الاستطاعة 
هناك آلات تستطيع تنفيذ العمل الموكول ، وكما هو معلوم . المعدل الزمني لانجاز العمل  
وهناك آلات تحتاج فترة زمنية طويلة لتنفيذ العمل الموكول ، إليها في فترة زمنية قصيرة 

 : الآتيةعندما تقوم بعمل بالعلاقة  Fالناتجة عن قوة ما  P الاستطاعةتتحدد . إليها

                               � = �Y
�
 = T. �Z

�
                             (25)  
  : أن أي

                                      � = T. i                                    (26)  
الاستطاعة هي مقدار  أنالواضح من .  Fي سرعة النقطة التي تؤثر فيها القوة هv  حيث

وفي جملة الوحدات ،  (W)بوحدة الواط  الدوليةفي جملة الوحدات  وتقدر، عددي 
  : أنهذا مع العلم .  (hp)الانكليزية بوحدة الحصان 

1 W = 1 J/s = 1 N. m/s  
            1 hp = 746 W = 0.746 kW                      (27)  
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نسبة العمل المفيد إلى  هو: لآلة ما المردود الميكانيكي   : (Efficiency)المردود 
نسبة استطاعة الخرج  هو،  آخرأو بتعبير . نفسها العمل المبذول عليها خلال الفترة الزمنية

 عندئذ يحسب المردود. التي تحتاجها الآلة  (Pin)إلى استطاعة الدخل  (Pout)المفيدة 
  :بالعلاقة  ƞ (Eta) والذي يرمز له بالحرف

                              z = �{|�
�}I

                               (28)  
استطاعة من  تستهلك جزءاً آلة كل   نقل من الواحد لأأ المردود الميكانيكي دائماً  إن

  .الدخل للتغلب على قوى الاحتكاك المتولدة بين أجزائها المتحركة 

  )16(رقم مثال 

بمساعدة اموعة  وذلك m=25kgكتلته   Bبرفع ثقل  Mيقوم محرك كهربائي 
احسب في اللحظة التي  .الموضحة في الشكل 

 وتسارعه m/s 4 تكون فيها سرعة الثقل
6m/s2  ما يلي:   

 .التي يولدها المحرك الكهربائي  Tقوة الشد  .1
 اللازمة لرفع الثقل Poutالاستطاعة المفيدة  .2

 . بالسرعة المذكورة
هذا  بوساطةالمبذولة  Pinالاستطاعة الكلية  .3

   0.75مردود المحرك يساوي . المحرك 

 الحل : ...................................................................
 m=25 kg ; W=mg=25(9.8) =245 N       :لدينا  : قوة الشد

 yثم نطبق القانون الأساسي في التحريك في اتجاه المحور  للثقلنرسم مخطط الجسم الحر 
  : الثقلالموافق لاتجاه حركة 
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∑� = �� 
< − 245 = 25(6)     ⇒ < = 395 � 

:  الآتيةبالعلاقة تتعين هذه الاستطاعة   :  Pout الاستطاعة المفيدة
  �{|� = ~. i = 395 × 4 = 1580 W   

     :بالعلاقةتتحدد استطاعة الدخل هذه :  Pin الاستطاعة المبذولة

z = �{|�
�}I

 ⟹  �}I = 1
z  �{|�

= 1
0.75 (1580) = 2107B 

  :الانكليزية نجد  (hp)وباستخدام وحدة الحصان 

�}I = 2107
746  = 2.82 ℎ� 

 .(hp) الحصان بوحدةفي نظام الوحدات الانكليزي تقاس استطاعة المحرك  : ملاحظة

 كما هو الذي حدد قدرة هذا الحصان (J.Watt)الانكليزي  العالمهو معلوم فإن  وكما

 قدرة هذا الحصانإلى معطيات هذا الشكل يمكن تعيين  واستناداً  .هو واضح في الشكل 
  :باستخدام العلاقة الآتية 

 

1 ℎ� = 890 × 50.3
60 = 746 (B�

) = 0.746 >B     

 :وبالمقابل نجد 
1 >B = 1.34 ℎ�     
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  محلولةغير  مسائل
UNSOLVED  PROBLEMS 

 

   ) :1(مسألة رقم 
حركته من  kg 20يبدأ صندوق كتلته 

السكون على سطح مائل خشن كما هو 
سرعة هذا الصندوق  أوجد. مبين في الشكل

بفرض أن .  sec 5بعد مضي زمن قدره  
معامل الاحتكاك الحركي بين الصندوق 

  .0.25وسطح الاستناد يساوي 
      v  = 13.88 m/s      :الجواب 

   ) :2(مسألة رقم 
حركته من  أيبد 750kgمصعد كهربائي كتلته 

 أنعلمت  إذا. سفل وبتسارع ثابت السكون للأ
خلال  30mهذا المصعد قد قطع مسافة مقدارها 

احسب تسارع المصعد وكذلك الشد .  10secزمن 
  .هذه الحركة أثناءفي الكبل في 

  T =  2300 N     (↓) a  =  0.6 m/s2  ; :الجواب 

   ) :3(مسألة رقم 
تبدأ اموعة الموضحة في الشكل حركتها من 

 Aتسارع كل من  الكتلتين  أوجد. السكون 

   .وكذلك قوة الشد في الحبل  Bو
   (↓)T =  924 N     aB  =  3.64 m/s2  ; :الجواب 

;  aA  =  7.28 m/s2(→)  
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العاشرالفصل   

الصلبة الأجسامتحريك   
KINETICS OF RIGID BODIES 

 

 

 

 

  : (Basic Kinetic Concepts) في التحريك أساسية مفاهيم 10-1

عزم يدعى  الأول، تعتمد الدراسة التحريكية للأجسام الصلبة على مفهومين أساسيين 
  .العطالة والثاني يدعى مركز العطالة أو مركز كتلة الجسم 

  :  (Moment of Inertia) أو القصور الذاتي عزم العطالة -1

 فإنحركة انسحابية ،  F∑مجموعة من القوى  تأثيرتحت  عندما يتحرك الجسم الصلب
تعتمد على ،  (F = m a∑) حركته كما يدلنا على ذلك القانون الأساسي في التحريك

حركة دورانية  عندما يتحرك الجسم الصلبو  .وعلى القوى المؤثرة فيه  mكتلته الكلية 
كما هو مبين في   تتعلق حركته فإن،  M∑  القوى عزمها الكليمجموعة من  تأثيرتحت 

وذلك  بتوزيع كتل الجزيئات المكونة للجسم ،علاوة على ما سبق ، ) 1-10(الشكل
كما سنرى ، αدراسة الحركة لجسم يدور بتسارع زاوي  فإنولهذا  .بالنسبة لمحور الدوران

هو عزم العطالة  Iحيث .  M = I α∑:  الآتيسوف ترتكز على القانون ، فيما بعد 
 .عزم عطالة الجسم  الكتلي للجسم أو اختصاراً 

 .(Basic Kinetic Concepts) في التحريك أساسية مفاهيم 10-1

 . (Basic Kinetic Equations)المعادلات الأساسية في التحريك 10-2

 .(Principle of Work and Energy)مبدأ العمل والطاقة  10-3

 .(Principle of Impulse and Momentum) مبدأ الدفع وكمية الحركة  10-4
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 )1-10(الشكل 

للجسم نفس الدور الذي تؤديه  الحركة الدورانيةيؤدي عند  Iعزم العطالة  أنومن الواضح 
 مقياس درجة خمول الجسم هي mالكتلة  أنهذا يعني  .في الحركة الانسحابية  mالكتلة 

 مقياس درجة خمول الجسمهو  Iعزم العطالة  فإنوبالمقابل ،  الانتقالية وممانعته للحركة
 يمثل ما عزم العطالة لجسم حول محور فإن،  السابق الشكل إلى استناداً و . وممانعته للدوران

عندئذ . عن هذا المحور  riفي الجسم بمربع بعدها  mi جزيئةاموع الكلي لجداء كتلة كل 
   :نكتب  أنيمكن 

                    I = ∑ �����	 
�� = � 
��
�                     (1) 

هذا  فإنعند القيام بحل المسائل و  . kg.m2لعزم العطالة هي  الدوليةوحدة القياس  إن
  :تينالآتيبإحدى الطريقتين يحسب العزم 

 الأجسامم العطالة لبعض عزو علاقات  الذي يعطي) 1- 10( استخدام الجدول •
 ،المستطيلة والصفيحة،  الرقيق القرص :وتشمل  .بالنسبة للمحاور الإحداثية  الشائعة

 .والقضيب الرفيع ، والاسطوانة ، والكرة  ،ومتوازي المستطيلات
 بتطبيق وذلك ( Radius of Gyration) نصف قطر العطالة مفهوماستخدام  •

I                                   : الآتيةالعلاقة البسيطة  = ���                               (2)   
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، المذكور كما هو مبين في الشكل،  ويساوي هندسياً ، يمثل نصف قطر العطالة  kحيث 
الجسم حتى يساوي عزم  كاملعد محور الدوران عن النقطة التي يجب فيها تركيز كتلة  بُ 

  .العطالة لهذه النقطة وحدها عزم العطالة لكل الجسم 

 
 )1-10(الجدول
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  :  )Massof  Centre( ة الجسممركز كتل -2

  ركزعلى دراسة حركة م،  الحالات أكثرفي ، الصلب  للجسمتصر الدراسة التحريكية تق
 ،جملة كبيرة من الجزيئات المتماسكة  أنهنظرنا إلى الجسم الصلب على  فإذا . Gه كتلت

كل جزيئة من  أنوافترضنا 
 هاتالجسم كتل هذا جزيئات
 عنri  بمقدار وتبعد mi تساوي

 كمبدأ ملائمة نقطة ثابتة
 عندئذ يتحدد،  الإحداثيات

كما هو  G مركز الكتلةموضع 
) 2- 10(مبين في الشكل

 : الآتيةبالعلاقة 

            ��� = ∑ �� ����∑ �� = ∑ �� �����    ⇒                  (3)  
  ���� = � �� ���        

  :وبحساب المشتق الأول لهذه العلاقة ينتج 

����� = � �� ����      
  : أيضا لهذه العلاقة ينتج وبحساب المشتق الثاني

                              ������ = � �� �����                            (4)  
 ز في جزيئات الجسم بالرمالمؤثرة  رمزنا موع القوى وإذا ، على هذه النتيجة اعتماداً و 

∑Fi، هاالجسم كلّ  هذا بتطبيق القانون الأساسي في التحريك على جزيئات نجد فإننا :  

                    � ����� = � �� ����� = ������                     (5) 

 )2-10(الشكل              
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  :(Basic Kinetic Equations) تحريكال في الأساسية معادلاتال 10-2

الواقعة في مجموعة من القوى الخارجية  لتأثير يخضع اً صلب اً جسم )3-10(يظهر الشكل
   .αوبتسارع زاوي مقداره  ωبسرعة زاوية مقدارها  تحريكه إلىتؤدي والتي مستو واحد 

  
  )3-10(الشكل 

 عزوم القوىمجموع العلاقة التي تربط بين  إلىفي التحريك و  الأساسيالقانون  إلى استناداً و 
∑M  وعزم كمية الحركةH  تكتب  أنتحريك يمكن المعادلات  إنف ،للجسم الصلب

  : على النحو

                              � � = ���                              (6) 
                        � "� = 

# ($�)                          (7) 

  :حيث 

∑F–  مجموع القوى الخارجية المؤثرة في الجسم.  

m – كتلة الجسم.  

aG – تسارع مركز كتلة الجسم G.  

∑MG–  بالنسبة لمركز كتلة الجسم القوى عزوم مجموع.  
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HG –  ته بالنسبة لمركز كتل الجسم كةحر عزم كميةG .  إلىولاستنتاج معادلته ننظر 
فيتعين ،  nعددها  من الجزيئات المتماسكة كبيرة  جملة أنهعلى  نظرة الجسم الصلب

  :بالعلاقة  )3-10(كما هو موضح في الشكلعزم كمية الحركة للجسم كله  عندئذ 

                        $� = � �&
�

��	
× ���&                             (8) 

ة تلك سرع شعاع Vi و،  pi جزيئات الجسم ولتكن لإحدى الموضع هو شعاعri  حيث
 فإن وبتطبيق خواص الجداء الشعاعي.   ωri والتي تساويG  بالنسبة لمركز الكتلة الجزيئة

مستوي الحركة وله نفس جهة شعاع السرعة على هو شعاع عمودي  هذه العلاقة ناتج
  :أي أن  . ω الزاوية

$� = )� ��
�

��	

��* + 

 بالنسبة قوسين هو في الحقيقة عزم عطالة الجسم الصلبالنلاحظ هنا أن الحد الواقع بين 
لذا تصبح هذه العلاقة على  . xy والعمودي على المستوي G  من المركز للمحور المار

�$                              : الآتيالنحو  = ,+                                        (9)      
 التسارع هو ω الزاوية مشتق السرعة أنوملاحظة ، وباشتقاق هذه العلاقة بالنسبة للزمن 

  : أننجد  α الزاوي

                           

# ($�) = ,.                                (10) 
 :على  أخيراً في معادلة العزوم نحصل  المهمةهذه النتيجة وبتعويض 

                           � "� = ,.                                   (11) 
 . في دراسة تحريك الأجسام الصلبة هما المعادلتان الأساسيتان) 11( و )6( العلاقتين إن
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  : Translation(Equations of( حركة الانسحابيةمية لللّ السُ عادلات الم
 من  مجموعةتأثير تحت ،  مستقيمة مثلاً  انسحابية تكون حركة الجسم الصلب عندما

جميع نقاط الجسم سوف تتحرك  فإن،  )4-10(ارجية كما هو مبين في الشكلالخقوى ال
   . Gبنفس التسارع بما في ذلك مركز كتلة الجسم 

 
  )4-10(الشكل            

باستخدام جملة الإحداثيات و ،  وفي هذه الحالة يكون التسارع الزاوي للجسم معدوماً 
  : الآتيعلى النحو  تكتبمعادلات التحريك  فإن، المناسبة  الديكارتية

� 01 = �(2�)1 ;   � 04 = �(2�)4 ;   � 5� = 0      (12) 
  :حيث 

∑Fx– في اتجاه المحور  القوى الخارجية الجبري لمساقط موعاx .  

∑Fy–  موع الجبري لمساقط القوى الخارجية في اتجاه المحوراy .  

m – كتلة الجسم.  

(aG)x –  في اتجاه المحور  تسارع مركز كتلة الجسممسقطx .  

(aG)y –  اتجاه المحور في مسقط تسارع مركز كتلة الجسمy .  

∑MG–  مجموع عزوم القوى بالنسبة لمركز كتلة الجسم.  
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  : Rotation(Equations of( الدورانيةالمعادلات السُلّمية للحركة 
حول محور الجسم الصلب  يدور عندما
تحت تأثير O يمر من النقطة  ثابت

من  القوى الخارجية كما هو  مجموعة
جميع  فإن، ) 5-10(مبين في الشكل

ترسم مسارات دائرية تقع نقاط الجسم 
 .مراكزها على محور الدوران الثابت

وباستخدام جملة إحداثيات مماسية 

 إلى Gثم تحليل تسارع مركز الكتلة ، (t,n)وناظمية 
   :الآتيمعادلات التحريك تكتب على النحو  فإن،  ناظمي والآخر يمماسل الأو  تسارعين

                   � 06 = �(2�)6 = �
�7                      (13) 
                  � 0� = �(2�)� = �
�8�                   (14) 

                     � 5� = ,�7                                             (15)    
  :حيث 

∑Ft–   موع الجبري لمساقط القوى الخارجية في اتجاه المحوراt .  

∑Fn–   موع الجبري لمساقط القوى الخارجية في اتجاه المحوراn .  

m –   كتلة الجسم.  

(aG)t –  التسارع المماسي لمركز كتلة الجسم.  

(aG)n –  التسارع الناظمي لمركز كتلة الجسم.  

rG –   المسافة بين مركز الدورانO تلة الجسمومركز ك G  . 

ω–  لجسم السرعة الزاوية ل. 

  )5-10(الشكل            
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α–   التسارع الزاوي للجسم. 

∑MG–  العزم  إشارة نشير هنا إلى أن .مجموع عزوم القوى بالنسبة لمركز كتلة الجسم
  . αالاتجاه المفترض للتسارع الزاوي  اتفقت مع إذاتكون موجبة 

IG –   بالنسبة لمحور عمودي على مستوي الحركة ويمر من مركز كتلة  الجسمعزم عطالة
 . G الجسم

  : Gneral Plane Motion(Equations of( المستوية العامةلحركة امعادلات 
تحت ) انسحابية ودورانية في آن واحد(يتحرك الجسم الصلب حركة مستوية عامة  عندما

 نا نستطيعفإن،) 6-10(تأثير مجموعة من  القوى الخارجية كما هو مبين في الشكل
معادلات التحريك على النحو  نكتب أن باستخدام جملة الإحداثيات الديكارتية المناسبة

  : الآتي
  
  
  
  
  
  

 

� 01 = �(2�)1 ;                                                         (16) 

� 04 = �(2�)4 ;                                                         (17) 

� 5� = ,:7                                                         (18) 

 

  )6-10( الشكل           
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  )17(رقم مثال 

 kg 50كتلته   متجانس يرتكز صندوق
على سطح أفقي خشن كما هو مبين 

التسارع الذي يكتسبه  أوجد.في الشكل
 الأفقية القوة تأثيرهذا الصندوق نتيجة 

P  . بفرض أن معامل الاحتكاك الحركي
  . 0.2بين الصندوق وسطح الاستناد يساوي 

 الحل : ...................................................................
مخطط الجسم الحر الذي يضم نرسم 

جميع القوى المؤثرة في الصندوق كما هو 
مع ملاحظة أن رد ، مبين في الشكل 

ليس بالضرورة أن  NA الفعل الناظمي
 نلأ،  G يمر من مركز ثقل الصندوق

شدة الضغط في منطقة التماس تكون 
كبر في المقدمة مقارنة بالضغط في أ

  :نجد في التحريك  ةساسيلأا المعادلات قيطبوبت . المؤخرة

� 01 = �(2�)1   ⇒  600 − 0.2=> = 50 2� … … (1) 
∑ 04 = �(2�)4   ⇒  => − 490 = 0 … … (2)  

� 5� = 0 ⇒  −600(0.3) + =>(A) − 0.2=>(0.5) = 0 … (3) 
<=      : المعادلات الثلاثهذه ل ينتج بح = 490 =      2: = 10 �/C�      A = 0.47 �  
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  )18(رقم مثال 

 ونصف قطر  kg 60ها تااور بكرة كتل يبين الشكل
 على محيط هذه البكرة يلتف.  k=0.25 mعطالتها 

 التسارع أوجد.  kg 20حبل في ايته الحرة حمل كتلته 
  .الحمل عند هبوط الزاوي للبكرة 

 .......................: .................. الحل 

  Cوالبكرة  Aلكل من الحمل مخطط الجسم الحر نرسم 
ثم نحسب عزم عطالة البكرة كما ، كما هو مبين في الشكل 

ID  :يلي  = ��� = 60(0.25)�
= 3.75  �E. �� 

في التحريك على كل من البكرة  الأساسيةثم نطبق المعادلات 
  :نجد والحمل ف

∑ 5D = ,F7   ⇒    G(0.4) = 3.75(7) … … (1)   

� 04 = �(2�)4   ⇒    G − 196 = −20(2) … … (2) 
التي تربط  الآتية العلاقةنستطيع أن نكتب  (Kinematics) وبالرجوع إلى علم الحركة

 :  للبكرة  αوالتسارع الزاوي للحمل  aبين التسارع الخطي
2 = 
7   ⇒    2 = 0.4(7) … … (3)   

G      :ينتج بحل هذه المعادلات الثلاث ما يلي  = 106 =      2 = 4.52 �/C�      7 = 11.3 
2
/C�  
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  )19(رقم مثال 

 أعلىانزلاق من  بلاتدحرج قرص متجانس ي
كما هو مبين في الشكل   أسفلهمستوي مائل نحو 

 kg 20كانت كتلة القرص تساوي   إذا. ااور 
التسارع الزاوي  أوجدف،  m 0.3ونصف قطره 

  .Fقوة الاحتكاك للقرص وكذلك 
  
 ....: ............................... الحل 

كما هو مبين في   للقرصمخطط الجسم الحر نرسم 
  :كما يلي   القرصثم نحسب عزم عطالة ، الشكل 

I� = 12 �
� = 12 (20)(0.3)�
= 0.9  �E. �� 

الخاصة بالحركة المستوية ق معادلات التحريك يطبوبت
 :نجد القرص على ) التدحرجية(العامة 

� 01 = �(2�)1   ⇒  196 sin 30° − 0 = 20 (2�) 

� 5� = ,�7 ⇒ 0(0.3) = 0.9(7) 

الاتجاه المفترض للتسارع الزاوي  نشير هنا إلى أن إشارة العزم تكون موجبة إذا اتفقت مع
α .  نحصل علىين المعادلتهاتين بعد إصلاح و :  

98 − 0 = 20( 2�)               (1) 0 = 3(7)               (2)       
 :  الآتية نستطيع أن نكتب العلاقة (Kinematics)وبالرجوع إلى علم الحركة 

2� = 
7   ⇒    2� = 0.3(7)             (3)   
 :ينتج بحل هذه المعادلات الثلاث ما يلي 
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    2: = 3.27 �/C�        7 = 10.9 
2
/C�      0 = 32.67 =  
  )20(رقم مثال 

يدور قرص متجانس بسرعة زاوية 
كما هو مبين في    rad/s 10 مقدارها

إذا كانت كتلة القرص  .الشكل ااور 
معامل وكان ،  kg 50تساوي 

ذراع الاحتكاك الحركي بين القرص و 
 أوجدف،   0.4يساوي  ACالكبح 

   .هذا القرص في غضون ثانيتين لإيقافتطبيقها على ذراع الكبح  اللازم Pالقوة 

 الحل : ...................................................................
 .كما هو مبين في الشكل  ACذراع الكبح و  القرصمخطط الجسم الحر لكل من نرسم 

 :  الآتية نستطيع أن نكتب العلاقة (Kinematics)وبالرجوع إلى علم الحركة 
8 = 80 + 7#   ⇒    0 = 10 + 7(2)            7 = −5 
2
/C�           

  
كما هو موضح   دوران عقارب الساعةاتجاه مع  يتفق αاتجاه  إلى أنالسالب تشير  إشارة

  .حتى التوقف التام  حركة القرص بشكل تدريجي في هذه الحالة تتباطأ . في الشكل
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  :كما يلي القرص  نحسب عزم عطالة  : القرص

I� = 12 �
� = 12 (50)(0.3)� = 2.25  �E. �� 

عزم  أنالعزوم مع مراعاة معادلة  نطبق أنيمكن  إذن، ن حركة القرص دورانية أوبما 
 . مع اتجاه التسارع الزاوي للقرص  متفقاً كان   إذا موجباً القوة يكون 

� 5� = ,�7 ⇒ 0(0.3) = 2.25(5) ⇒ 0 = 37.5 = 

من خلال علاقة قوة التي يؤثر ا ذراع الكبح في القرص Nc عندئذ تتعين قوة الضغط 
  :كما يلي  Fالاحتكاك 

0 = 0.4 =L ⇒ =L = 37.50.4 = 93.8 = 

   : الآتيةمعادلة العزوم  نستطيع أن نكتب :ذراع الكبح 

� 5M = N ⇒ =L(0.35) − O(0.5) = 0 

⇒ O = 65.7 = 

  )21(رقم مثال 

في  في الاتجاه المبيناموعة الموضحة حركتها  تبدأ
 الثنائية كان نصف قطر عطالة البكرة  إذا. الشكل

k=0.45 m وكذلك لبكرة لهذه االزاوي  التسارع أوجدف
  . قوة الشد المتولدة في كل حبل

 ..: .......................... الحل

كما هو لأجزاء الجملة الثلاثة  مخطط الجسم الحر نرسم 
ثم نحسب عزم عطالة البكرة كما ، مبين في الشكل 

�I   :يلي = ��� = 30(0.45)� = 6.08  �E. �� 
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نربط بين تسارعي  أنوبالاعتماد على علم الحركة نستطيع 
 :والتسارع الزاوي للبكرة كما يلي  Bو Aالكتلتين 

2> = 0.6 7     ;     2M = 0.3 7                
والبكرة  Bو Aالكتلتين على  التحريكوبتطبيق معادلات  

C نجد  على الترتيب: 

� 04 = �(2�)4   ⇒    G> − 490
= 50(2>) = 30 7 

� 04 = �(2�)4   ⇒    1470 − GM= 150(2M) = 45 7 

� 5� = ,�7 ⇒ GP(0.3) − GQ(0.6) = 6.08 7 

  :ينتج بحل هذه المعادلات الثلاث 

    7 = 3.9 
2
C�   ;    G> = 607 =   ;   GM = 1290 =   
  

  )22(رقم مثال 

 1500ااور سيارة كتلتها  يبين الشكل 

kg  لتين جالع نإ أي( مامي أوذات دفع
هذه  تحركت إذا. )ماميتين هما القائدتانالأ

بتسارع ثابت السكون  من السيارة
  :المطلوب و  .27m/s سرعة قدرها  إلىتصل  أن sec 13.5في غضون  واستطاعت

  .قيق التماسك مع الطريقالضرورية لمنع الانزلاق وتح قوة الاحتكاك .1
 .ماميتين والخلفيتينرد الفعل الناظمي لسطح الطريق على كل من العجلتين الأ .2
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 الحل : ...................................................................
كما هو  مخطط الجسم الحر للسيارةنرسم 

قوة  أننلاحظ هنا . الشكلمبين في 
 الأماميتينتؤثر في العجلتين  Fالاحتكاك 

ثم  .أماميالسيارة ذات دفع  نلأفقط 
بالاعتماد على تسارع  السيارة نحسب 

R  : كما يلي  علم الحركة = RS + 2#  ⇒  27 = 0 + 2(13.5) ⇒ 2 = 2 �/C�  
 :نجد مع ملاحظة أن حركة السيارة هي حركة انسحابية  وبتطبيق معادلات التحريك

� 01 = �(2�)1   ⇒    0 = 1500(2) = 3000 =  
� 04 = �(2�)4   ⇒    =	 + =� − 14700 = 0 

� 5� = 0 ⇒ =1(1.2) − =2(1.8) + 3000(0.6) = 0 

0      :ينتج بحل هذه المعادلات الثلاث  = 3000 =  ;    =	 = 8220 =   ;   =� = 6480 = 

 : (Principle of Work and Energy)مبدأ العمل والطاقة  10-3

لأننا نستطيع ، لمبدأ العمل والطاقة فائدة كبيرة عند الدراسة التحريكية للجسم الصلب  إن
ويستخدم هذا المبدأ عادة في حل . في هذه الحالة أن نصرف النظر عن حساب التسارع

 وتكتب العلاقة التي تعبرّ  .السرعة والانتقال بدراسة خاصاً  المسائل التي تم فيها اهتماماً 
�U	T  : الآتيعلى النحو عن هذا المبدأ  = G� − G	   
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، يمثل الطرف الأيسر من هذه العبارة العمل الذي تقوم به القوى الخارجية المؤثرة في الجسم
  .أما الطرف الأيمن فيمثل تغير الطاقة الحركية للجسم في أثناء انتقاله من موضع لآخر 

جملة من الجزيئات  أنهفإننا ننظر إليه على ، وللحصول على الطاقة الحركية للجسم 
. التي تكتسبها Tiثم نحسب لكل جزيئة من هذه الجزيئات الطاقة الحركية ، المتماسكة 

، للجسم كلهTوبجمع الطاقات الحركية العائدة لجزيئات الجسم نحصل على الطاقة الحركية 
  :أي أن 

           G = � G�
�

��	
= � 12

�

��	
��R��                             (19) 

على هذه العلاقة نستطيع  اعتماداً و . سرعتها  viوتمثل ،  (i)تمثل كتلة الجزيئة  miحيث 
المبينة في استنتاج العلاقات المستخدمة في حساب الطاقة الحركية في حالات الحركة الثلاث 

  : وتشمل ) 7-10(الشكل
 . (Translation)الانسحابية  •
 . (Rotation)الدورانية  •
 .  (General Plane Motion)الحركة المستوية العامة •

جميع  فإن، حركة انسحابية  mعندما يتحرك جسم كتلته  : الحركة الانسحابية .1
 .  Gالجزيئات المكونة له تتحرك بسرعات متساوية تساوي سرعة مركز كتله 

G = 12 � ��R��
�

��	
= 12 )� ��

�

��	
* R��    

  :نجدعندئذ ، وإذا لاحظنا أن المقدار المحصور بين قوسين هو الكتلة الكلية للجسم 

                              G =  12 �R��                                 (20) 

وهكذا نستنتج أن الطاقة الحركية عند الحركة الانسحابية للجسم تساوي نصف جداء  
 .ته بمربع سرعة مركز كتله كتل
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  )7-10(الشكل            

كل   فإن،  ωعندما يدور جسم حول محور ثابت بسرعة زاوية :  الحركة الدورانية .2
 ωعلى هذا المسار بسرعة  وتتحرك،  riجزيئة من جزيئاته ترسم دائرة نصف قطرها 

ri.  الطاقة الحركية فإننا نحصل على ،  )1(وبتعويض قيمة هذه السرعة في العلاقة
  :للجسم في حالة الدوران 

G = 12 � ��R��
�

��	
= 12 )� ��

�

��	

��* 8�    

بالنسبة لمحور  (Io)قوسين هو عزم عطالة الجسم الوإذا لاحظنا أن المقدار المحصور بين 
  :عندئذ يمكن أن نكتب ،  oالدوران المار من النقطة 

                              G = 12 ,V 8�                                 (21) 

وهكذا نستنتج أن الطاقة الحركية عند الحركة الدورانية للجسم تساوي نصف جداء عزم 
  .العطالة بمربع سرعته الزاوية 

الطاقة الحركية  فإن،  عندما يتحرك الجسم حركة مستوية عامة:  الحركة المستوية العامة .3
إليها طاقة الحركة الناتجة عند  الكلية للجسم تساوي طاقة الحركة الانسحابية مضافاً 

  :عندئذ يمكن أن نكتب . دوران الجسم حول مركز كتله 

                  G =  12 �R�� +  12 ,�  8�                           (22) 
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  )23(رقم مثال 

يبين الشكل ااور جملة مكونة من ثلاثة  
 Bوالبكرة  Aالثقل : أجزاء وهي 

 أوجد. المتدحرجة بلا انزلاقC ة والاسطوان
الطاقة الحركية الكلية لهذه الجملة وذلك في 
اللحظة التي تكون فيها سرعة الثقل الساقط 

0.8 m/s .   
 ...: .......................... الحل

حركة هذا الجسم  أنبما :   Aالثقل 
  :الطاقة الحركية تحسب كما يلي فإنانسحابية 

G> =  12 �R>� =  12 (6)(0.8)� = 1.92 J   
  

  :يتعين عزم عطالة البكرة بالعلاقة   :  Bالبكرة 

,V = 12 �
� = 12 (10)(0.1)� = 0.05  kg. m� 

  :الطاقة الحركية تحسب كما يلي فإنحركة هذا الجسم دورانية  أنبما  

GM = 12 ,V 8� = 12 (0.05)(8)� = 1.6 J 

  :الاسطوانة وكذلك سرعة مركزها كما يلي هذه يتعين عزم عطالة  :  Cالاسطوانة 

,� = 12 �
� = 12 (12)(0.1)� = 0.06  kg. m� 

R� = 
8 = (0.1)(4) = 0.4 �/C 
  :الطاقة الحركية تحسب كما يلي فإن )تدحرجية(مستوية عامة حركة هذا الجسم  أنبما و  
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        GL =  12 �R�� +  12 ,�  8�   
=  12 (12)(0.4)� +  12 (0.06)(4)� = 1.44 J  

فإننا نحصل على الطاقة الحركية الكلية ، وبجمع الطاقات الحركية العائدة لأجزاء الجملة 
G          : الآتية =  G> + GM + GL         G =  1.92 + 1.6 + 1.44 = 4.96 J 

  

  )24(رقم مثال 

 يلتف.  k=0.28 mعطالتها  ونصف قطر  kg 50ااور بكرة كتلتها  يبين الشكل 
سرعة هذا الثقل  أوجد.  kg 20على محيط هذه البكرة حبل في ايته الحرة ثقل كتلته 

 .m 2عند هبوطه من السكون بمقدار وذلك 

  
 الحل : ...................................................................

ثم ، الثقل والبكرة كما هو مبين في الشكل مخطط الجسم الحر للجملة المكونة من نرسم 
IV  :نحسب عزم عطالة البكرة كما يلي  = ��� = 50(0.28)� = 3.92  �E. �� 
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 ننلاحظ أن الطاقة الحركية الابتدائية للجملة معدومة لأ  :الطاقة الحركية للجملة 
أما الطاقة الحركية النهائية لهذه الجملة فتتعين . الجملة بدأت حركتها من السكون 

  :بالعلاقة

        G� =  12 �R>� +  12 ,V 8�   
  :نجد أن  بالتعويض

        G� =  12 (20)R>� +  12 (3.92) [ R>0.2\� = 59 R>�  
�U	T          : مقداره ، إن وزن الثقل هو القوة الوحيدة التي تقوم بعمل  : العمل =  ]>(^) = (20)(9.8)(2) = 392 J  

�U	T  :نجد  مبدأ العمل والطاقةطبيق بت:   مبدأ العمل والطاقة = G� − G	 392 = 59 R>�   ⇒ R> = 2.58 �/C 
  )25(رقم مثال 

من أعلى مستوي مائل نحو ، بلا انزلاق ، من حالة السكون  تتدحرج اسطوانة متجانسة
 kg 30إذا كانت كتلة الاسطوانة تساوي . أسفله كما هو مبين في الشكل ااور 

، لهذه الاسطوانة  vوالسرعة الخطية ،  ωالسرعة الزاوية  أوجدف،  m 0.2ونصف قطرها 
  .s = 0.7 m  لحظة هبوطها بمقدار  وذلك
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 الحل : ...................................................................
ثم نحسب عزم عطالة ، كما هو مبين في الشكل للاسطوانة  مخطط الجسم الحر نرسم 

  :كما يليبدلالة سرعتها الزاوية   Gوكذلك نحدد سرعة مركزها الاسطوانة 

I� = 12 �
� = 12 (30)(0.2)� = 0.6  �E. �� 

R� = 
8 = 0.28 
 ننلاحظ أن الطاقة الحركية الابتدائية للاسطوانة معدومة لأ  : للاسطوانةالطاقة الحركية 

أما الطاقة الحركية النهائية لهذه الاسطوانة فتتعين . الاسطوانة بدأت حركتها من السكون 
  :بالعلاقة

        G� =  12 �R�� +  12 ,�  8�   
  :نجد أن  بالتعويض

        G� =  12 (30)(0.28)� +  12 (0.6)8� = 0.9 8� 

،  yوالثانية في اتجاه المحور  xلنا قوة الوزن إلى مركبتين الأولى في اتجاه المحور إذا حلّ  : العمل
فإننا نلاحظ أن المركبة الأولى الموازية لسطح المستوي هي القوة الوحيدة التي تقوم بعمل 

�U	T   : مقداره  =  294 sin 30° (^) = (294)(0.5)(0.7) = 103 J  
�U	T  :نجد  مبدأ العمل والطاقةطبيق بت:   مبدأ العمل والطاقة = G� − G	 103 = 0.9 8�   ⇒ 8 = 10.7 
2
/C 

�R  :المتمثلة بسرعة مركزها بالعلاقة  V إلى هذه النتيجة نحسب سرعة الاسطوانة استناداً و  = 0.28 = (0.2)(10.7) = 2.14 �/C 
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  )26(رقم مثال 

تبدأ اموعة الموضحة في الشكل حركتها من 
إذا كان نصف قطر عطالة المسنن .السكون 

A  هيkA=0.1 m  ، ونصف قطر عطالة
سرعة  أوجدف،  kB=0.2 mهي  Bالمسنن 
، الزاوية لكل من المسننين والسرعة،  Qالحمل 

وذلك لحظة هبوط هذا الحمل مسافة مقدارها 
s = 2 m  .جميع المعطيات مبينة في الشكل .  

 الحل : .............................
إلى المعطيات المبينة في  استناداً   Bو A عزم العطالة لكل من المسننين نحسب أولاً 

  : الشكل
I> = �>�>� = 3(0.1)� = 0.03  �E. �� IM = �M�M� = 10(0.2)� = 0.4  �E. �� 

 :بالعلاقة  Aللمسنن  Aω مع السرعة الزاويةللحمل  vوترتبط السرعة الخطية 

R = 
8> ⇒ 8> = R0.05 = 20R  

  : بالعلاقة Bωمع السرعة  Aωوترتبط السرعة >8> = 
M8M ⇒ 8M = 0.48> = 8R  
أما . الابتدائية للجملة معدومة نلاحظ أن الطاقة الحركية  : للجملةالطاقة الحركية 

  :فتتعين بالعلاقة الطاقة الحركية النهائية

        G� =  12 �R� +  12 ,> 8>� + 12 ,M  8M�   
  :نجد أن  بالتعويضو 
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 G� =  12 (5)R� +  12 (0.03)(20R)� + 12 (0.4)(8R)�
= 21.3R� 

ينحصر عمل القوى المؤثرة في الجملة المتحركة بعمل قوة الوزن الخاصة بالحمل  : العمل
�U	T  :أي أن .  فقط =  ](C) = (5)(9.8)(2) = 98 J 
�U	T  :ينتج لدينا سرعة الحمل المطلوبة مبدأ العمل والطاقةطبيق بت:   العمل والطاقةمبدأ  = G� − G	 98 = 21.3R� − 0  ⇒ R = 2.15 �/C 

<8  :إلى هذه النتيجة تكون السرعة الزاوية لكل من المسننين  استناداً و  = 20R = 20(2.15) = 43 
2
/C 8M = 8R = 8(2.15) = 17.2 
2
/C 
   .وهو المطلوب 

  (Principle of Impulse and Momentum):مبدأ الدفع وكمية الحركة  10-4

بدراسة السرعة  مباشراً  يستخدم هذا المبدأ عادة في حل المسائل التي تم فيها اهتماماً 
  .ونستطيع في هذه الحالة أن نصرف النظر عن حساب التسارع .والزمن

a( الخطية  وكمية الحركة الخطي مبدأ الدفع: 

فإننا نفترض ، الخطية للجسم الصلب  مبدأ الدفع الخطي وكمية الحركةللحصول على 
تقع في مركز   mوأن كتلة هذا الجسم  F∑جسما صلبا يخضع لتأثير مجموعة من القوى 

  :أن  في التحريك الآتيعندئذ نجد باستخدام القانون الأساسي ،  Gكتلته 

� � = ��� = � 
��
# = 

# (���) 
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وبضرب طرفي هذه .  على الترتيب Gهما سرعة وتسارع مركز الكتلة  aG  و VGحيث 
 t1 ةثم إجراء التكامل الرياضي في اال الزمني الذي يمتد من اللحظ،  dtالمعادلة بالزمن 
  :ه ينتج فإن،  t2حتى اللحظة 

               _ � �  
#
6`

6a
= ���� − ���	                  (23) 

يدعى الطرف الأيسر من هذه المعادلة بالدفع الخطي لمحصلة القوى خلال الفترة الممتدة 
أما الطرف الأيمن فهو التغير الطارئ على كمية الحركة الخطية في نفس .  t2حتى  t1من 

  .ولهذا تسمى هذه المعادلة بمبدأ الدفع الخطي وكمية الحركة الخطية .الفترة الزمنية 
b( الزاويةّ وكمية الحركة الزاويّ  مبدأ الدفع: 

للحصول على و . الزاويةّ  الحركةكمية   )مثلا G(يدعى عزم كمية الحركة حول أية نقطة  
في  العزوم معادلة نستخدمفإننا  ،للجسم الصلبالزاويةّ  وكمية الحركة الزاويّ مبدأ الدفع 

  : التحريك

� "� = ,�. = ,� b
+
# c 
  :حيث 

∑MG– مجموع عزوم القوى بالنسبة لمركز كتلة الجسم.  

 IG –   عزم عطالة الجسم بالنسبة لمحور عمودي على مستوي الحركة ويمر من مركز كتلة
 . Gالجسم 

α–   التسارع الزاوي للجسم. 

ωωωω–   السرعة الزاوية للجسم. 

ثم إجراء التكامل الرياضي في اال الزمني الذي ،  dtوبضرب طرفي هذه المعادلة بالزمن 
  :ه ينتج فإن،  t2حتى اللحظة  t1 ةيمتد من اللحظ
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      _ � "�  
#
6`

6a
= ,�d� − ,�d	                      (24) 

يدعى الطرف الأيسر من هذه المعادلة بالدفع الزاويّ للقوى حول المحور المار من مركز 
أما الطرف الأيمن فهو التغير الطارئ على  .  t2إلى  t1خلال الفترة الزمنية من  Gالكتلة 

ولهذا تسمى هذه المعادلة بمبدأ الدفع الزاويّ .كمية الحركة الزاويةّ في نفس الفترة الزمنية 
  .وكمية الحركة الزاويةّ

كيفية استخدام طريقة الدفع وكمية الحركة في حل مسائل الجسم   الآتيةالأمثلة  توضح
والمستوية ، والدورانية ، الانسحابية : وذلك  في الأنواع الثلاثة من الحركة ، الصلب 

 . العامة

  )27(رقم مثال 

 ونصف قطر  kg 15ااور بكرة ثنائية كتلتها  يبين الشكل
على محيط هذه البكرة حبل في  يلتف.  k=0.1 mعطالتها 

التي تؤدي إلى  Pالقوة   أوجد.  40 kgايته الحرة حمل كتلته 
على  نبعد مرور ثلاث ثوا m/s 4رفع الحمل بسرعة قدرها 
  .بدء الحركة من السكون 

 ....................: ......................... الحل

ثم ، Cوالبكرة  Aمخطط الجسم الحر لكل من الحمل نرسم 
ID  :نحسب عزم عطالة البكرة  وكذلك سرعتها الزاوية كما يلي  = ��� = 15(0.1)�

= 0.15  �E. �� 
R = 
8   ⇒    8 = 40.2 = 20 
2
/C   

  .الدفع وكمية الحركة على كل من البكرة والحمل أثم نطبق مبد
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  : الآتيةإذن نستخدم المعادلة ، بما أن حركته انسحابية : الحمل 

_ � 0 
#
6`

6a
= �v� − �v	 

T)  :وبالتعويض ينتج أن  − 392)(3) = 40(4) − 40(0) ⇒ T = 445 N 
  : الآتيةنستخدم المعادلة  إذن، بما أن حركتها دورانية :  البكرة

_ � 5D 
#
6`

6a
= ,ω� − ,ω	 

P)  :وبالتعويض ينتج أن  × 0.1 − T × 0.2)(3) = 0.15(20) ⇒ P = 900 N 
  )28(رقم مثال 

يدور قرص متجانس بسرعة زاوية مقدارها 
10 rad/s    كما هو مبين في الشكل

إذا كانت كتلة القرص تساوي  .ااور 
150 kg  ، معامل الاحتكاك وكان

 ABذراع الكبح الحركي بين القرص و 
اللازم تطبيقها على ذراع الكبح لإيقاف هذا القرص في  Pالقوة  أوجدف،   0.2يساوي 

  . غضون ثانيتين
 الحل : ...................................................................

. كما هو مبين في الشكل  ABذراع الكبح مخطط الجسم الحر لكل من القرص و نرسم 
  :ثم نحسب عزم عطالة القرص كما يلي 

I� = 12 �
� = 12 (150)(0.2)� = 3  �E. �� 
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نطبق معادلة الدفع الزاوي وكمية  أنيمكن  إذن، حركة القرص دورانية  أنبما  : القرص

  . مع اتجاه السرعة الزاوية للقرص متفقاً كان   إذا موجباً عزم القوة يكون  أنالحركة مع مراعاة 

_ � 5V 
#
6`

6a
= ,ω� − ,ω	 

(2)(0.2)(F−)  :وبالتعويض ينتج لدينا قوة الاحتكاك  = 0 − 3(10) ⇒ F = 75 N 
  :الكبح في القرص كما يلي التي يؤثر ا ذراع Nc عندئذ تتعين قوة الضغط 

0 = 0.2 =L ⇒ =L = 750.2 = 375 = 

   :إذن يمكن أن نكتب ، وبما أن هذا الذراع في حالة توازن  :ذراع الكبح 

� 5> = N ⇒ =L(0.2) − O(0.6) = 0 ⇒ O = 125 = 

  )29(رقم مثال 

من حالة  تتدحرج اسطوانة متجانسة
من أعلى مستوي ، بلا انزلاق ، السكون 

مائل نحو أسفله كما هو مبين في الشكل 
إذا كانت كتلة الاسطوانة تساوي . ااور 

60 kg  0.3ونصف قطرها m  ،أوجدف 
لهذه  vوالسرعة الخطية ،  ωالسرعة الزاوية 
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  .ثانية واحدة على بدء الحركة بعد مضي  وذلك، الاسطوانة 
 الحل : ...................................................................

ثم نحسب عزم عطالة ، كما هو مبين في الشكل للاسطوانة  مخطط الجسم الحر نرسم 
  :كما يليبدلالة سرعتها الزاوية   Gوكذلك نحدد سرعة مركزها الاسطوانة 

I� = 12 �
� = 12 (60)(0.3)� = 2.7  �E. �� 

R� = 
8 = 0.38 
الخطي وكمية الحركة على  وبتطبيق مبدأ الدفع

 :  الاسطوانة نجد 

_ � 0 
#
6`

6a
= �v� − �v	 

588)  :وبالتعويض ينتج أن    sin 30 ° − F)(1) = 60(R) − 0 294 − F = 60(0.38) = 18(ω) 294 − F = 18(ω) … … … (a) 
 :  نجد  وبتطبيق مبدأ الدفع الزاوي وكمية الحركة على الاسطوانة أيضاً 

_ � 5� 
#
6`

6a
= ,ω� − ,ω	 

⇒ (F × r)(t) = I(ω) − 0 
0.3F  :وبالتعويض ينتج  = 2.7(ω) … … … (b) 
ω :نحصل على (b)و(a) وبحل المعادلتين  = 10.9 rad/s  R� = 
8 = 0.3(10.9) = 3.27 �/C 
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غير محلولة مسائل  
UNSOLVED  PROBLEMS 

 

  ) :1(مسألة رقم 

ااور سيارة كتلتها  يبين الشكل 
1200 kg  أي( خلفيوذات دفع 

هما  الخلفيتينالعجلتين  نإ
هذه السيارة  تحركت إذا). القائدتان

  مقدارهمن السكون بتسارع ثابت 
2.5m/s2 ، عندئذ ما يلي أوجدف :  

 . قيق التماسك مع الطريقالضرورية لمنع الانزلاق وتح Fقوة الاحتكاك  .1
 . (?=N1)ماميتينرد الفعل الناظمي لسطح الطريق على العجلتين الأ .2
 . (?=N2)الناظمي لسطح الطريق على العجلتين الخلفيتينرد الفعل  .3

   N1 =  5280 N ;  N2 =  6480 N         F =  3000 N  ; :الجواب 

  ) :2(مسألة رقم 

بمساعدة  للأسفل kg 20 حمل كتلته  يتحرك
إذا  . في الشكل ةبينالمالاسطوانة المتدرجة 

لحظة تطبيق  m/s 3كانت سرعة هذا الحمل 
التي يقطعها  sالمسافة  أوجدف،  pقوة الكبح 

هذا الحمل من لحظة تطبيق هذه القوة حتى 
بفرض أن معامل . التوقف التام عن الحركة 

ذراع الكبح و  الاسطوانةالاحتكاك الحركي بين 
AD  0.5يساوي .   

   s =  2.89 m         :الجواب 
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الحادي عشرالفصل   

  ةاص ـــــــــــبيقات خـــــــــتط
SPECIAL APPLICATIONS 

 

 

 

، على مبدأ انحفاظ كمية الحركة الهندسية إن دراسة التصادم تُـعَد من أهم التطبيقات
القانون  على الصناعية من أهم التطبيقات الأقماردراسة الاهتزازات وحركة  أنكما 

 .الأساسي في التحريك

  :  (Impact) التصادم  11-1

بين جسمين متحركين تتولد خلاله قوى فعل ورد فعل التصادم هو حادثة اصطدام 
الذي يبين ) 1- 11(لنتأمل في الشكل. في مجال زمني قصير جداً  ذات مقادير كبيرة جداً 

 v2 و v1تتحركان قبل الاصطدام بسرعتين  ، W2 و W1وزناهما ، اصطدام سيارتين 

  . xهاتين السرعتين موجبتين إذا كانتا في الاتجاه الموجب لمحور الإحداثيات  بأنّ ولنفترض 
في أثناء الاصطدام تتولد عند  أنهومن مخطط الجسم الحر لكل من السيارتين نلاحظ  

وبما أن هاتين القوتين شديدتان . داخليتان متساويتان ومتعاكستان Rنقطة التماس قوتان 
ومن ثم تطبيق مبدأ ، الحالة إهمال تأثير جميع القوى الخارجية لذا نستطيع في هذه ، للغاية

  . انحفاظ كمية الحركة على الجملة المكونة من السيارتين معاً 

 .(Impact) التصادم 1- 11

 .(Mechanical Vibrations) الاهتزازات الميكانيكية 2- 11

 .(Satellites) الصناعيةالأقمار -ميكانيك الفضاء 3- 11
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  )1-11(الشكل 

  : إلى ) 2-11(ولدراسة التصادم يجري تصنيفه كما موضح في الشكل
يحدث هذا النوع إذا كانت السرعتان :  (Direct impact)تصادم مباشر  •

الابتدائيتان للجسمين المتصادمين محمولتين على الخط الواصل بين مركزي هذين 
 .ويسمى هذا الخط بخط التصادم . الجسمين 

يحدث هذا النوع إذا كانت السرعتان :  (Indirect impact)تصادم مائل  •
 .على خط التصادم الابتدائيتان للجسمين المتصادمين غير محمولتين 

 
 )2-11(الشكل            

 :  التصادم المباشر بين جسمين
كرتين )3-11(لدراسة هذا النوع من التصادم نفترض كما هو مبين في الشكل 

  . v2 و v1تتحركان على امتداد خط مستقيم بسرعتين ابتدائيتين معلومتين ، متجانستين 
الكرة الأولى سوف تقترب  فإنّ ، من سرعة الكرة الثانية  أكبرسرعة الكرة الأولى  كانت  إذا

  .من الثانية حتى يحدث التصادم بينهما  فشيئاً  شيئاً 
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 )3-11(الشكل            

تنفصل الكرتان ثم  ، u في بداية حدوث الاصطدام تتحرك الكرتان بنفس السرعة ولتكن  
ندرس الكرتين لحظة التصادم كجسم وعندما . عن بعضهما بسرعتين ائيتين مجهولتين 

 ،ولهذا تكون كمية الحركة للكرتين ثابتة. جميع القوى الخارجية تصبح معدومة  فإنّ ، واحد 
  :  الآتيةعندئذ يمكن أن نكتب المعادلة و 

     ���� + ���� = ���� + ����                        (1) 
بعد  النهائيتين الى سرعتي الكرتين u2و  u1وترمز  ،كتلتي الكرتين   m2و  m1حيث تمثل 

 ويدعى، بين سرعتي الكرتين الابتدائيتين بسرعة الاقتراب يدعى الفرق  .حدوث التصادم 
 إلىسرعة الاقتراب  كما تدعى نسبة، بين السرعتين النهائيتين بسرعة الانفصال الفرق 

 ويرمز له بالحرف،  (Coefficient of restitution)بمعامل الارتداد  سرعة الانفصال

(e) الآتيعلى النحو ه لتوتكتب معاد :  

                               � = �� − ���� − ��                                    (2) 
وتتوقف قيمته على عدة ، وتقع قيمته بين الصفر والواحد ،  ويتعين معامل الارتداد تجريبيا

بالحل المشترك  وينتج عموماً . منها الجسمين المتصادمين  عوامل أهمها نوع المادة المصنوع
هناك  أن  إلىوالجدير بالإشارة  .للمعادلتين السابقتين مقدار كل من السرعتين النهائيتين 

  :للتصادم وهما  مهمتين ينحالت
a( التصادم منعدم المرونة : (Inelastic impact)  في هذه الحالة يكونe = 0  ،

  :الآتيةتتعين من العلاقة  u الجسمين بعد التصادم بسرعة واحدةويتحرك عندئذ كلا 
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  ���� + ���� = (�� + ��)�                     (3) 
b( التصادم مطلق المرونة : (Elastic impact)  في هذه الحالة يكونe = 1  ، ويتبادل

 . مطلق المرونة عندئذ الجسمان المتساويان في الكتلة سرعاما عند تصادمهما تصادماً 

 :  بين جسمين المائلالتصادم 
فإذا افترضنا أن . على هذا النوع من التصادم  بسيطاً  مثالاً ) 4- 11(يوضح الشكل

 أنّ و ، معلومتين قيمة واتجاها  v2 و v1تتحركان قبل الاصطدام بسرعتين  Bو  Aالكرتين 
   .بعد الاصطدام مباشرة  قيمة واتجاهاً   u2 و u1المطلوب هو تعيين سرعتي الكرتين 

 
 )4-11(الشكل   

: الآتيةلاستنتاج المعادلات الضرورية نقوم باتباع الخطوات   
ويمر المحور ، على خط التصادم  xبحيث ينطبق المحور  (x,y)نختار جملة الإحداثيات  .1

y  ثم نحدد مساقط السرعات على . من نقطة التماس بين الجسمين المتصادمين
 : الآتيمحوري الإحداثيات وذلك على النحو 

(��)�   ;  (��)�   ;  (��)�  ;  (��)�   
(

 :فنحصل على xفي اتجاه المحور  نطبق مبدأ انحفاظ كمية الحركة على الكرتين معاً  .2
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��(��)� + ��(��)� = ��(��)� + ��(��)�        (4)   
على كل من الكرتين في اتجاه المحور ، بصورة مستقلة ، نطبق مبدأ انحفاظ كمية الحركة  .3

y فنحصل على: 

          ��(��)� = ��(��)�                                   (5) 
          ��(��)� = ��(��)�                                   (6) 

مسقط سرعة الانفصال على خط  إلىوالذي يساوي  (e)نعين معامل الارتداد  .4
 : أن أي. على مسقط سرعة الاقتراب على نفس الخط  التصادم مقسوماً 

             � = (��)� − (��)�(��)� − (��)�                                      (7)    
  :الآتيةالأربع الناتجة يمكن بسهولة حساب القيم اهولة  وباستخدام المعادلات

u1,u2,β1,β2 . 

 :  وسطح ثابت التصادم بين جسم

 .حالتي التصادم المباشر والمائل بين كرة وسطح أفقي ثابت ) 5-11(يوضح الشكل

 
 )5-11(الشكل            
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 في بداية الاصطدام vفإذا افترضنا أن سرعة الكرة . بدراسة التصادم المباشر  لنبدأ أولاً  
يمكن  .بعد الاصطدام مباشرة   uالمطلوب هو تعيين سرعة الكرة  أنّ و ، المباشر معلومة 

  : الآتيوالتي تكتب على النحو  (e)حل هذه المسالة باستخدام علاقة معامل الارتداد 

                                    � = ��                                     (8) 
سطح  على hمن ارتفاع  حراً  عندما يسقط جسم سقوطاً  أنه المهمةومن الملاحظات 

�                                      :بالأرض تحسب بالعلاقة  بداية الاصطدام سرعة ذلك الجسم في فإنّ ، الأرض  = �2�ℎ                            (9) 
في بداية  vنفترض أن سرعة الكرة .  آنفاً ولدراسة التصادم المائل المبين في الشكل المذكور 

بعد   قيمة واتجاهاً  uالمطلوب هو تعيين سرعة الكرة  أنّ و ،  معلومة قيمة واتجاهاً  الاصطدام
  :ما يلي  لحل هذه المسالة  يتطلب الأمر . الاصطدام مباشرة 

وذلك بسبب انعدام القوى  xتطبيق مبدأ انحفاظ كمية الحركة في الاتجاه الأفقي  .1
  :لذا نكتب ، كما يبين ذلك مخطط الجسم الحر  ، الخارجية في ذلك الاتجاه

           ��� = ���   ⇒ � cos  = � cos !              (9) 
تبين هذه العلاقة أن مسقطي . زاوية الارتداد  βوتمثل ، زاوية السقوط  αحيث تمثل 

  .السرعتين الابتدائية والنهائية متساويان في الاتجاه العمودي على خط التصادم 
بعد ملاحظة أن سرعة الانفصال تمثل مسقط السرعة ، معادلة معامل الارتداد تطبيق  .2

سرعة الاقتراب تمثل مسقط سرعة الابتدائية على  أنّ و ، خط التصادم  النهائية على
  :لذلك نكتب ، نفس الخط 

                                   � =  � "#$ ! � "#$                           (10) 
حساب قيمة السرعة اهولة وكذلك زاوية  يمكن باستخدام المعادلتين الناتجتين، وهكذا  

 . xميلها بالنسبة للمحور 
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  )30(رقم مثال 
 أنّ علمت  إذا. المبينتين في الشكل بعد التصادم  Bو Aاحسب سرعتي الاسطوانتين 

   .e = 0.6 معامل الارتداد  أنّ و ، العمود الذي تتحرك عليه الاسطوانتان عديم الاحتكاك 

  
  .................................................................:  الحل

 تطبيق مبدأ انحفاظ كمية الحركةثم  نقوم ب، الجهة الموجبة للسرعة نحو اليمين  أنّ نفرض 
����  : على الاسطوانتين معاً  + ���� = ���� + ���� 
(7)2  :وبالتعويض نجد  + 3(−5) = 2�� + 3�� 2�� + 3�� = −1               (&) 

    :نجد التعويض ثم  معادلة معامل الارتداد وباستخدام

� = �� − ���� − ��   ⇒  �� − �� = �(�� − ��) 
�� − �� = 0.6(7 − (−5))      �� − �� = 7.2                     (*) 

  :نحصل على السرعتين المطلوبتين  (b)و  (a)بحل جملة المعادلتين  

�� = −4.52 �/"      ;      �� = 2.68 �/"                   
وتتحرك ، سوف تتحرك بعد التصادم نحو اليسار  Aأن الاسطوانة  إلىتشير النتيجة 
 .نحو اليمين  Bالاسطوانة 
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  :  )Mechanical Vibrations( الاهتزازات الميكانيكية  11-2

الأخيرة وذلك نتيجة الحاجة إلى آلات  احتلت دراسة الاهتزازات مكانة هامة في السنوات
إن الاهتزاز بالتعريف هو حركة يقوم ا الجسم . سريعة وخفيفة تؤدي عملها بلا ضجيج 

  :وتنقسم الاهتزازات الميكانيكية عموماً إلى نوعين . حول وضع توازنه الساكن 
الجسم عندما  يقوم ا ذاتية اهتزازات وهي:  (Free vibrations)اهتزازات حرة  .1

مثال على ذلك . يقع تحت تأثير اضطراب عارض يبعده عن وضع توازنه الساكن 
تتأرجح  حرة الحركة الاهتزازية لأرجوحة وذلك بعد إزاحتها عن وضع توازا ثم تركها

  :نوعين  إلىوتنقسم الاهتزازات الحرة بدورها . حول ذلك الوضع
  (Undamped free vibrations)اهتزازات حرة غير متخامدة  •
  (Damped free vibrations)اهتزازات حرة متخامدة  •

اهتزازات يتعرض لها الجسم تحت  وهي:  (Forced vibrations)اهتزازات قسرية  .2
 :تأثير الآتي 

a(  مثال على ذلك شخص يقوم بدفع . خارجية يتكرر تأثيرها بشكل دوري  ىقو
 .أرجوحة بقوة ما كلما عادت إليه 

b(  من  . وجود عناصر دوارة غير متوازنةبسبب  بشكل دوريتتولد داخلية  ىقو
المحركات والمراوح الكهربائية عندما تكون عناصرها الدوارة : الأمثلة على ذلك 

 .ديناميكياً  متوازنةغير 
c(  سيارة تتحرك مثال على ذلك  .شكل أو حركة القاعدة التي يرتكز علها الجسم

 .على طريق وعر فيه ارتفاعات وانخفاضات 
فقط نظراً لبساطتها ولأا تشكل  الاهتزازات الحرةلفصل الحالي يسلط الضوء على ا

 .الأساس لدراسة الاهتزازات القسرية 
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  : الاهتزازات الحرة غير المتخامدة )1

ومربوطاً بنابض ،  mلدراسة هذا النوع من الحركات الاهتزازية نتأمل جسماً ساكناً كتلته 
فإذا أزحنا هذا الجسم عن ) . 6- 11(وذلك كما هو مبينّ في الشكل،  kثابت صلابته 

موضع توازنه الساكن ثم تركناه حراً فإنهّ يتحرك نحو اليمين ونحو اليسار تحت تأثير توتر 
  . فقط  Fsالنابض 

 
  )6-11(الشكل 

ونستنتج من ذلك أن التوتر الموافق ، وتدلنا التجربة أن توتر النابض متناسب مع استطالته 
  :للجسم يكون طيلة الحركة معيناً بالعلاقة  x لأي انتقال 

                                       F- = −./                            (11) 
،  وملاحظة أن التسارع هو المشتق الثاني للانتقال، وبتطبيق القانون الأساسي في التحريك 

 :نحصل على المعادلة الآتية 
0 F� = �&�  ⇒ −./ = �/1  ⇒ �/1 + ./ = 0           (12) 

 : الرمز الآتي  ونستخدم mنقسّم طرفي هذه المعادلة على 

                                 23 = 4 .�                                       (13) 
تتحول عندئذ .  rad/sوتقاس بوحدة ،  الحر للاهتزاز التردد الطبيعي nω تسمى

  :المعادلة إلى الصيغة الآتية 
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                             /1 + 23�/ = 0                               (14) 
وحلها الرياضي ، للاهتزازات الحرة غير المتخامدة وهذه العلاقة هي المعادلة التفاضلية 

 :يمكن أن يكتب على النحو الآتي 

                       / = 5 sin(238 + 9)                          (15) 
�                 :وباشتقاق هذه المعادلة نحصل على علاقة السرعة الآتية  = /: = 523 cos(238 + 9)                     (16) 

ويتحدد هذان .  زاوية الطورإلى  φوالرمز ،  سعة الاهتزازإلى  Aحيث يشير الرمز 
  : كما يلي، الثابتان انطلاقاً من الحالة الابتدائية للحركة وباستخدام العلاقتين السابقتين 

t = 0  ⇒    /< = 5 sin 9    ⇒   sin 9 = /<5      
t = 0  ⇒   �< = 52 cos 9    ⇒   cos 9 = �<52   

�sin  :وبما أن  9 +  cos� 9 = 1   
  :وبالتعويض ينتج لدينا  

                     5 = 4/<� + =�<2 >�                                (17)  
                     tan 9 = /<23�<                                          (18) 

ثم ترك  ،  x0زيح في لحظة البدء عن وضع توازنه إزاحة قدرها فإذا افترضنا أن الجسم قد أ
  :عندئذ ينتج لدينا . فجأة من هذا الوضع دون سرعة ابتدائية 

5 =  /<     ;   9 = @2      
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       / = /< sin(23 + @2) =  /< cos 238                (19) 
. وهي حركة توافقية بسيطة ،  tوالزمن  xيوضح الشكل السابق أيضاً العلاقة بين الانتقال 

ويسمى الزمن .   x0ويتبين لنا من هذا المنحني أن القيمة العددية العظمى للانتقال هي 
  :ويحسب بالعلاقة  دور الاهتزازاللازم لجعل الجسم يقوم بدورة كاملة حول وضع توازنه 

                                A =  2@23     sec                             (20)  
ويقاس بوحدة  تردد الاهتزازعدد دورات اهتزاز الجسم في الثانية الواحدة  يسمىكما 

  :ويحسب بالعلاقة  f ويرمز له بالحرف،  (Hz)تدعى الهرتز 

                              f =  1A = 232@                                    (21)   
أما الآن فسنبحث في حالة خاصة أخرى يكون فيها اهتزاز الجسم قد بدأ بفعل صدمة  

أعطته سرعة ابتدائية عندما كان في وضع توازنه الساكن كما هو واضح في ، أفقية 
5  : فيكون لدينا عندئذ ). 7-11(الشكل =  DEF      ;   9 = 0  

                               / = �<2 sin 238                               (22) 

 
  )7-11(الشكل 

  .في هذه الحالة  tوالزمن  xيوضح الشكل السابق أيضاً العلاقة بين الانتقال 
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  )31(رقم مثال 
تعليقاً شاقولياً بنابض ثابت   kg 5يعلق جسم كتلته 

فإذا أزحنا  .كما هو مبين في الشكل 300N/mصلابته 
هذا الجسم عن موضع توازنه الساكن نحو الأسفل بمقدار 

10cm   ، ًفأوجد عندئذ ما يلي ،  ثم تركناه حرا:  
 .للنابض بفعل هذا التعليق  (δ)الاستطالة الساكنة  .1
 .المعادلة التفاضلية العامة للحركة الاهتزازية الناتجة  .2
 .rad/sبوحدة  التردد الطبيعي للاهتزاز .3
 . الطبيعي للاهتزاز بوحدة الهرتزالتردد  .4
 .(? = τ)دور الاهتزاز  .5
 .  tوالزمن xالعلاقة بين الانتقال  .6
 .الجسم  القيمة القصوى لسرعة .7
 .الجسم  لتسارعالقيمة القصوى  .8

  : ................................................................. الحل
نلاحظ في :  الاستطالة الساكنة للنابض

والوزن  kδوضع التوازن أن قوتي النابض 
W  إذن . متساويتان:  

H = .I ⇒ I = ��.= 5(9.8)300= 0.16� 
  :للحركة المعادلة التفاضلية العامة 

مخطط الجسم الحر في وضع الحركة  نرسم 
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  :التحريك الأساسي على الآتي  فنحصل بتطبيق قانون، كما هو مبين في الشكل

0 F� = �&�   ⇒ −./ = �/1   ⇒ �/1 + ./ = 0 

⇒  /1 + .� / = 0   ⇒   /1 + 23�/ = 0 
  :  (rad/s) بوحدة  التردد الطبيعي للاهتزاز

23 = 4 .�  = 43005 = 7.75  J&K/" 
  :بوحدة الهرتز التردد الطبيعي للاهتزاز

f =  232@  = 7.752@  = 1.23 LM  
 :دور الاهتزاز 

τ =  2@23 = 2@7.75  = 0.81 "�O  
 :لدينا   : العلاقة بين الانتقال والزمن

/ = /< sin(238 + @2) =  /< cos 238 
/  :وبالتعويض نجد أن  =  0.1 cos 7.75 8 

� :باشتقاق علاقة الانتقال نجد   :القيمة القصوى للسرعة  =  − 0.1(7.75) sin 7.75 8 = −0.78 sin 7.75 8 ⇒  �PQ� =  −0.78 �/" 
& :نجد  السرعةباشتقاق علاقة   :القيمة القصوى للتسارع  =  0.78(7.75) cos 7.75 8 = 6.05 cos 7.75 8 ⇒  &PQ� =  6.05 �/"� 
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 : الاهتزازات الحرة المتخامدة )2
تحت تأثير إما قوى ، جميع الاهتزازات الحرة تتخامد بمرور الزمن ، الواقع  في     

الاحتكاك الطبيعية أو قوى الاحتكاك الناجمة عن استخدام وحدات إخماد صناعية تسمى 
لدراسة هذا النوع من الحركات الاهتزازية .  (Dampers)مانعات أو مخَُمدات الاهتزاز 

وذلك كما هو مبين في ، بنابض وموصولاً بمخَُمّد اهتزاز  مربوطاً  mنتأمل جسماً كتلته 
فإذا أزحنا هذا الجسم عن موضع توازنه ثم تركناه حراً فإنّ حركته ) . 8-11(الشكل

  . التي يولدها مخَُمّد الاهتزاز Fdالاهتزازية سوف تتضاءل تدريجياً تحت تأثير قوة الاحتكاك 

 
  )8-11(الشكل 

تتناسب طرداً مع سرعة الجسم وتؤثر في الاتجاه  Fdوتدلنا التجربة أن قوة الاحتكاك 
  :وهذا يعني . المعاكس لتلك السرعة 

                          FR = −O� = −O/:                               (23) 
وهو عبارة عن ثابت تتعلق قيمته بالمواصفات الفنية لمخَمد ، مُعامل التخامد  cيسمى  

، وبتطبيق القانون الأساسي في التحريك على الجسم .  N.s/mالاهتزاز ويقدر بوحدة 
 :نحصل على ، وملاحظة أن التسارع هو المشتق الثاني للانتقال 

0 F� = �&�   ⇒ −ST − SU = �/1                                 �/1 + O/: + ./ = 0                           (24) 
نقُسم طرفي هذه المعادلة . وهذه العلاقة هي المعادلة التفاضلية للاهتزازات الحرة المتخامدة 

 : فنحصل على المعادلة  c/m = 2b: ونفرض أن ،  mعلى 
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                     /1 + 2*/: + 23�/ = 0                                (25) 
 والذي يدعى Cc ويدلنا علم الاهتزازات أن الحل العام لهذه المعادلة يعتمد على المقدار  

 :ويحسب بالعلاقة ، معامل التخامد الحرج أو الحدي 

                           OV = 2�4 .�  = 2�23                      (26) 
والتي  λ (Lamda)ومن أجل التعبير عن شدة التخامد يستخدم مفهوم نسبة التخامد 

  :تتعين بالعلاقة 

                                         W =
OOV                                      (27)  

 : ثلاث حالات) 9- 11(فإننّا نميز كما يبينّ الشكل ، واستنادا إلى شدة التخامد 

 
  )9-11(الشكل 

التخامد يكون  نلأ ، حركة الجسم لن تكون حركة اهتزازية فإنّ :   λ > 1إذا كانت    •
 .مما يؤدي إلى عودة الجسم إلى وضع التوازن في زمن قصير جداً ، شديداً 

وسيعود الجسم ، أيضاً  حركة الجسم لن تكون حركة اهتزازية فإنّ :   λ = 1إذا كانت   •
 .إلى وضع التوازن في زمن قصير جداً 

 نلأ ،متخامدة تدريجياً  حركة اهتزازيةتكون  حركة الجسم فإنّ :   λ < 1كانت  إذا   •
في هذه الحالة الجديرة بالاهتمام يكون الحل . التخامد تكون خفيفة أو متوسطة  شدة
 : الآتيعلى النحو ، بالاستناد إلى نظرية المعادلات التفاضلية ، العام 
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               / = 5 �XYZ sin(2T8 + 9)                     (28) 
  :حيث 

                     2T = [23� − *�                               (29) 
وتتعين قيمتا .نلاحظ أن الحركة الموصوفة ذه العلاقة هي حركة اهتزازية متناقصة السعة 

يبين الشكل المذكور العلاقة بين  .انطلاقاً من الحالة الابتدائية للحركة  φو  Aالثابتين 
وذلك عند إزاحة الجسم بشدة عن وضع توازنه ثم تركه حراً بدون  tوالزمن  xالانتقال 

 .سرعة ابتدائية 
  )32(رقم مثال 

إذا  .مربوطة بنابض ومتصلة بمخَمد اهتزاز   kg 50كتلتها  Cartيبين الشكل عربة 
  ،ثم تركناها حرة،   cm 20أزحنا هذه العربة عن موضع توازا الساكن نحو اليمين بمقدار

دور الاهتزاز    -3نسبة التخامد     -2 الحركة المتخامدة    تردد  - 1: فأوجد عندئذ 
 .   tوالزمن xالانتقال  العلاقة بين -  4

 
  : ................................................................. الحل

  :لدينا :  تردد الحركة المتخامدة 

 23 = 420050 = 2 J&K"   ;    * = 402 × 50 = 0.4  
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  :بالعلاقة  تردد الحركة المتخامدةيتحدد و 

  2T = [23� − *� =  √4 − 0.16    = 1.96 J&K/"       
 )λ (? =  نسبة التخامد

W = OOV  = O2�23 = 402 × 50 × 2 = 0.2 

 )dτ = ? ( الاهتزاز دور

τR = 2@2K  = 2@1.96 = 3.2 "�O 
/   :لدينا   :العلاقة بين الانتقال والزمن  = 5 �XYZ sin(2T8 + 9) 

/    :وبالتعويض ينتج أن  = 5 �X<.^Z sin(1.968 + 9) 
t  : انطلاقاً من الحالة الابتدائية للحركة كما يلي φو  Aويتحدد الثابتان  = 0  ⇒    20 = 5 sin 9             (1)      

�    :وباشتقاق معادلة الانتقال نحصل على علاقة السرعة الآتية  = −0.45 �X<.^Z sin(1.968 + 9)+ 1.96 5 �X<.^Z cos (1.968 + 9) t = 0  ⇒   0 = −0.45 sin 9 + 1.96 5 cos 9     (2)   0.4 sin 9 = 1.96 cos 9      
 ⇒  sin 9cos 9 =  1.960.4    ⇒ tan 9 = 4.9 

⇒  9 = 78.5° = 1.37 J&K 
/ :وتصبح معادلة الانتقال ،  A = 20  ينتج أن) 1(العلاقة  وبالتعويض في = 20 �X<.^Z sin(1.968 + 1.37)   O� 
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الجدول الآتي يوضح جميع مؤشرات الحركة الاهتزازية بالإضافة إلى كيفية تغير الانتقال مع 
 . sec 10الزمن خلال الفترة الزمنية الممتدة من الصفر حتى 

 
  . ويبينّ الشكل الآتي تغير الانتقال مع الزمن بيانياً خلال الفترة الزمنية المذكورة آنفاً 

 
فإننا ،  ونظراً لأهمية استخدام الحاسوب في انجاز الحسابات الهندسية بدقة وبسرعة عالية

سنبينّ كيفية حل المثال الحالي بمساعدة أقوى البرامج المستخدمة في الوقت الحاضر والتي 
.  
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الجدول الآتي يوضح جميع مؤشرات الحركة الاهتزازية بالإضافة إلى كيفية تغير الانتقال مع 
الزمن خلال الفترة الزمنية الممتدة من الصفر حتى 

ويبينّ الشكل الآتي تغير الانتقال مع الزمن بيانياً خلال الفترة الزمنية المذكورة آنفاً 

ونظراً لأهمية استخدام الحاسوب في انجاز الحسابات الهندسية بدقة وبسرعة عالية
سنبينّ كيفية حل المثال الحالي بمساعدة أقوى البرامج المستخدمة في الوقت الحاضر والتي 

.Simulink و  Matlabو Excel: تشمل 
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يبينّ الشكل الآتي بالتفصيل كيفية حل المثال 
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يبينّ الشكل الآتي بالتفصيل كيفية حل المثال  : Excelالحل باستخدام برنامج    
 . Excelالحالي باستخدام برنامج 
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يبينّ الشكل الآتي بالتفصيل كيفية حل 
. 

% Solving the problem with MATLAB 
m =50; % Mass of Oscillator 
k =200 ; % Spring constant 
c =40 ; % Coefficient of damping 
wn =sqrt(k/m); % Natural frequency in rad/s
b =c /(2*m); 
wd =sqrt(wn^2-b^2); 
cc =2*m*wn; % Critical coefficient of damping
Lamda =c/cc; % Damping ratio 
Td=2*pi()/wd; % Period of Vibration in seconds
fprintf('The frequency of damping vibration = %5.2f rad/s
fprintf('Damping ratio = %5.2f \n',Lamda);
A = 20; % Amplitude of vibration 
Phi = 1.37 ; % Phase of vibration in rad
t=0:0.1:10; 
x = A*sin(1.96*t + Phi).*exp(-0.4*t);
plot(t,x); 
xlabel ('time(sec)');    ylabel ('Displacement(cm)');
grid on; 
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يبينّ الشكل الآتي بالتفصيل كيفية حل  : MATLABالحل باستخدام برنامج    

. MATLABالمثال الحالي باستخدام برنامج 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

   

% Solving the problem with MATLAB  

Natural frequency in rad/s 

cc =2*m*wn; % Critical coefficient of damping 

Td=2*pi()/wd; % Period of Vibration in seconds 
fprintf('The frequency of damping vibration = %5.2f rad/s\n',wd); 

n',Lamda); 

Phi = 1.37 ; % Phase of vibration in rad 

0.4*t); 

ylabel ('Displacement(cm)'); 
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      :MATLABالملحق ببرنامج  Simulinkالحل باستخدام برنامج المحاكاة  
يسمح لنا  (Model)المثير للغاية إنشاء نموذج  Simulinkيمكننا باستخدام برنامج  

في أثناء حركته الاهتزازية  (Response of the body) بتحديد استجابة الجسم
الموصولة معاً بخطوط   (Blocks)الكتليحتوي هذا النموذج مجموعة من . المتخامدة 

ولحل المسألة الحالية نحتاج ست كتل يتم . مهمتها نقل المعطيات  (signal lines)إشارة
ومن المفيد استبدال التسميات الأساسية  ،سحبها من المكتبات الثلاث المبينة في الشكل 

  .للكتل المستخدمة بالتسميات المناسبة التي تعبرّ عن وظيفتها

  
  :في الآتي  إن خطوات العمل الضرورية لإنشاء النموذج المطلوب والمبين أدناه تتلخص

 : xنكتب المعادلة التفاضلية للحركة الاهتزازية ثم نحسب المشتق الثاني للمتحول .1

     �/1 + O/: + ./ = 0   ⇒   /1 = − O� /: − .� / 
1/    :وبالتعويض ينتج أن   = − 0.8 /: − 4/ 

  MATLAB . في شريط أدوات  Simulinkتشغيل البرنامج بالنقر على الزر  .2
 File→New→Model: بالنقر على قائمة ملف فتح نافذة نموذج جديدة .3

وسحب كتلتين من النوع  (Continuous)فتح مكتبة النظم المستمرة  .4
Integrator ، ثم نغيرّ تسمية كل منهما ونقوم بسحب خط إشارة من خرج الكتلة
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تقوم هاتان الكتلتان بإجراء . لى إلى دخل الكتلة الثانية كما هو مبين في الشكلالأو 
 (Velocity)في الأولى نحصل على السرعة : عملية التكامل الرياضي على مرحلتين 

 . (Displacement) وفي الثانية نحصل على الانتقال أو الإزاحة 

   
وسحب كتلتين من النوع   (Math Operations)فتح مكتبة العمليات الحسابية    .5

 Gain )ثم نضع التسمية المناسبة بعد إجراء الانعكاس الأفقي لكل منهما، ) ربح ،
) السرعة(تقوم الكتلة الأولى بضرب إشارة الدخل . كما نرسم خطي إشارة 

 . 4بالقيمة ) الانتقال(بينما تقوم الكتلة الثانية بضرب إشارة الدخل ،   0.8بالقيمة

ثم نرسم ، من مكتبة العمليات الحسابية  Sumأو  Addحب كتلة من النوع س .6
وهنا ينبغي ، تسمح لنا هذه الكتلة بجمع القيمتين الداخلتين إليها . خطي إشارة 

إدخال إشارة السالب المطبقة على كل منهما في مربع حوار الكتلة والذي يظهر عند 
 .النقر عليها كما هو مبين في الشكل 
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. ثم نرسم خط إشارة (Sinks)من مكتبة المصبات 
 .تسمح لنا هذه الكتلة بإظهار النتائج بعد إتمام عملية النمذجة وتشغيل زر المحاكاة

النقر على كتلتي الانتقال والسرعة من أجل إدخال الشروط الابتدائية في مربع الحوار 
لخاص بالانتقال يجب ضبط الشروط الابتدائية 

 .    0وفي مربع الحوار الخاص بالسرعة يجب ضبطها على القيمة 

  
Simulation →Configuration Parameters  من شريط

Stop time  10على القيمة.  
في شريط أدوات   Start simulationبالنقر على الزر
فتظهر عندئذ الحركة  Scopeالعرض  ثم النقر بعد ذلك على كتلة

وذلك بعد ضبط قياسها بالضغط ، الاهتزازية المتخامدة كما هو مبين في الشكل 
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من مكتبة المصبات  Scopeكتلة من النوع سحب   .7
تسمح لنا هذه الكتلة بإظهار النتائج بعد إتمام عملية النمذجة وتشغيل زر المحاكاة

النقر على كتلتي الانتقال والسرعة من أجل إدخال الشروط الابتدائية في مربع الحوار  .8
لخاص بالانتقال يجب ضبط الشروط الابتدائية في مربع الحوار ا.الخاص بكل منهما 

وفي مربع الحوار الخاص بالسرعة يجب ضبطها على القيمة ،  20على القيمة 

Configuration Parametersاختيار الأمر  .9

Stop timeثم ضبط الحقل ، قوائم نافذة النموذج 

بالنقر على الزرتشغيل عملية المحاكاة  .10
ثم النقر بعد ذلك على كتلة، النموذج 

الاهتزازية المتخامدة كما هو مبين في الشكل 
  .Autoscaleالمنظار   على زر
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  :  (Satellites)الصناعية  الأقمار – ميكانيك الفضاء  3-11

 .برز التطبيقات في مجال ميكانيك الفضاءأإن دراسة حركة الأقمار الصناعية هي من    
عادة على تجري عملية إطلاق الأقمار الصناعية  أن  إلى الإشارةمن في البدء  ولابدّ 

ه في المرحلة الأولى يقوم صاروخ موجّ ) .10- 11(كما هو واضح في الشكل  مرحلتين
 dمقدارها  مسافةوبمساعدة أجهزة خاصة برفع القمر الصناعي عن سطح الكرة الأرضية 

تجري عملية الإطلاق بالسرعة الابتدائية  المرحلة الثانية وفي.  Aالموضع المطلوب  إلى
إنما يصبح ، بحيث لا يسقط على الأرض ولا ينفلت في الفضاء الخارجي ، voاللازمة 

وكذلك ، إطلاق أول قمر صناعي في العالم وذه الطريقة تم . للأرض ويدور حولها تابعاً 
هذا وتؤثر في الأقمار الصناعية التي تدور حول  .على متنهاإنساناً أول سفينة فضاء تحمل 

 ه وفقاً بأنّ  علماً ،  oمركز الأرض  إلىوالتي تتجه ، فقط  Fالأرض قوة جذب الأرض 
  :لقانون الجاذبية العام يكون

                            F = ` a�J�                                    (30)  
 -r، كتلة القمر الصناعي  - m، كتلة الكرة الأرضية   -M، ثابت الجاذبية العام  -G تمثل حيث

  .د القمر عن مركز الأرض عْ ب ـُ

 
  )10-11(الشكل 
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قوة جذب بالنسبة للأجسام الواقعة على سطح الأرض يمثل  mgوبما أن وزن الجسم 
  :نجد  Rنصف قطر الكرة الأرضية  تساوي r إذن وبعد ملاحظة أن،  Fالأرض 

      �� = ` bPcd            
a`                                    :ومن هذه العلاقة ينتج أن . تسارع الجاذبية الأرضية – g حيث = �e�                        (31)   

  : الآتيةوبالتعويض في قانون الجاذبية العام نحصل على العلاقة 

                          F = �� e�
J�                                           (32)  

بما أن القمر الصناعي يخضع لتأثير قوة وحيدة عزمها حول مركز الأرض ، من جهة أخرى 
لهذا القمر بالنسبة لمركز الأرض تبقى  Hoإذن كمية الحركة الزاوية ، الصفر  إلىيساوي 

Lf                  : الآتية المعادلةوفق  Hoويحسب مقدار . ثابتة طيلة الحركة   = J�� sin g = Oh$"8&$8                  (33) 
  . p للقمر rوشعاع الموضع  v هي الزاوية المحصورة بين شعاع السرعة -ϕحيث 

م يقع في يْ سَ نفترض أن القمر الصناعي عبارة عن جُ   : الحركة استنتاج معادلة مسار
في اتجاه  متجهةvo  سرعته الابتدائية أنّ و ، من مركز الأرض   ro لحظة الإطلاق على بعد

  .)11-11(كما هو مبين في الشكل يوازي سطح الكرة الأرضية  

 
  )11-11(الشكل 

بتطبيق القانون الأساسي في نا نجد فإنّ ، الكرة الأرضية ثابتة في مكاا  افترضنا أنفإذا  
  : ما يلي (r,θ) استخدام الإحداثيات القطبيةمع التحريك 
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0 Fi = �&j 
−F = �(J1 − Jk: �) 

إن .  r وكذلك المشتق الثاني للمقدار،  θ يجب تعيين المشتق الأول للمقداروهنا 
Lh  :يحدد لنا المقدار الأول وذلك كما يلي  o تطبيق علاقة كمية الحركة الزاوية حول المركز = J�� sin g = J��k = J�(Jk̇)  Lh = �J2k̇ 

  :يكون  عندئذ،  hبالرمز  m على الكتلة Ho ا لحاصل قسمةنوإذا رمز 

ℎ = J�k:      ⇒     k: =
ℎJ�  

  :نكتب الآتي  rوللحصول على المشتق الأول للمتحول 

J: =
KJK8 =  KJKk KkK8 =  ℎJ� KJKk = −ℎ KKk l1Jm   

  :الآتيةحيث حصلنا على الحد الأخير في هذه العلاقة بعد تطبيق قاعدة التفاضل 

KKk l1Jm = 0 − TjTnJ�  = − 1J� KJKk  
  :نكتب  rوللحصول على المشتق الثاني للمتحول 

J1 =
KJ:K8 =  KJ:Kk KkK8 =  ℎJ� KJ:Kk = ℎJ� KKk o−ℎ KKk l1Jmp   

J1 = − ℎ�
J� K�

Kk� l1Jm   
  :فينتج لدينا بعد التعويض ،  u=1/rولتبسيط الحسابات نفرض أن    

K��Kk� + � = `aℎ�  
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  : الآتييمكن أن يكتب على النحو  المهمةإن الحل العام لهذه المعادلة التفاضلية 

� = `aℎ� + q cos k 
لمعادلة مسار  الآتيةنحصل على الصيغة النهائية  rالمتحول  إلى uوبالانتقال من المتحول 
  :حركة القمر الصناعي 

                           1J = `aℎ� + q cos k                            (34)  
إن هذه المعادلة . التكامل ويتعين عادة من الشروط الابتدائية للحركة ثابت  -C تمثل حيث

حيث يمثل مركز الأرض ، ) ناقص أو مكافئ أو زائد(هي في الواقع معادلة قطع مخروطي 
عادة بدلالة  C وعند حل المسائل يتحدد مقدار الثابت  .بؤرة هذا القطع المخروطي 

وذلك ، ) 1-1( كما هو مبين في الشكل،  vo الابتدائيةوالسرعة    ro الموضع الابتدائي
 : بفرض أن

k = 0      ;     J = J<     ;      ℎ = J<�k:< = J<�< 
  :فينتج لدينا ، ثم التعويض بمعادلة المسار الأخيرة 

                           q = �jE − rbsd                                 (35)     
 الهندسة التحليلية في الرياضياتعلم  إلىبعد الرجوع نا فإنّ ،  Cلمقدار الثابت  وتبعاً 

  :للحركة الآتيةالمسارات المحتملة ) 12- 11(ما هو واضح في الشكلكنمُيز   نستطيع أن
إن .المسار يكون عندئذ على شكل قطع زائد فإنّ :   C > GM/h2إذا كانت   •

 .موضعه الابتدائي  إلىالقمر لن يعود ثانية  نّ سلوك هذا المسار غير مسموح به لأ
إن . المسار يكون عندئذ على شكل قطع مكافئ فإنّ :   C = GM/h2إذا كانت   •

وبتعويض قيمة  . آنفاً سلوك هذا المسار غير مسموح به أيضا لنفس السبب المذكور 
 : الآتية veالهروب  هذا الثابت في معادلة المسار نحصل على سرعة
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                       �t = [�rbjE =  [�ucd
jE                        (36)    

 سيتحرك مبتعداً ه فإنّ  ،منها  أكبرأو هذه السرعة تساوي فإذا انطلق القمر بسرعة ابتدائية 
 .عالم الغيب  حينئذويدخل القمر ، بلا حدود عن الأرض 

على شكل قطع  اً عندئذ بيضاويالمسار يكون  فإنّ  :  C < GM/h2 إذا كانت  •
 .وتتحرك معظم الأقمار الصناعية في مدارات بيضاوية . ناقص 

وبتعويض قيمة هذا .المسار يكون عندئذ على شكل دائرة  فإنّ :   C = 0إذا كانت   •
اللازمة لجعل القمر يدور في  vcالإطلاق  الثابت في معادلة المسار نحصل على سرعة

 :مدار دائري 

                     �V = [rbjE =  [ucd
jE                     (37)   

ه سيسقط على الأرض ولن فإنّ قل من هذه السرعة أفإذا انطلق القمر بسرعة ابتدائية 
  .يستطيع الدوران حولها 

 
  )12-11(الشكل 
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أن تكون وهكذا حتى يستطيع القمر الصناعي أن يتحرك في مسار بيضاوي لا بدّ من 
�t                                  :كما يلي السرعة الابتدائية للإطلاق    > �< > �V                               (38)   

  )33(رقم مثال 
 Aوذلك من النقطة    vA =34500 km/hطلق قمر صناعي بسرعة ابتدائية قدرها أُ 

 أوجد .كما هو مبين في الشكل الأرضعن سطح  km 500التي تبعد مسافة قدرها 
  .  km 20000 له وقدره  ارتفاع أقصى عندما يبلغ VBسرعة القمر 

 
  : ................................................................. الحل
كمية   فإنّ ، القمر الصناعي يخضع لتاثير قوة وحيدة مركزية تتجه نحو مركز الارض  أنّ بما 

  :لذا يمكن ان نكتب ، الحركة الزاوية تكون عندئذ ثابتة 

J�� sin g  = Oh$"8&$8 
 ϕ1= ϕ1 =90°الزاوية مع ملاحظة أن  Bو  Aوبتطبيق هذه العلاقة بين النقطتين 

 : نجد

Jx��x  = Jy��y     ⇒  �y = �x JxJy   
Jx = (500 + 6370) = 6870 .�    Jy = (20000 + 6370) = 26370 .�    
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  : ينتج لديناوبالتعويض 

�y = 34500( 687026370) = 8988  .�/ℎ 
 

  )34(رقم مثال 
 Aوذلك من النقطة    v0 =10000 m/sقمر صناعي للاتصالات بسرعة ابتدائية أطُلق 

 أوجد .كما هو مبين في الشكل الأرضعن سطح  km 700التي تبعد مسافة قدرها 
  . (?=rB) الأرضهذا القمر بالنسبة لمركز  إليهيصل  ارتفاع أقصى

 
  : ................................................................. الحل

  : الآتيةيعتمد حل هذه المسألة على معادلة المسار 
1J = `aℎ� + q cos k 

من الشروط الابتدائية لعملية  انطلاقاً وذلك  الآتيةبتطبيق العلاقة  Cويتحدد الثابت 
  : θ = 0والموافقة للزاوية ، إطلاق القمر الصناعي 

      q = �jE − rbsd           
>J  : الآتيةوباستخدام معطيات المسألة نحصل على القيم  = e + 700 = 6370 + 700 = 7070 .� 



  
 

313 
 

`a = �e� = 9.8 × (6370 × 10z)�= 398 × 10�� �z/"� ℎ = J<�< = 7070 × 10{ ��/"  
q        : أننجد  C وبالتعويض في معادلة الثابت = 0.62 × 10X{         

، ذا القمر تمثل أقصى ارتفاع له Bمع ملاحظة أن النقطة  ،المسار معادلة  إلىوبالرجوع 
1Jy  :عندئذ يكون ،  θ = 180°وهي توافق الزاوية  = `aℎ� + q cos 180° 

1Jy  : ينتج لديناوبالتعويض  = 0.80 × 10X{ − 0.62 × 10X{ = 0.18 × 10X{ 
Jy = 5.56 × 10{ � = 55600  .� 

 
غير محلولة مسائل  

UNSOLVED  PROBLEMS 

 

   ) :1(مسألة رقم 
أُسقطت كرة فولاذية على صفيحة 

 °30وبزاوية   16m/sمعدنية بسرعة 

احسب  .كما هو مبين في الشكل
 إذا كان βالزاوية و  uسرعة الارتداد 
 هو بين الكرة والصفيحة معامل الارتداد

 0.5.  
   u =  14.42 m/s ;  β =  16.1°  :الجواب 
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   ) :2(مسألة رقم 
فإذا أزحنا هذا  .بمخمد اهتزاز  بنابض ومتصلاً  مُعلقاً   kg 1يبين الشكل جسماً كتلته 

 :فأوجد ما يلي ،  ثم تركناه حراً   cm 10الجسم عن موضع توازنه الساكن بمقدار
 . (? = λ)نسبة التخامد  .1
 (? = ωd) الحركة المتخامدة تردد  .2
 .(? = τd)دور الاهتزاز  .3
 .  tوالزمن xالعلاقة بين الانتقال  .4

 
/   ωd =  5.92 rad/s2 ;  τd =  1.06 sec   ;      λ =  0.17  ; :الجواب  = 10.14 �XZ sin(5.928 + 1.4)   O� 

   ) :3(مسألة رقم 
أطُلق قمر صناعي بسرعة ابتدائية 

   vA =36900 km/hقدرها 
التي تبعد  Aوذلك من النقطة 

عن  km 500مسافة قدرها 
كما هو مبين في  الأرضسطح 
القمر هذا حسب سرعة ا .الشكل

 وقدره  ارتفاع أقصى عندما يبلغ
60000 km  .  

     vB =  3820 km/h    :الجواب   
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  عامّــــةرية ــــــــئلة نظــــــــأس  
  السكون نظرية على قسم أسئلة  -أولاً  

  : يلي أجب عما
 ما المقصود بمخطط الجسم الحر ؟ وما هي أهميته ؟ .1

 .اشرح كيفية دراسة توازن ثلاث قوى واقعة في مستو واحد باستخدام قاعدة الجيوب   .2

 .ما الطريقتان المستخدمتان في تحليل الهياكل الشبكية ؟ وضّح متى تستخدم كل منهما  .3

 .اكتب الشكل التحليلي الجبري لمعادلات التوازن في حالة القوى الفراغية   .4

 . عدد قوانين الاحتكاك   .5

 .اشرح بإيجاز طريقة تعيين معامل الاحتكاك تجريبياً   .6

 ثم وضح المقصود بمعامل مقاومة التدحرج ؟، عرف الاحتكاك التدحرجي   .7

 .المركز المتوسط الهندسي  –مركز العطالة  –مركز الثقل    :  ما المقصود بالمفاهيم الآتية  .8

 .اشرح بإيجاز كيفية تحديد مركز الثقل تجريبياً   .9

 .استنتج رياضياً الإحداثيات العامة لمركز ثقل الجسم الصلب   .10

  :اختر الإجابة الصحيحة لكلّ ممّا يأتي 
 :على أا تعُرّف القوة .1

a( تأثير جسم في جسم آخر .             (b محصلة قوى الجاذبية الأرضية . 

c( سرعة انجاز العمل الذي يقوم به جسم ما . 

 :إن الجُسَيم المادي هو بالتعريف  .2

a( أصغر شيء ممكن .              (b جسم صلب أهملت أبعاده لتبسيط الدراسة . 

(c  صحيح كل ما سبق. 

 :المقصود بمصطلح اتجاه القوة هو  .3

a(  جهة القوة.     (b  حامل  أو خط تأثير القوة.    (c   كُلّ ما سبق. 

 :عند حل مسائل علم التوازن ينبغي أولاً    .4
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a( رسم مخطط الجسم الحر .     (b  تطبيق معادلات التوازن .    (c  اختزال القوى الخارجية
  . إلى قوة واحدة ومزدوجة 

 :يتحقق توازن ثلاث قوى واقعة في مستو واحد إذا  .5

a(  تقاطعت خطوط تأثيرها في نقطة واحدة .  (b  تقاطعت خطوط تأثيرها في ثلاث نقاط. 

c(  خطوط تأثيرهالم تتقاطع  .  
 : بالعلاقة الآتية nمع عدد العقد  mيرتبط عدد القضبان ، في الهياكل المحددة ستاتيكياً   .6

a( m < 2n-3       (b m = 2n-3          (c m > 2n-3  
 :إن اتجاه رد فعل المسند الاسطواني في حالة القوى الفراغية الموازية لمستوٍ معين   .7

a(  شاقولي.    (b ل إلى مركبتينمجهول ويحُل.    (c ل عادة إلى ثلاث مركباتمجهول ويحُل       . 

 :إن اتجاه رد فعل المفصلة الاسطوانية في حالة القوى الفراغية الموازية لمستوٍ معين   .8

a(  شاقولي.     (b ل إلى مركبتينمجهول ويحُل.    (c ل إلى ثلاث مركباتمجهول ويحُل       . 

 :إن اتجاه رد فعل المفصل الكروي في حالة القوى الفراغية   .9

a(  شاقولي.     (b ل إلى مركبتينمجهول ويحُل.    (c ل إلى ثلاث مركباتمجهول ويحُل       . 

 :يتألف رد فعل المسند الصلب في حالة القوى الفراغية من   .10

a(  ثلاث مركبات لقوة رد الفعل .  (b  ثلاث مزدوجات.    (c  ثلاث مركبات لقوة رد
  . الفعل وثلاث مزدوجات

 :إن مقدار معامل الاحتكاك الحركي يكون عادة   .11

a(  أقل من معامل الاحتكاك الساكن .  (b ساكنأكبر من معامل الاحتكاك ال.                         

      (c مساوياً لمعامل الاحتكاك الساكن.   
 :عند الاحتكاك الانزلاقي تبلغ قوة الاحتكاك قيمتها العظمى في حالة   .12

a(  السكون التام.         (b الحركة الوشيكة.        (c  بدء الحركة.                         

 :تتوقف قوة الشد في حالة الاحتكاك بين الحبال والبكرات على   .13

a(  معامل الاحتكاك.    (b  زاوية التماس بين الحبل والبكرة.     (c  كُلّ ما سبق.  

 
���������� 
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  نظرية على قسم الحركةأسئلة  - ثانياً  

  : يلي أجب عما
والتسارع في الحركة المستقيمة المتغيرة  استنتج العلاقات الرياضية التي تربط بين الموضع والسرعة .1

 .بانتظام للجسيمات المادية 

عند الحركة الخطية المنحنية للجسيم المادي وذلك  الموضع والسرعة والتسارعاستنتج معادلات  .2
 . (x,y)باستخدام جملة الإحداثيات الديكارتية  

استخدام جملة الإحداثيات ه عند الحركة الخطية المنحنية وذلك بوتسارع الجسيم سرعةاستنتج  .3
 . (t,n)المماسية والناظمية  

 . (r,θ)المشتق الزمني لكلّ من شعاعي الواحدة في جملة الإحداثيات القطبية   استنتج .4

ه عند الحركة الخطية المنحنية وذلك باستخدام جملة الإحداثيات وتسارع الجسيم سرعةاستنتج  .5
 . (r,θ)القطبية  

لجسيم مادي في أثناء حركة القذف بتسارع ثابت هو تسارع  y=f(x)استنتج معادلة المسار  .6
 .الجاذبية الأرضية 

 الحركة الدورانية –الحركة الانسحابية لجسم صلب : عرف ما يلي وأعطِ مثالاً على كلّ تعريف  .7
 .الحركة المستوية العامة لجسم صلب  –لجسم صلب 

 .نسحابية المستقيمة وعناصر الحركة الدورانيةاستنتج العلاقات التي تربط بين عناصر الحركة الا .8

اشرح طريقة تعيين السرعة الخطية لجسم صلب في الحركة المستوية العامة وذلك باستخدام مفهوم   .9
 .المركز اللحظي للسرعة الصفرية 

 .اشرح طريقة تعيين التسارع الخطي لجسم صلب في الحركة المستوية العامة   .10
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