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 بسم الله الرحمن الرحيم

 ْا يَرَه فَمَنْ يَعْمَل ةٍ شَرًًّ ةٍ خَيْرًا يَرَه * وَمَنْ يَعْمَلْ مِثْقَالَ ذَرَّ  مِثْقَالَ ذَرَّ

 المقدمة
فروع في اً، و معمو  نظمة للرياضياتم   بنية   عد نظرية الحلقات حجر أساس في بناء  ت  

إذ ، عموماً  الترميزفي نظرية التشفير و  حديثاً الجبرية ونظرية الشواذ و  الرياضيات مثل الهندسة
ا تقدم أدوات تساعد في فهم و إ  تساعدو  لوم الأخرىالع فيمفاهيم أساسية تنظيم و تبسيط نَّه

ا وبنائها، مثل المعلوماتية، الفيزياء، الكيمياء، علم الحركة، الاقتصاد، العمليات في دراسته
 . إلخ. .الإحصائية وبحوث العمليات ونظرية البيان.

دراسة كثيرات الحدود والأعداد " نتيجةً ل  Ring Theoryنشأت نظرية الحلقات "
الألماني هلبرت عام ضيات " عالم الرياRingكان أول من أطلق اسم حلقة "الصحيحة، و 

دم لكن من قعالم الرياضيات أدولف فرانكل، و  أول من قدم تعريفاً للحلقة، و 1931
 .1321تعريفاً دقيقاً للحلقة هي عالمة الرياضيات الألمانية آيمي نوثر و ذلك عام 

اً مالتي تؤدي دوراً مه "Ideals" ومن أهم الأدوات في نظرية الحلقات هي المثاليات
ومها ي عد العالم الألماني كومر أول من عرض مفهالحلقات وخواصها وتصنيفها، و  في دراسات

𝑛، وذلك عند محاولت ه إثبات نظرية فيرما الشهيرة ) إذا كان 1941عام  ∈ ℤ+  ًعددا
,𝑥فإنه لا يوجد أعداد صحيحة غير صفرية مثل  2صحيحاً موجباً أكبر من  𝑦, 𝑧  :تحقق

𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛  .) لكن الدور الأكبر في عرض تعريف دقيق للمثاليات لعالم الرياضيات و
ل التحليل ستخدمها في مسائاقام بعرض تعريف دقيق للمثاليات و الألماني ديدكند، حيث 

 عرهف المثاليات الأولية من خلال الأعداد الأولية.الوحيد و 
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ة في نظرية همدوات الم" ت عد من الأIntegral Domainلأنه المناطق الصحيحة "و 
عالم الرياضيات الألماني كرونكر، أمها مفهوم الحقل فقد ع ر ض لأول  عرهفهاالحلقات فقد 

لكن الذي أطلق اسم حقل ، و 1323رياضيات النروجي آبل عام مرهة من قبل عالم  ال
"Field"  الذي وضع التعريف الدقيق له عالم الرياضيات الألماني ويبرهو العالم ديدكيند، و.  

همية نظرية الحلقات في دراسة البنى الجو  تطبيقاتها ت و برية خصوصاً و فروع الرياضيالأ 
سنة الثانية ب لطلاب الن قدم هذا الكتافي بقية مجالات العلوم التطبيقية الأخرى عموماً، 

المناطق ة الحلقات و دراسلبنى الجبرية كأداة فعهالة في لجميع المهتمين في دراسة ارياضيات و 
لية اصها، بالإضافة إلى  المثاليات وأنواعها الأو خو علاقتها مع الحقول و وفهمها و لصحيحة ا

ك من خلال ذلها و علاقتها بالمناطق الصحيحة والحقول، و العلاقة فيما بينوالأعظمية و 
ل بالأمثلة والتمارين، لترسيخ هذه المعلومات وتسهيم دعمة عمقة و عرض مفاهيم أساسية م  

كتاب، جاء ال وقد فاهيم.الدراسة لهذه المفهم و الالتي ت سهل  الدارِّسالقارئ و ها على فهم  
 نظرية الحلقات في ستة فصول م وزّعة بالشكل الآتي: –( 2) ةالبنى الجبري
 
 

       الحلقات و الحلقات الجزئية و التشاكل الحلقي) لأولاالفصل " The 

Rings, Subrings and Ring Homomorphism"):  
مليتين أساسيتين ود عالمصفوفات و الدوال ي بينه وجإنه تعام لنا مع الأعداد، وكثيرات الحدود و 

الضرب ، معرفتين على كلٍّ منها ، إحداهما عملية توزيعية على الأخرى ، ومن هما الجمع و 
همية، وهذا أ اتوذ ةمعر فة خواصها مهملأنظمة الرياضية ذات العمليتين و هنا تكون دراسة ا

موعة غير داخليتين على مجما نرغب بدراسته في هذا الفصل من خلال تعريف عمليتين 
عريف تة، وعرض بعض الخواص في الحلقات و تحقيقها بعض الشروط ل ت سمى حلقخالية و 
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ه ليس بالضرورة أنه يّن ببن، و  خواصهابعض ية وعرض التطبيقات بين الحلقات و الحلقة الجزئ
صورة الحلقة و  ،الحيادي في المنطلق تساوي العنصر الحيادي في المستقر تكون صورة أن

عرض كيفية غمر  بالإضافة إلى ،في المستقر تبديلية ليست بالضرورة أن تكونالتبديلية 
ة مغمورة من حلقة ما لتكون هذه الحلق كيفية بناء حلقة واحدية انطلاقاً ، و حلقة ما في حلقة

 بها.

 

 

 المناطق الصحيحة و مميز الحلقة الفصل الثاني( " Integral Domain, and 

Character of the Ring"): 
.𝑎ه إذا كان نه إين غير صفرين لا يساوي الصفر، و جداء عددين صحيح نه إ 𝑏 = 𝑐𝑏 
𝑎يكون ه يمكن الاختصار و نه إف = 𝑐  لكنه في الحالة هذا محقق في بعض الحلقات ، و

,ℤ12)مثلًا في الحلقة  اً،العامة ليس صحيح +, . و الضرب بالمقاس  الجمعالمعرف عليها  (
.(2)) ذلك لأنه و  اً ليس محقق 12 (6) = (4). (6) = 2)و لكن  (0 ≠ في هذه  (4

خلال عرض  غيرها منلفصل متى تتحقق مثل هذه الخواص و الحلقة. لذلك نعرض في هذا ا
بعض و  "𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝐷𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛"تعريف قواسم الصفر و المناطق الصحيحة أو التكاملية 

ريف بين الحقول. كما أننا نعرض في هذا الفصل تعما بالإضافة إلى العلاقة بينها و خواصه
 ،مميز الحلقة الذي يمثل تعميماً لرتبة عنصر في نظرية الزمر

,𝑅)إذا كانت  ) رتبة  𝑅ه يكون لكل عنصر من عناصر الزمرة نه إزمرة تبديلية ، ف (+
من الزمرة  𝑎لكل عنصر غير صفري  نه إذ إ (additive order )ت سمى الرتبة الجمعية 

𝑛𝑎أصغر عدد صحيح موجب يحقق  𝑛 يوجد =  غير 𝑅. أما إذا كانت الزمرة  0
𝑛𝑎يحقق  𝑛منتهية فقد لا يوجد عدد صحيح موجب  =  نه إفي هذه الحالة نقول ، و  0
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ة العلاقة راسالاستفادة منها في دبالإضافة إلى بعض الخواص و (. للعنصر رتبة غير منتهية
ليس  أنه كل حقل هو منطقة صحيحة بينما العكس، فن بيّن الحقولبين المناطق الصحيحة و 

 إنما يكون العكس صحيحاً في حالة المنطقة الصحيحة المنتهية،صحيحاً في الحالة العامة، و 
 حة في حقل. بالإضافة إلى كيفية غمر المنطقة الصحي

 المنطقة الصحيحة فييوجد نه أه و أنه مميز المنطقة الصحيحة يكون صفراً أو عدداّ أولياً، نبيّن و 
 أو تماثل حلقة الأعداد الصحيحة ℤ جزئية تماثل مجموعة الأعداد الصحيحة حلقة   حتماً 
ℤ

𝑝
  

 
 المنطقة الصحيحة. مميزعدد أولي  𝑝، حيث  𝑝 قاسالمالضرب بعرف عليها الجمع و الم

يوجد  في حالة كان صفراً، فإنههمميزه صفر أو عدد أولي، و كذلك في حالة الحقل، فإنه و 
فإنه يوجد  𝑝في حالة كان عدداً أوليهاً ، و ℚحقل جزئي فيه يماثل حقل الأعداد الكسرية 

ℤحقل جزئي يماثل 
𝑝

. 

 

 

 حلقة كثيرات الحدود " الفصل الثالث( Ring of the Polynomials)": 
لرئيســـــــــة ا وعاتفار كثيرات الحدوديات من الموضــــــــي عد حل المعادلات الجبرية وإيجاد أصــــــــ 
لبابليون ا فقد حله  ،كثير من علماء الرياضــــــــــــــيات على مر العصــــــــــــــورهتم بها  االتي  المهمـةو 

ـــــة  ـــــة الخطي 𝑎𝑥المعـــــادل + 𝑏 = ـــــة  جهولين  الصــــــــــــــينيون حـــــله و   0 جملـــــة معـــــادلات خطي
(

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 = 𝑐1

𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 = 𝑐2 )،  كما أثبت المسلمون أن جذري المعادلة 
 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥هما  0 =

−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
أوجد كل من الخيام وابن الهيثم  ، و 

حلًا لكثير من معادلات الدرجة الثالثة والرابعة بطرق جبرية وهندسية، وأثبت آبل عام 
ل ك  الدرجة الخامسة، ونتيجة لتعاملم استحالة وجود قانون عام لحل معادلة من 8181
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فت الزمر وع ر فت الحلقات من قبلت  كا  كثيرات الحدودلاغرانج وآبل وجالوا مع  من  هلبرت  ش 
ثير من تظهر في ك كثيرات الحدود. ومن الجدير بالذكر أن  كما ذكرنا سابقاً وايمي نوثر  

 ،ت الهندسية عامةياء و المجالافيز المسائل الرياضية في المجالات التطبيقية مثل الكيمياء و ال
نبيّن أنه ا، و فيه همةثيرات الحدود و بعض الخواص الملذلك نعرض في هذا الفصل حلقة ك

عرّ 
 
لعناصر اقة صحيحة هي أيضا منطقة صحيحة، و منط علىفة حلقة كثيرات الحدود الم

 .ات الحدودقة كثير ب في حللالقابلة للقلب في منطقة صحيحة هي ذاتها العناصر القابلة للق
عرفة عليها، و 

 
عرفة على حقل ليس بالضرورة أن تكون حقلاً الم

 
. أن حلقة كثيرات الحدود الم

 الحالة العامة يمكن فين بيّن أنهه  ، إذبعض نتائجهاو  عرض خوارزمية القسمة و مبرهنة الباقيو 
عوامل  لىالتحليل إ ، بالإضافة إلى أكبر من درجتهاأن يكون عدد أصفار كثيرات الحدود 

 قابلية كيفية إيجاده في حلقة كثيرات الحدود، بالإضافة إلىوتعريف القاسم المشترك الأعظم و 
تكون حيحة فة على حلقة الأعداد الصأن كثيرة الحدود المعره ونبيّن التحليل لكثيرة الحدود 

 .سريةداد الكفقط إذا كانت قابلة للاختزال على حقل الأعقابلة للاختزال عليها إذا و 
ة والهندس في نظرية الحلقاتتها ير القابلة للاختزال وذلك لأهميندرس كثيرات الحدود غو 

خاصة في حل المعادلات ، ونتعرف على بعض الطرق في الجبرية والكثير من المجالات و 
فيما  اطتهاسالطرق التي يمكن الحكم بو تحليل كثيرات الحدود، بالإضافة إلى عرض بعض 

عيار مثل م  لذلكيرالمعايعرض بعض و ، إذا كانت كثيرة حدود قابلة للتحليل أم لا
عرفة على حقل الأعداد الكسري و على حلقة 

 
آيسينشتاين في حلقة كثيرات الحدود الم

عرفة و ليلقابلة للتحالغير معرفة شكل كثيرات الحدود ، بالإضافة إلى ةحالأعداد الصحي
 
 الم

شكل كثيرات الحدود غير القابلة للتحليل على  تحديد، أي  ℝالحقيقية  على حقل الأعداد
ℝ عرفة على حلقةنبيّن ، و

 
يز هذه واحدية هو نفسه مم أن مميز حلقة كثيرات الحدود الم

 .علاقة مميز الحلقة مع أصفار كثيرات الحدودنعرض ، و الحلقة
 



 نظرية الحلقات                                               قسم الرياضيات
 

14 

 

 

 عظمية عليها, المثاليات الأيات المثاليات و حلقة الباقي و العمل) الفصل الرابع
 Ideals and quotient rings and its الأولية و  الحلقات المحلية "و 

Operations and Prime, maximal ideals and local rings"):  
دراسة ساعد في التي تلمثاليات، و نعرض في هذا الفصل نوعاً من الحلقات الجزئية ت سمى ا

نواع في فهم الخواص الأساسية لأ همحلقات الباقي ، وتسخاصة و  وفهمها خواص الحلقات
 ة.الأولية وعلاقتها بالحقول والمناطق الصحيحن المثاليات كالمثاليات العظمى و معينة م

ت بوسائل لحلقاكن من المقارنة بين اسندرس المبرهنات الأساسية في التماثل الحلقي التي تم    
طلق الأول بأن الصورة المباشرة لحلقة جزئية في المننعلم من الفصل كما أننا   ،واضحة وسهلة

قة جزئية في لالصورة العكسية لحلقة جزئية في المستقر هي حو  ،قرتهي حلقة جزئية في المس
و مثالي في الصورة العكسية لمثالي في المستقر ه فإنه  من أجل المثاليات فقط لكنالمنطلق، و 

في الحالة العامة الصورة المباشرة لمثالي في  أيضاً و  ((4-8-4)لق )هذا ما تبينه المبرهنة المنط
  لصينيةمبرهنة الباقي اعرض و  ، في المستقر اً المنطلق ليس بالضرورة أن يكون مثالي

𝐶. 𝑅. 𝑇 "𝑪𝒉𝒊𝒏𝒆𝒔𝒆 𝑹𝒆𝒎𝒂𝒊𝒏𝒅𝒆𝒓 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎" .في المثاليات 
أهمية   و التي هي ذات المثاليات الأولية و الأعظمية ، الفصل أيضاً نعرض في هذا 

نظرية و   "Algebraic Geometryمن التطبيقات و خاصة الهندسة الجبرية " كثير  كبيرة في  
علاقة واضحة بالمناطق  للمثاليات الأولية نه إذ إ"، Singularity Theoremالشواذ "

   𝑰𝒓𝒓𝒆𝒅𝒖𝒄𝒊𝒃𝒍𝒆 𝑪𝒐𝒎𝒑𝒐𝒏𝒆𝒏𝒕𝒔تمثل مركبات غير قابلة للاختزال  الصحيحة و 
 التيقة و ثاليات الأولية في هذه الحلتقاطع كل المهو أن جذر أي مثالي في حلقة وسنبيّن 

في  اً ثل نقاطتمات الأعظمية لها علاقة بالحقول و هذا المثالي ، بينما المثالي ك ل منها  يحوي
 يوجد علاقة بينها، ة العامة لانبيّن بأنه في الحالا و دراسة العلاقة فيما بينهة الجبرية. و الهندس
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ليس  لكن العكسو  ،في حالة الحلقات الواحدية يكون كل مثالي أعظمي هو مثالي أوليو 
سيكون العكس صحيحاً في حلقات المثاليات الرئيسية من أجل  بالضرورة ، )و  اً صحيح

 .صل الخامس(ما نبيّنه في الف هذا، و اً كل مثالي أولي مغاير للمثالي الصفري سيكون أعظمي
ة الكافي من أجل أن تكون الصورة المباشرة لمثاليات أوليبالإضافة إلى عرض الشرط اللازم و 

خاصة نعرض و عظمية وفق تشاكل حلقي هي أيضاً مثالي أولي أو أعظمي. أأو 
"𝑨𝒗𝒐𝒊𝒅𝒐𝒏𝒄𝒆 𝒑𝒓𝒊𝒎𝒆" )محتوى  والذي ه التي تبيّن بأن المثالي )لا يساوي كامل الحلقة

 ،وليةمحتوى في إحدى هذه المثاليات الأ سيكون ثاليات أولية حتماً اجتماع منته  لم في
في الحلقات، بالإضافة إلى عرض الحلقات  "𝑵𝒂𝒌𝒂𝒚𝒂𝒎𝒎𝒂′𝒔 𝑳𝒆𝒎𝒎𝒂"تمهيدية و 

يها، عادلة فتعيّن العناصر المتوبعض خواصها، و  اً وحيد اً أعظمي اً المحلية التي تملك مثالي
عند مجموعة مغلقة ضربياً  " 𝑳𝒐𝒄𝒂𝒍𝒊𝒛𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒐𝒇 𝑹𝒊𝒏𝒈"بالإضافة إلى تموضع الحلقات 

تكون حلقة و  مثالي أعظمي وحيد على ويتتحالأولية و كيفية بناء حلقة وعند المثاليات 
 .محلية

 
 

   حلقة و  قات المثاليَّات الرَّئيسيَّة,الحلقات الإقليديَّة, حل) ل الخامسصالف
, 𝑬𝒖𝒄𝒍𝒊𝒅𝒆𝒂𝒏 𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔 " التحليل الوحيد 𝑷𝒓𝒊𝒏𝒄𝒊𝒑𝒍𝒆 𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔, and 

𝑼𝒏𝒊𝒒𝒖𝒆 𝑭𝒂𝒄𝒕𝒐𝒓𝒊𝒛𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔"): 

أو يم كن كتابته بشكل وحيد على  ،إنه أي عدد صحيح أكبر من الواحد هو عدد أولي 
صحيحين  لأي عددين لى عوامله الأوليهة(، كما أنه شكل جداء منته  لأعداد  أوليهة )تحليل إ

م هذه المفاهيم سن عمو  اً.أصغر وحيد اً م شترك اً وم ضاعف اً أكبر وحيد اً م شترك اً موجبين قاسم
قة سم مشترك أكبر لعنصرين في حلليس بالضرورة وجود مضاعف مشترك أصغر أو قا إذ
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 في حالة وجودهما لن يكونا وحيدين، بالإضافة إلى أنه فقط في مناطق التحليل الوحيدو 
 ليٍّة.  غير قابل للقلب على شكل جداء منته  لعناصر أو يم كن كتابة كل عنصر غير صفري و 

مي و مة عنصر على عنصر آخر غير صفري ومفهنعرض في هذا الفصل مفاهيم قس    
ترادفة والعلاقة فيما بينهما، و 

 
بيّن نالعنصر الأولي والعنصر غير القابل للتحليل والعناصر الم

 تحليل، أيعنصر غير القابل للاليوجد علاقة بين العنصر الأولي و  أنهه لافي الحالة العامة 
( 3لمثال )بينه اهذا ما يولي عنصراً غير قابل للتحليل ، و ليس بالضرورة أن يكون العنصر الأ

ه في الحالة العامة ليس بالضرورة أن يكون كل عنصر غير كما أنه (. 8-8-5من الأمثلة )
العنصر  إلا أنه ، (8-8-5( من الأمثلة )4هذا ما يبينه المثال )و  ،قابل للتحليل عنصراً أوليهاً 

 اً صحيح العكس ليسلكن ة و حالأولي يكون عنصراً قابلًا للتحليل في المناطق الصحي
هذا ، و بالضرورة اً العكس ليس صحيح، و (3-8-5في النتيجة ) ضههذا ما نعر ، و بالضرورة

 .(4-8-5) ثالفي الم ن بينهما 
ير قابل غ أنه كل عنصر غير قابل للتحليل في منطقة صحيحة يكون أيضاً ن بيّن  

عرفة عليها، و للتحليل في حلقة  
 
يحة طقة صحكذلك كل عنصر أولي في منكثيرات الحدود الم

عرفة عليها،  اً أولي يكون أيضاً 
 
اسة المناطق عرض در من ثم نو في حلقة كثيرات الحدود الم

نبيّن أنهه كل منطقة و العلاقة فيما بينها. الإقليديهة والمثاليهات الرئيسيهة والتّحليل الوحيد و 
لإضافة إلى أنهه في با إقليديهة هي مثاليهات رئيسيهة إلا أنه العكس ليس صحيحاً بالضرورة،

تطابق لتحليل، و بعنصر غير قابل ل اً منطقة المثاليهات الرئيسيّة كل مثالي أعظمي سيكون مولد
ير صفري أنه كل مثالي أولي غمفهومي العناصر الأولية والعناصر غير القابلة للتحليل، و 

نطقة المثاليات لقة في ملا يساوي كامل الح، وأنه كل مثالي غير صفري و اً أعظمي اً يكون مثالي
جود المضاعف بالإضافة إلى دراسة و  .شكل جداء منته  لمثاليّات أولية الرئيسيهة  ي كتب على

ذلك في  وكتابته بدلالة هذه العناصر و ،المشترك الأصغر والقاسم المشترك الأكبر لعناصر
أي  ،وحيد لا يمكن ذلكحليل اللكنه في مناطق الته و  ،المناطق الإقليديهة و المثاليهات الرئيسيهة
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بالإضافة إلى تمهيدية غاوس  .يم كن كتابته بدلالة هذه العناصرإنهه لا 
"Gauss′s Lemma"   ومناقشة العلاقة بين المناطق الثلاث، بالإضافة إلى تطبيقين لمناطق

 التحليل الوحيد في نظرية الأعداد.
 

  التوفيق.والله وليا في اجتهادنا، في الختام نرجو الله تعالى، أن نكون قد وفِّقن
 

 المؤلف                   
 اشدد. شوقي محمَّد الرَّ أ.                   
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 الفصل الأول

 و الحلقات الجزئية و التشاكل الحلقي الحلقات

The Rings, Subrings and Ring 

Homomorphism 

 

مليتيَّ الدوال ي بيََّّ وجود عوالمصفوفات و كثيرات الحدود لنا مع الأعداد, و إنَّ تعام  
أساسيتيَّ هما الجمع و الضرب , معرفتيَّ على كلٍّ منها , إحداهما عملية توزيعية 

ة و معرفِ على الأخرى , ومن هنا تكون دراسة الأنظمة الرياضية ذات العمليتيَّ
ما نرغب بدراسته في هذا الفصل من خلال  هذاو  ,أهمية اتو ذ ةخواصها مهم

سمى ت  لِ وط تحقيقها بعض الشر داخليتيَّ على مجموعة غير خالية و تعريف عمليتيَّ 
التطبيقات  عرضالحلقة الجزئية و  تعريفو عرض بعض الخواص في الحلقات , و حلقة

لحيادي في ا أنَّه ليس بالضرورة أنَّ تكون صورةبيَّن ن, و  خواصهابعض بيَّ الحلقات و 
يست بالضرورة لصورة الحلقة التبديلية و  ,المنطلق تساوي العنصر الحيادي في المستقر

, لقةح عرض كيفية غمر حلقة ما في بالإضافة إلى ,في المستقر تبديلية أن تكون
 من حلقة ما لتكون هذه الحلقة مغمورة بها. كيفية بناء حلقة واحدية انطلاقا  و 
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 :الحلقة .1-1

 بعض الخواص الجبرية في الحلقات.نعرض تعريف الحلقة و 

 تعريف: .1-1-1

 داخلييَّ الأول مزودة بقانوني تشكيلغير خالية و  مجموعة 𝑅لتكن 

 +:𝑅 × 𝑅 ⟶ 𝑅  و الثاني∗: 𝑅 × 𝑅 ⟶ 𝑅 . البنية الجبرية إنَّ  ي قال 
(𝑅, +  :تيةالآتحققت الشروط فقط إذا و إذا حلقة   (∗

1- (𝑅,  زمرة تبديلية. (+
2- (𝑅,∗) أو نصف زمرة شبه زمرة. 
 :إنَّ  اليميَّ أيمن اليسار و  (+)توزيعية على علمية  (∗)العملية  -3

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅: 𝑎 ∗ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∗ 𝑏 + 𝑎 ∗ 𝑐   & 
(𝑏 + 𝑐) ∗ 𝑎 = 𝑏 ∗ 𝑎 + 𝑐 ∗ 𝑎 

 (:1ملاحظة )

,𝑅)شروط الزمرة التبديلية  +) 

1. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅 , 𝑅 ≠ ∅ 

2. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: ∃0 ∈ 𝑅: 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎 

3. ∀𝑎 ∈ 𝑅: ∃ − 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑎 + (−𝑎) = 0 

4. ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅: (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 

5. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 
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 زمرةالشبه شروط 

∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) 

 (:2ملاحظة )

يوجد  إنَّ  أي (∗)للعملية بالنسبة  ا  حلقة تملك حيادي 𝑅إذا كانت  (1
𝑒عنصر مثل  ∈ 𝑅 يحقق: 

∀𝑎 ∈ 𝑅: 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎 

أو  1𝑅يسمى واحد الحلقة ونرمز له   𝑒 هو ا  تملك حيادي 𝑅ن الحلقة فنقول إ
 حلقة واحدية أو حلقة ذات عنصر حيادي. 𝑅 تدعىو  1اختصارا  

 :إنَّ  أي 𝑅تبديلية في  (∗)إذا كانت العملية  (2
 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎  ,الحلقة  نَّ فنقول إ𝑅 أو  تبديلية

صفة التبديلية للحلقة  إنَّ أي  ."Commutativeإبدالية أو تبادلية "
 تكون ناتجة عن قانون التشكيل الثاني.

,𝑅)ذلك لأن صفر الحلقة دائما  موجود فيها, و  إنَّ  (3 زمرة تبديلية,  (+
 ها.فيبينما واحد الحلقة ليس بالضرورة أن يكون موجودا  

نه يتم التعبير عن الفرق بيَّ العنصرين كجمع إحلقة , ف 𝑅إذا كانت  (4
 إنَّ لعنصر مع النظير الجمعي, أي 

 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎 − 𝑏 = 𝑎 + (−𝑏) . 
 .ه وحيدإنَّ صر الحيادي في الحلقة, فإذا وجِد العن (5

 أمثلة:. 1-1-2
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الضرب المألوفيَّ على مع قانوني الجمع و  ℤمجموعة الأعداد الصحيحة  إنَّ  -1
𝑅  إنَّ  الأعداد تشكل حلقة واحدية تبديلية, أي = (ℤ, +, . هي  (

  هي تبديلية.و  0و صفرها  1حلقة واحدية واحدها 
الضرب مع قانوني الجمع و  2ℤمجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية  إن -2

𝑅  نَّ إ ليست واحدية, أيتبديلية و قة المألوفيَّ على الأعداد تشكل حل =

(2ℤ,+, .  هي تبديلية.و  0و صفرها  ا  حيادي ا  هي حلقة لا تملك عنصر  (
الضرب المألوف مع قانوني الجمع و  𝑀2(ℝ)مجموعة المصفوفات المربعة  إنَّ  -3

 لكنها ليست تبديلية, لى المصفوفات تشكل حلقة واحدية و ع
𝑅 أي   = (𝑀2(ℝ), +, .  احدها, و هي حلقة واحدية  (

 1𝑅 = (
1 0
0 1

0صفرها و  ( = (
0 0
0 0

 هي ليست تبديلية, و (

.) و  (+), حيث ا  لأن ضرب المصفوفات ليس تبديلي الجمع  اهما قانون  (
و يمكن تعميم ذلك إلى  الضرب المألوف على المصفوفات.و 

(𝑀𝑛×𝑛(ℝ),+ , . مجموعة كل المصفوفات المربعة ذات المرتبة  (
𝑛 × 𝑛  المعرفة على حقل الأعداد الحقيقية وℝ  أو الكسرية(ℚ  أو
 (ℂالعقدية 

ℤ𝑛إن المجموعة  -4 = {0,1,2, … , 𝑛 − الضرب مع قانوني الجمع و  {1
حلقة  (⊗,⊕,ℤ𝑛) إنَّ  تشكل حلقة تبديلية واحدية, أي 𝑛بالمقاس 

𝑛تبديلية, حيث واحدية و  ≥ 2 . 
 على مجموعة كل التطبيقات فر  عمجموعة الأعداد الحقيقية. ن   ℝلتكن  -5

 الحقيقية
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 𝑀 = {𝑓:ℝ ⟶ ℝ }  الثاني و  (+)قانوني تشكيل داخلييَّ, الأول
(.  بالشكل الآتي: (

∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀, 𝑟 ∈ ℝ ∶   (𝑓 + 𝑔)(𝑟)

= 𝑓(𝑟) + 𝑔(𝑟),

(𝑓. 𝑔)(𝑟) = 𝑓(𝑟). 𝑔(𝑟) 
,+,𝑀)عندئذ تكون البنية الجبرية  . حلقة تبديلية واحدية, واحدها هو  (

:𝐼التطبيق المطابق  ℝ ⟶ ℝ , ∀𝑟 ∈ ℝ: 𝐼(𝑟) = 𝑟, 
 التطبيق الصفري صفرهاو        
        0:ℝ ⟶ ℝ , ∀𝑟 ∈ ℝ: 0(𝑟) = 0. 

ℤ مجموعة الأعداد الصحيحة. ن عرف على المجموعة ℤلتكن  -6 × ℤ  قانوني
.)و الثاني  (+)الأول , تشكيل داخلييَّ  بالشكل الآتي:  (

∀𝑧1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑧2 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ ℤ × ℤ: 
𝑧1 + 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2),   

𝑧1. 𝑧2 = (𝑥1𝑥2 , 𝑦1𝑦2 + 𝑥1𝑦2 + 𝑥2𝑦1). 
ℤ)عندئذ:   × ℤ , + , .  حلقة تبديلية واحدية,    (

1𝑅واحدها و  = 0𝑅صفرها و  (1,0) = (0,0) . 
 ن عرف على المجموعةعددا  أوليا ,  𝑝ليكن  -7

  ℚ(√𝑝) = {𝑎 + 𝑏√𝑝: 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ}  قانوني تشكيل
.)و الثاني  (+)داخلييَّ الأول   كالآتي:   (

∀𝑥 = 𝑎 + 𝑏√𝑝 , 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√𝑝 ∈ 𝑅: 
𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑏√𝑝) + (𝑐 + 𝑑√𝑝)

= (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)√𝑝 
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𝑥. 𝑦 = (𝑎 + 𝑏√𝑝)(𝑐 + 𝑑√𝑝)

= (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑𝑝) + (𝑎𝑑 + 𝑐𝑏)√𝑝 

𝑅 البنية الجبرية  عندئذ:  = (ℚ(√𝑝),+, . حلقة تبديلية تشكل   (
 , واحدية 

1𝑅واحدها       = 1 + 0√𝑝  0و صفرها𝑅 = 0 + 0√𝑝. 
 مجموعة الأعداد الصحيحة. ن عرف على المجموعة ℤلتكن  -8

 ℤ(𝑖) = {𝑎 + 𝑖𝑏: 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}  قانوني تشكيل داخلييَّ, الأول
.)الثاني و  (+)  بالشكل الآتي:  (

∀𝑧1 = 𝑎 + 𝑖𝑏, 𝑧2 = 𝑐 + 𝑖𝑑 ∈ ℤ(𝑖): 
𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎 + 𝑐) + 𝑖(𝑏 + 𝑑),   

𝑧1. 𝑧2 = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + 𝑖(𝑏𝑐 + 𝑎𝑑) 

,ℤ(𝑖))عندئذ  +, . 1واحدها  واحديةو حلقة تبديلية  ( = 1 + 𝑖0  ,
 " .Gaussian Integers"ت دعى حلقة غاوس أو أعداد غاوس و 

𝑀إذا عرفنا على مجموعة كل التطبيقات الحقيقية  -9 = {𝑓:ℝ ⟶ ℝ } 
 (𝑜)و الثاني تركيب التطبيقات   (+)قانوني تشكيل داخلييَّ, الأول 

 بالشكل الآتي:
∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑀, 𝑟 ∈ ℝ ∶   (𝑓 + 𝑔)(𝑟)

= 𝑓(𝑟) + 𝑔(𝑟),

(𝑓𝑜𝑔)(𝑟) = 𝑓(𝑔(𝑟)) 
,+,𝑀)عندئذ تكون البنية الجبرية  .  ذلك لأن , و حلقةليست  (

𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝑀: 𝑓𝑜(𝑔 + ℎ) ≠ 𝑓𝑜𝑔 + 𝑓𝑜ℎ 
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𝑇لتكن  -11 ≠ مجموعة   𝑃(𝑇)مجموعة غير خالية, ن عرف على  ∅
.)و الثاني  (+)قانوني تشكيل داخلييَّ الأول  𝑇كل أجزاء   فق الآتيو  (

∀ 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑃(𝑇): 𝐴 + 𝐵 = 𝐴∆𝐵

= (𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵), 𝐴. 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵. 

𝑅عندئذ تكون البنية الجبرية       = (𝑃(𝑇),+, . حلقة تبديلية واحدية  (
1𝑅واحدها  = 𝑇 . 

 مجموعة الأعداد الحقيقية. ن عرف على المجموعة ℝلتكن  -11

  𝑅 = {(
𝑎    𝑎
𝑎    𝑎

) :  𝑎 ∈ ℝ}  و الضرب  (+)قانوني الجمع(. ) 
 كالآتي  على المصفوفاتالمألوفيَّ 

∀ 𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

) , 𝑦 = (
𝑏    𝑏
𝑏     𝑏

) ∈ 𝑅: 

𝑥 + 𝑦 = (
𝑎 + 𝑏    𝑎 + 𝑏
𝑎 + 𝑏     𝑎 + 𝑏

) 

𝑥. 𝑦 = (
2𝑎𝑏    2𝑎𝑏
2𝑎𝑏     2𝑎𝑏

) 
,𝑅) عندئذ تكون البنية +, .  حلقة تبديلية و واحدية واحدها (

 1𝑅 = (

1

2
     

1

2
1

2
      

1

2

  ذلك لأن:و  (

(𝑅,  ة )جمع المصفوفات عملية داخلية وتبديلية وتجميعيةزمرة تبديلي (+

0الصفرية الحيادي الجمعي هو المصفوفة و  = (
0    0
0    0

) ,) 

 
(𝑅,  شبه زمرة  )ضرب المصفوفات عملية تجميعية و داخلية (, (+
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 كما أن ضرب المصفوفات توزيعي على جمع المصفوفات , 

∀𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎    𝑎

) , 𝑦 = (
𝑏    𝑏
𝑏    𝑏

) ∈ 𝑅: 

𝑥. 𝑦 = (
2𝑎𝑏    2𝑎𝑏
2𝑎𝑏    2𝑎𝑏

) = (
2𝑏𝑎    2𝑏𝑎
2𝑏𝑎    2𝑏𝑎

)

= (
𝑏    𝑏
𝑏    𝑏

) . (
𝑎    𝑎
𝑎    𝑎

) = 𝑦. 𝑥 
 حلقة تبديلية. 𝑅 نَّ إأي 

1𝑅ليكن  = (
𝑒1    𝑒2
𝑒3    𝑒4

) ∈ 𝑅 واحد الحلقة, و منه 

∀𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎    𝑎

) ∈ 𝑅: 

𝑥. 1𝑅 = 𝑥 ⟹ (
𝑎    𝑎
𝑎    𝑎

) (
𝑒1    𝑒2
𝑒3    𝑒4

) = (
𝑎    𝑎
𝑎    𝑎

) ⟹ 

(
2𝑒1𝑎    2𝑒2𝑎
2𝑒3𝑎    2𝑒4𝑎

) =. (
𝑎    𝑎
𝑎    𝑎

) ⟹ 𝑒1 = 𝑒2 = 𝑒3

= 𝑒4 =
1

2
 

1𝑅 نَّ إأي   = (

1

2
     

1

2
1

2
      

1

2

)  . 

 عددين أولييَّ مختلفيَّ, ن عرف على المجموعة 𝑞و  𝑝ليكن  -12
ℚ(√𝑝,√𝑞) = 

{𝑎 + 𝑏√𝑝 + 𝑐√𝑞 + 𝑑√𝑝𝑞: 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℚ}  
.)الثاني و  (+)قانوني تشكيل داخلييَّ الأول   كالآتي:   (

∀𝑥 = 𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞  ∈ 𝑅, 
∀  𝑦 = 𝑎2 + 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞 ∈ 𝑅: 
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𝑥 + 𝑦 = (𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞)

+ (𝑎2 + 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞)

= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)√𝑝

+ (𝑐1 + 𝑐2)√𝑞 + (𝑑1 + 𝑑2)√𝑝𝑞 

𝑥. 𝑦 = (𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞). (𝑎2

+ 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞) 

= (𝑎1𝑎2 + 𝑝𝑏1𝑏2 + 𝑞𝑐1𝑐2 + 𝑝𝑞𝑑1𝑑2)  

+ (𝑎1𝑏2 + 𝑝𝑐1𝑑2 + 𝑞𝑑1𝑐2 + 𝑎2𝑏1)√𝑝

+ (𝑎1𝑐2 + 𝑎2𝑐1 + 𝑝𝑏1𝑑2 + 𝑝𝑏2𝑑1)√𝑞

+ (𝑎1𝑑2 + 𝑎2𝑑1 + 𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1)√𝑝𝑞 

𝑅عندئذ: البنية الجبرية    = (ℚ(√𝑝,√𝑞),+, . تشكل حلقة   (
 تبديلية واحدية , واحدها

 1𝑅 = 1 + 0√𝑝 + 0√𝑞 + 0√𝑝𝑞 و صفرها 
       0𝑅 = 0 + 0√𝑝 + 0√𝑞 + 0√𝑝𝑞. 

ℤ2لتكن  -13 = الجمع حلقة معرف عليها الضرب و  {0,1}
 . ن عرف على المجموعة2المقاس ب

  𝑅 = {(
𝑎 + 𝑏     𝑏
𝑏            𝑎

) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2}  قانوني الجمع(+) 

.)الضرب و   المألوفيَّ على المصفوفات كالآتي (

∀ 𝑥 = (
𝑎1 + 𝑏1   𝑏1
𝑏1            𝑎1

) , 𝑦 = (
𝑎2 + 𝑏2     𝑏2
𝑏2            𝑎2

) ∈ 𝑅: 
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𝑥 + 𝑦 = (
𝑎1 + 𝑏1 + 𝑎2 + 𝑏2     𝑏1 + 𝑏2
𝑏1 + 𝑏2            𝑎1 + 𝑎2

) 
𝑥. 𝑦 = 

(
(𝑎1 + 𝑏1)(𝑎2 + 𝑏2) + 𝑏1𝑏2   (𝑎1 + 𝑏1)𝑏2 + 𝑏1𝑎2

𝑏1(𝑎2 + 𝑏2) + 𝑎1𝑏2              𝑏1𝑏2 + 𝑎1𝑎2
) 

  
,𝑅)عندئذ تكون البنية  +, .  حلقة تبديلية و واحدية واحدها (

  1𝑅 = (
1 + 0     0
    0         1

), 

 هذه الحلقة تحوي أربعة عناصر فقط هي  حظ إنَّ نلا

 𝑅 = {
𝑥1 = (

0    0
0    0

) , 𝑥2 = (
1    1
1    0

) ,

𝑥3 = (
1    0
0    1

) , 𝑥4 = (
0    1
1   1

)
} ).   

 

نعلم بأن جداء أي عدد بالصفر يساوي الصفر, و جداء عددين سالبيَّ هو عدد 
 لهذه الخواص في الحلقات.ثباتا  إموجب, و لذلك نعرض فيما يأتي 

 مبرهنة: .1-1-3

,𝑅)لتكن  + . ,𝑎 حلقة و ( 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅  .القضايا التالية صحيحة إن: 

1. ) 0. 𝑎 = 𝑎. 0 = 0 

2. ) 𝑎. (−𝑏) = −𝑎. 𝑏 = (−𝑎). 𝑏 

3. ) (−𝑎). (−𝑏) = 𝑎. 𝑏 

4. )   𝑎. (𝑏 − 𝑐) = 𝑎. 𝑏 − 𝑎. 𝑐 
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 الإثبات:

    1-  

0. 𝑎 = (0 + 0). 𝑎 = 0. 𝑎 + 0. 𝑎 ⇒ −0. 𝑎 + 0. 𝑎

= 0. 𝑎 + 0. 𝑎 

⇒ 0 = 0 + 0. 𝑎 ⇒ 0 = 0. 𝑎 

.𝑎بالمثل نجد و  0 = 0. 

     2-  

𝑎. (−𝑏) = 0 + 𝑎. (−𝑏) = 𝑎. 𝑏 − 𝑎. 𝑏 + 𝑎(−𝑏)

= −𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑏 + 𝑎. (−𝑏) 

= −𝑎. 𝑏 + 𝑎. (𝑏 + (−𝑏)) = −𝑎. 𝑏 + 𝑎. 0 = −𝑎. 𝑏 

.(𝑎−) و بالمثل نجد أنَّ  𝑏 = −𝑎. 𝑏. 

    3-  

(−𝑎). (−𝑏) = 𝑎. 𝑏 ⇒ (−𝑎). (−𝑏) = −[−(𝑎. 𝑏)]

= 𝑎. 𝑏 

    4-  

𝑎. (𝑏 − 𝑐) = 𝑎. (𝑏 + (−𝑐)) = 𝑎. 𝑏 + 𝑎. (−𝑐)

= 𝑎. 𝑏 − 𝑎. 𝑐 
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 ذلك من, و  على الأول في بنية الحلقاتخاصة توزيع قانون التشكيل الثاني عممن  
 خلال المبرهنة الآتية.

 مبرهنة: .1-1-4

,𝑅) لتكن +, .  ,حلقة  (

,𝑎 و          𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑚 , 𝑏, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 ∈ 𝑅  َّالقضايا  . إن
 :التالية صحيحة

1.  𝑎.∑𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑𝑎. 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

2. (∑𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

) . 𝑏 =∑𝑎𝑖 . 𝑏

𝑚

𝑖=1

 

3.  (∑𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

) . (∑𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) =∑∑𝑎𝑖 . 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑚

𝑖=1

 

 الإثبات:

𝑛بالاستقراء الرياضي من أجل  البرهان -1 =  نجد  1

𝐿.𝐻. 𝑆 = 𝑎. 𝑏1&   𝑅. 𝐻. 𝑆 = 𝑎. 𝑏1 

 بالتالي فهي محققة.و 

𝑛لنفرض صحتها من أجل  −  أي  1
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𝑎.∑ 𝑏𝑖

𝑛−1

𝑖=1

= ∑𝑎. 𝑏𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

 𝑛لنثبت صحتها من أجل و 

𝑎.∑𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑎. (𝑏1 + 𝑏2 +⋯+ 𝑏𝑛−1 + 𝑏𝑛)

= 𝑎.∑ 𝑏𝑖

𝑛−1

𝑖=1

+ 𝑎. 𝑏𝑛 

= ∑𝑎. 𝑏𝑖

𝑛−1

𝑖=1

+ 𝑎. 𝑏𝑛

= 𝑎. 𝑏1 + 𝑎. 𝑏2 +⋯+ 𝑎. 𝑏𝑛−1 + 𝑎. 𝑏𝑛

=∑𝑎. 𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑚البرهان بالاستقراء الرياضي من أجل  -2 =  نجد  1

𝐿. 𝐻. 𝑆 = 𝑎1. 𝑏    &   𝑅. 𝐻. 𝑆 = 𝑎1. 𝑏 

 بالتالي فهي محققة.و 

𝑚لنفرض صحتها من أجل  −  أي  1

(∑ 𝑎𝑖

𝑚−1

𝑖=1

) . 𝑏 = ∑ 𝑎𝑖 . 𝑏

𝑚−1

𝑖=1
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 𝑚لنثبت صحتها من أجل و 

(∑𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

) . 𝑏 = (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑚−1 + 𝑎𝑚)

= (∑ 𝑎𝑖

𝑚−1

𝑖=1

) . 𝑏 + 𝑎𝑛. 𝑏 

= ∑ 𝑎𝑖 . 𝑏

𝑚−1

𝑖=1

+ 𝑎𝑛. 𝑏

= 𝑎1. 𝑏 + 𝑎2. 𝑏 + ⋯+ 𝑎𝑚−1. 𝑏 + 𝑎𝑚 . 𝑏

= ∑𝑎𝑖 . 𝑏

𝑚

𝑖=1

 

 .2و 1 من  مباشرة تنتج -3

عني بأنه يتم تعدد صحيح مع أي عنصر من الحلقة  المبرهنة الآتية تبيَّن أن جداء إنَّ 
ساوٍ ذلك بعدد من المرات منفسه وفق قانون التشكيل الأول, و تشكيل العنصر مع 

𝑎ه إذا كان إنَّ أي  للقيمة المطلقة لهذا العدد الصحيح. ∈ 𝑅 و ,𝑛 ∈ ℤ  بفرض و
𝑛 >  فإنَّ  0

𝑛𝑎 = 𝑎 + 𝑎 +⋯+ 𝑎⏟        

𝑛 مرة
 

𝒏في حالة و   <   إنَّ ف 𝟎
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−𝑛𝑎 = (−𝑎) + (−𝑎) + ⋯+ (−𝑎)⏟                

𝑛 مرة

 

 مبرهنة: .1-1-5

,𝑅) لتكن  + .  :القضايا التالية صحيحة إنَّ  .حلقة (

1. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅:𝑚 ∈ ℕ: (𝑚. 𝑎). 𝑏 = 𝑚. 𝑎. 𝑏

= 𝑎. (𝑚. 𝑏) 

2. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑛,𝑚 ∈ ℕ: (𝑚. 𝑎). (𝑚. 𝑏) = 𝑚. 𝑛. 𝑎. 𝑏 

3. ∀𝑎 ∈ 𝑅,𝑚, 𝑛 ∈ ℕ: 𝑎𝑚 . 𝑎𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛&(𝑎𝑚)𝑛

= 𝑎𝑚.𝑛 

 الإثبات:

𝑚إذا كانت  -1 >   نَّ إف 0

(𝑚. 𝑎). 𝑏 = (𝑎 + 𝑎 +⋯+ 𝑎⏟        

𝑚 مرة
) . 𝑏

= 𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑏 + ⋯+ 𝑎. 𝑏⏟              

𝑚 مرة
= 𝑚(𝑎. 𝑏) 

𝑚أما إذا كانت  <  عندئذ 0

∃𝑛 ∈ ℤ:𝑚 = −𝑛: 𝑛 > 0 ⇒ (𝑚. 𝑎). 𝑏 = (−𝑛. 𝑎). 𝑏

= −(𝑛. 𝑎). 𝑏 

= −(𝑛. 𝑎. 𝑏) = −𝑛. (𝑎. 𝑏) = 𝑚. (𝑎. 𝑏) 
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.𝑎 بالمثل نجد أنَّ و  (𝑚. 𝑏) = 𝑚. (𝑎. 𝑏). 

2- (𝑚. 𝑎). (𝑛. 𝑏) = 𝑚[𝑎. (𝑛. 𝑏)] = 𝑚. [𝑛. (𝑎. 𝑏)] =

𝑚. 𝑛(𝑎. 𝑏) 

 𝑚يتم الإثبات بالاستقراء الرياضي على  -3

𝑚فمن أجل  =   نجد أنَّ  1

𝑎. 𝑎𝑛 = 𝑎. (𝑎. 𝑎. … . 𝑎⏟      

𝑛 مرة
) = 𝑎 + 𝑎 +⋯+ 𝑎⏟        

𝑛+1 مرة
= 𝑎𝑛+1 

𝑚فهي محققة من أجل  = 1. 

𝑚لنفرض صحتها من أجل  − .𝑎𝑚−1أي  1 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+𝑚−1. 

 كما يلي:  𝑚لنثبت صحتها من أجل 

𝑎𝑚 . 𝑎𝑛 = (𝑎. 𝑎𝑚−1). 𝑎𝑛 = 𝑎. (𝑎𝑚−1. 𝑎𝑛)

= (𝑎 + 𝑎 +⋯+ 𝑎⏟        

𝑚+𝑛 مرة
) = 𝑎𝑚+𝑛 

𝑚(𝑎𝑛)بالمثل نجد أن و  = 𝑎𝑛.𝑚. 

,𝑹): لتكن . تعريف1-1-6 +, . 𝒂حلقة و  ( ∈ 𝑹   . 

  𝒂العنصر  ي قال إنَّ      



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

22 
 

 إذا و فقط إذا وجِد 𝑹" في nilpotentقابل للعدم " (1
 𝒏 ∈ ℤ+  يكون من أجله𝒂𝒏 = 𝟎 , 

إذا و فقط إذا تحقق  𝑹" في idempotent" أو جامد متعادل (2
𝒂𝟐 = 𝒂 . 

𝑹مثال:  = (ℤ𝟖, +, . . 𝟖معرف عليها الضرب و الجمع بالمقاس  حلقة (
 عندئذ:

𝒂 = 𝟐 ∈ 𝑹 عنصر قابل للعدم, وذلك لأن 

      ∃ 𝒏 = 𝟑 ∈ ℤ+: 𝒂𝟑 = 𝟖 = 𝟎(𝒎𝒐𝒅 𝟖) . 

𝑹مثال:  = (ℤ𝟔, +, . . 𝟔حلقة معرف عليها الضرب و الجمع بالمقاس  (
𝒂  عندئذ: = 𝟑 ∈ 𝑹  َّعنصر متعادل, وذلك لأن  

                   𝒂𝟐 = 𝟗 = 𝒂(𝒎𝒐𝒅 𝟔) . 

 :. نتيجة1-1-7

ديلية. الحلقة تكون حلقة تب هذه نَّ إمتعادلة, ف في حلقة ما جميع العناصر تإذا كان
𝑎∀حلقة تحقق  𝑅 ه إذا كانت  إنَّ أي  ∈ 𝑅: 𝑎 = 𝑎2 نَّ إف 𝑅 .حلقة تبديلية 

,𝒂 ∀لنثبت أن  الإثبات:   𝒃 ∈ 𝑹: 𝒂𝒃 = 𝒃𝒂 

𝒂 ∀ أن  بداية نبيّن  ∈ 𝑹: 𝒂 = −𝒂 
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𝒂 + 𝒂 = (𝒂 + 𝒂)𝟐 = (𝒂 + 𝒂)(𝒂 + 𝒂)

= 𝒂𝟐 + 𝒂𝟐 + 𝒂𝟐 + 𝒂𝟐 = 𝒂 + 𝒂 + 𝒂 + 𝒂

⟹ 𝒂 = −𝒂  , 

 كما أن 

∀ 𝒂, 𝒃 ∈ 𝑹: 𝒂 + 𝒃 = (𝒂 + 𝒃)𝟐 = (𝒂 + 𝒃)(𝒂 + 𝒃)

= 𝒂𝟐 + 𝒂𝒃 + 𝒃𝒂 + 𝒃𝟐

= 𝒂 + 𝒂𝒃 + 𝒃𝒂 + 𝒃 ⟹ 𝒃𝒂 = −𝒂𝒃

⟹ 𝒃𝒂 = 𝒂𝒃 . 

  تبديلية. 𝑹بالتالي تكون و 

 تعريف: .1-1-8

,𝑅)لتكن  + .  نقول عن العنصر محايد )واحدية(حلقة ذات عنصر  (

  0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅إذا تحقق: قابل للقلبه نَّ  إ 

   ∃𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎 =  𝑎−1بالرمز   𝑎, نرمز لمقلوب العنصر  1
 .𝑈(𝑅)بالرمز  𝑅في  نرمز لمجموعة كل العناصر القابلة للقلبو 

 أمثلة:.1-1-9

,+,ℤ)إذا كانت  (1 . العناصر  مجموعة فإنَّ حلقة الأعداد الصحيحة,  (
𝑈(ℤ)هي  ℤالقابلة للقلب في  = يمكن بسهولة أن  .{1−,1+}

𝑈(ℤ)نجد  = 𝑈(ℚ)و  {1+,1−} = ℚ\{0}  
𝑈(ℝ)و  = ℝ\{0}  و𝑈(ℂ) = ℂ\{0}  
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𝑈(ℤو  × ℤ) = {(±1,±1)} 
الضرب بالمقاس معرف عليها الجمع و حلقة  (⊗,⊕,ℤ6)إذا كانت   (2

𝑈(ℤ6)ن مجموعة العناصر القابلة للقلب فيها هي إ, ف6 = {1,5}. 
 هي  ℤ𝑛في الحالة العامة تكون مجموعة العناصر القابلة للقلب في و 

𝑈(ℤ𝑛) = {𝑎 ∈ ℤ𝑛 ∶ gcd(𝑎, 𝑛) 1}. 
,ℤ(𝑖))إذا كانت  (3 +, . حلقة غاوس, فإن مجموعة العناصر القابلة  (

𝑈(ℤ(𝑖))هي  فيها للقلب = {−1,1, −𝑖, 𝑖}  ذلك لأن:و 
0 ≠ 𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏, 𝑦 = 𝑐 + 𝑖𝑑 ∈ ℤ(𝑖): 

𝑥. 𝑦 = 1 
⟹ (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑐 + 𝑖𝑑) = 1

⟹ (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) = 1 
,𝑎وكون  𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ صحيحة,  ا  أعداد 

{𝑎
2 + 𝑏2 = 1
𝑐2 + 𝑑2 = 1

}

⟹ {
(𝑎2 = 1, 𝑏 = 𝑏2)  أو (0 = 1, 𝑎 = 0)
(𝑐2 = 1, 𝑑 = 𝑑2)  أو(0 = 1, 𝑐 = 0)

} 

{
(𝑎 = ±1, 𝑏 = 𝑏) أو(0 = ±1, 𝑎 = 0)
(𝑐 = ±1, 𝑑 = 𝑑)  أو(0 = ±1, 𝑐 = 0)

}

⟹ {𝑥 = 𝑥   أو ±1 = ±𝑖} 
,𝑀𝑛(ℝ))إذا كانت  (4 +, . عرفة علىحلقة المصفوفات المربعة و  (

 
 الم

 مجموعة العناصر القابلة للقلب فيها هي فإنَّ مجموعة الأعداد الحقيقية, 
            𝑈(𝑀𝑛(ℝ)) = 
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= {𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ): det(𝐴) ≠ 0} 

ة مع مجموعة العناصر القابلة للقلب في الحلقة الواحدي أن  النتيجة الآتية تبيّن 
 قانون التشكيل الثاني في الحلقة تشكل زمرة.

 :نتيجة. 1-1-11

,𝑅)لتكن  +, . ,𝑈(𝑅)) حلقة ذات عنصر محايد. عندئذ:  ( .  زمرة. (

 :ثباتالإ

𝑈(𝑅) إنَّ  ≠ 1 لأن ∅ ∈ 𝑅   1.1و = 1 ∈ 𝑈(𝑅) 

 داخلية: (∗)عملية  إنَّ 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑈(𝑅): ∃𝑐, 𝑑 ∈ 𝑈(𝑅): 𝑎. 𝑐 = 1   &   𝑏. 𝑑 = 1 

𝑎. 𝑏. 𝑑. 𝑐 = 𝑎. (𝑏. 𝑑). 𝑐 = 𝑎. 1. 𝑐 = 𝑎. 𝑐 = 1
𝑏. 𝑐. 𝑎. 𝑑 = 𝑏. (𝑐. 𝑎). 𝑑 = 𝑏. 1. 𝑑 = 𝑏. 𝑑 = 1

} ⇒ 𝑎. 𝑏

∈ 𝑈(𝑅) 

.)عملية  إنَّ  .)نعلم أن  تجميعية: (  بالتاليو  𝑅تجميعي في  (

     ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑈(𝑅): 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅  , َّفأن 

                                𝑎. (𝑏. 𝑐) = (𝑎. 𝑏). 𝑐 . 

 :)مقلوب( لكل عنصر نظير إنَّ 

∀𝑎 ∈ 𝑈(𝑅): ∃𝑏 ∈ 𝑈(𝑅): 𝑎. 𝑏 = 1 
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𝑎−1 إنَّ أي  = 𝑏  يكون لكل عنصر نظير بالنسبة لـ , ومنه(. ) 

,𝑈(𝑅)) مما سبق نجد أنَّ  .  زمرة. (

 الحلقات الجزئية: .1-2

,𝑅)لتكن  تعريف: .1-2-1 ∅ حلقة و  (∗,+ ≠ 𝑆 ⊆ 𝑅نَّ . إ 𝑆  حلقة
,𝑆)إذا كانت  𝑅جزئية من   إلى قوانيَّ التشكيلبحد ذاتها بالنسبة  حلقة (∗,+

𝑆و نرمز لذلك بالرمز  .𝑅ذاتها المعرفة على الحلقة  ≤ 𝑅 . 

 أمثلة:

نها حلقة جزئية في نفسها, و كذلك صفرها ي شكل حلقة إحلقة ف 𝑅إذا كانت  -1
𝑅جزئية فيها, أي  ≤ 𝑅  {0}و ≤ 𝑅 . 

𝑅 إذا كانت -2 = (ℤ,+,∗) إنَّ الأعداد الصحيحة, ف حلقة 
     𝑆 = (2ℤ,+,∗)  حلقة جزئية من𝑅 إنَّ , أي 𝑆 ≤ 𝑅 . 

𝑆 إنَّ  -3 = (2ℤ
6
𝑅حلقة جزئية من  (⊗,⊕, = (ℤ

6
, أي (⊗,⊕,

𝑆 إنَّ  ≤ 𝑅 . 
𝑅 إذا كانت -4 = (𝑀𝑛(ℝ),+,∗)  حلقة المصفوفات المربعة و المعرفة على

𝑆 نإ, فℝالأعداد الحقيقية حقل  = ({(
𝑎 0
0 0

) ; 𝑎 ∈ 𝐹} ,+,∗) 
𝑆 إنَّ , أي 𝑅حلقة جزئية في  ≤ 𝑅. 

زئية جلتكون مجموعة جزئية غير خالية حلقة الكافي الشرط اللازم و  أتينعرض فيما ي
 . تيةذلك من خلال المبرهنة الآ, و من حلقة ما
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 مبرهنة: .1-2-2

,𝑅)لتكن  + . ∅ وحلقة  ( ≠ 𝑆 ⊆ 𝑅  , َّالكافي لكي الشرط اللازم و  فإن
 هو 𝑅من  حلقة جزئية  𝑆تكون 

 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆   &   𝑎. 𝑏 ∈ 𝑆  إنَّ , أي  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆   ,    𝑎. 𝑏 ∈ 𝑆   ⟺  𝑆 ≤ 𝑅   . 

 الإثبات:

 نفرض أنَّ لِ  ⇐

 𝑆  حلقة جزئية من𝑅عندئذ .: 

,𝑆))كون  ,𝑎∀زمرة(  (+ 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆 

,𝑆))كون  . ,𝑎∀شبه زمرة(  ( 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑆 

,𝑎∀لنفرض أن  ⇒ 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆   &   𝑎. 𝑏 ∈ 𝑆  لنثبت أنَّ و 
(𝑆,  زمرة تبديلية. (+

∵ 𝑆 ≠ ∅ ⇒ ∃𝑎 ∈ 𝑆: 0 = 𝑎 − 𝑎 ∈ 𝑆 

∀𝑎 ∈ 𝑆: 0 − 𝑎 ∈ 𝑆 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 − (−𝑏) ∈ 𝑆 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

29 
 

,𝑆)بالتالي و  ,𝑆) زمرة تبديلية , لنثبت أنَّ   (+ .  شبه زمرة. (

,𝑎∀بما أن  𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑆   عندئذ تكون(.  .𝑆عملية داخلية على  (

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: (𝑎. 𝑏). 𝑐 = 𝑎. (𝑏. 𝑐) 

,𝑆)و بالتالي  .  شبه زمرة. (

.)لنثبت الآن أن   من اليميَّ توزيعي من  اليسار و  (

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: 𝑎. (𝑏 + 𝑐)

= 𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑐   &(𝑏 + 𝑐). 𝑎 = 𝑏. 𝑎 + 𝑐. 𝑎 

,𝑆)مما سبق نجد أن  +, .  حلقة.  (

 لبوجود الحيادي في الحلقة و الحلقة الجزئية ليس ضرورياّ,  إن   ملاحظة:
يوجد حيادي في الحلقة الجزئية  لقة و لايمكن أن يوجد حيادي في الح

لحلقة اأن يوجد حيادي في الحلقة و  العكس صحيح, بالإضافة إلى أنه يمكنو 
 ة الآتية.لعن بعضهما. هذا ما نبيّنه من خلال الأمث انالجزئية و لكنهما مختلف

 . أمثلة:1-2-3

 .𝑅حلقة جزئية من  𝑆لتكن حلقة و  𝑅لتكن 

 ا  الحلقة الجزئية لا تملك عنصر و  ا  محايد ا  تملك عنصر  𝑅قد تكون الحلقة  -1
 .ا  محايد
 مثال:
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𝑅 = {(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) : 𝑎, , 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ} = 𝑀2(𝑅) 

1𝑅هو  𝑅دي في ايفنلاحظ أن العنصر الح = (
1 0
0 1

الحلقة  بينما (

 كما يليالمعرفة  و  𝑅من  𝑆الجزئية 

𝑆 = {(
𝑎 𝑏
0 0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} 
 .ا  حيادي ا  لا تملك عنصر 

 .عنصرا  حياديا   𝑆تملك الحلقة الجزئية و  ا  حيادي ا  عنصر  𝑅قد لا تملك الحلقة  -2
 مثال:

𝑅 = {(
𝑎 𝑏
0 0

) : 𝑎, , 𝑏 ∈ ℝ} 
كما المعرفة   𝑆الحلقة الجزئية  عنصرا  حياديا  , بينمالا تملك  𝑅نلاحظ أن 

 يلي

𝑆 = {(
𝑎 0
0 0

) : 𝑎 ∈ ℝ} 

1𝑆و هو عنصرا  حياديا  تملك  = (
1 0
0 0

). 

لا يساوي العنصر المحايد للحلقة الجزئية  عنصر حيادي 𝑅قد يكون للحلقة  -3
𝑆. 

 مثال:

𝑅 = {(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) : 𝑎, , 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ} = 𝑀2(ℝ) 

1𝑅هو  𝑅دي في ايفنلاحظ أن العنصر الح = (
1 0
0 1

, بينما  (

 كما يليالمعرفة   𝑆الحلقة الجزئية 
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𝑆 = {(
𝑎 0
0 0

) : 𝑎 ∈ ℝ} 

1𝑆هو  تملك عنصرا  حياديا    = (
1 0
0 0

).  

1𝑅نلاحظ أن و    ≠ 1𝑆 . 

من  هذا ما نعرضهأيضا  حلقة جزئية, و تقاطع حلقات جزئية في حلقة هو  إنَّ   
 خلال المبرهنة الآتية.

 مبرهنة: .1-2-4

,𝑅)لتكن  +, . :𝑆𝑖} حلقة و ( 𝑆𝑖 ≤ 𝑅, 𝑖 ∈ ℤ
الحلقات  مجموعة من {+

 . عندئذ: 𝑅الجزئية من 

𝑆 = ⋂ 𝑆𝑖𝑖∈ℤ+ ≤ 𝑅   حلقة جزئية في𝑅 . 

 الإثبات:

∎ 𝑖 ∈ ℤ+: 0 ∈ 𝑆𝑖 ⇒ 0 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑆 ≠ ∅ 

∎  ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 = ⋂ 𝑆𝑖
𝑖∈ℤ+

⇒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑖  ; 𝑖

∈ ℤ+
𝑆𝑖≤𝑅
⇒  𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆𝑖  ; 𝑖 ∈ ℤ

+ 

⇒ 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆 = ⋂ 𝑆𝑖
𝑖∈ℤ+
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∎  ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 =⋂𝑆𝑖
𝑖∈𝐼

⇒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑖  ; 𝑖 ∈ ℤ
+
𝑆𝑖≤𝑅
⇒  𝑎. 𝑏

∈ 𝑆𝑖  ; 𝑖 ∈ ℤ
+ 

⇒ 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑆 = ⋂ 𝑆𝑖
𝑖∈ℤ+

 

 (.1.2.2ذلك حسب المبرهنة), و 𝑅حلقة جزئية من  𝑆بالتالي تكون و      

المبرهنة السابقة تقودنا إلى التساؤل التالي, هل اجتماع حلقات جزئية في  إن  
 الآتي. بيّن المثالالجواب ليس بالضرورة, كما ي   ؟ ة فيهاحلقة هو حلقة جزئي

 مثال:

𝑅لتكن  = (ℤ,+, .  حلقة الأعداد الصحيحة. عندئذ: (

 𝑆1 = (2ℤ,+, . 𝑆2   و  ( = (3ℤ,+, .  , 𝑅حلقات جزئية من  (

𝑆1 اجتماعها ليس حلقة جزئية, أي أن  ولكن    ∪ 𝑆2 ≰ 𝑅 و ذلك لأن , 

3,2 ∈ 𝑆1 ∪ 𝑆2 ∶  3 + 2 = 5 ∉ 𝑆1 ∪ 𝑆2 

 بالنسبة للجمع. ا  ن الاجتماع ليس مغلقإأي 

 جزئية حلقة الشرط اللازم و الكافي من أجل أن يكون اجتماع حلقاتنعرض 
 يلي. فق ماجزئية, و 
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,𝑅)لتكن . نتيجة: 1-2-5 +, . 𝑆2 حلقة و ( ≤ 𝑅   &   𝑆1 ≤ 𝑅 
 عندئذ فإن:

𝑆1 ⊆ 𝑆2  ∨ 𝑆2 ⊆ 𝑆1 ⇔ (𝑆1 ∪ 𝑆2) ≤ 𝑅 

 الإثبات:

𝑆1)ليكن   ⇐        ∪ 𝑆2) ≤ 𝑅 و لنبرهن على أن ,𝑆1 ⊆ 𝑆2  ∨

𝑆2 ⊆ 𝑆1 . 

𝑆1 جدلا  نفرض      ⊈ 𝑆2  ∨ 𝑆2 ⊈ 𝑆1  ن إ, أي 

∃𝑥1 ∈ 𝑆1, 𝑥1 ∉ 𝑆2 , ∃𝑥2 ∈ 𝑆2, 𝑥2 ∉ 𝑆1 

,𝑥1منه و  𝑥2 ∈ 𝑆1 ∪ 𝑆2  و كون(𝑆1 ∪ 𝑆2) ≤ 𝑅  ئية فهي حلقة جز
𝑥1 نَّ إمغلقة بالنسبة للجمع أي  + 𝑥2 ∈ 𝑆1 ∪ 𝑆2  منه نميز حالتيَّ:. و 

𝑥1في حالة  (1 + 𝑥2 ∈ 𝑆1  و بالتالي , 
𝑥2 = (𝑥1 + 𝑥2) − 𝑥1 ∈ 𝑆1 

𝑥2لأن هذا غير ممكن و  ∉ 𝑆1 . 
𝑥1في حالة  (2 + 𝑥2 ∈ 𝑆2  و بالتالي , 

𝑥1 = (𝑥1 + 𝑥2) − 𝑥2 ∈ 𝑆2 
𝑥1هذا غير ممكن لأن و  ∉ 𝑆2 . 

𝑆1 نَّ إوبالتالي الفرض الجدلي خاطئ, أي  ⊆ 𝑆2  ∨ 𝑆2 ⊆ 𝑆1 . 

𝑆1ليكن   ⇒ ⊆ 𝑆2  ∨ 𝑆2 ⊆ 𝑆1  , 
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𝑆1)لنبرهن على أن و         ∪ 𝑆2) ≤ 𝑅 . 

𝑆2إذا كانت     ⊆ 𝑆1ن إ, ف(𝑆1 ∪ 𝑆2) = 𝑆1 ≤ 𝑅 

𝑆1إذا كانت      ⊆ 𝑆2ن إ, ف(𝑆1 ∪ 𝑆2) = 𝑆2 ≤ 𝑅  

𝑆1)لا الحالتيَّ إذن في كِ  ∪ 𝑆2) ≤ 𝑅  بذلك يتم المطلوب., و 

 :التشاكل الحلقي .1-3

 بعض الخواص.نعرض تعريف التشاكل بيَّ حلقتيَّ و 

 تعريف: .1-3-1

,𝑆)لتكن  +̀,∗̀), (𝑅,+,∗) حلقتيَّ, وليكن التطبيق 𝑓: 𝑅 → 𝑆 . نَّ إنقول 
 حلقي إذا تحقق: تشاكل 𝑓 التطبيق

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑎 + 𝑏) = 𝑓(𝑎)+̀𝑓(𝑏) 

         𝑓(𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑓(𝑎) ∗̀ 𝑓(𝑏) 

عرَّ بنلاحظ بأنه ليس 
 
طلق هي نفسها فة على المنالضرورة أن تكون قوانيَّ التشكيل الم

عرَّ 
 
 فة على المستقر. الم

𝐼𝑚(𝜑)سمي المجموعة ت   = 𝜑(𝑅) = {𝜑(𝑎) ∈ 𝑆; 𝑎 ∈ 𝑅} 
 ,للتشاكل الفعليأو المستقر  المباشرة أو بالصورة الفعلية

 سمي المجموعةت  و  
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  ker(𝜑) = 𝜑−1({0}) = {𝑎 ∈ 𝑅; 𝜑(𝑎) =  بنواة  {0
 .𝜑 التشاكل

, ا  غامر و  ا  متباين 𝑓ه تماثل إذا و فقط إذا كان إنَّ  𝑓ي قال عن التشاكل الحلقي و 
𝑅نكتب و  ≅ 𝑆 . 

 :أمثلة. 1-3-2

𝑅لتكن  (1 = (ℤ,+, .  , حلقة الأعداد الصحيحة  (

𝑆لتكن و  = (ℤ𝑛, +, . . 𝑛الضرب بالمقاس عليها الجمع و حلقة معرف   (
 يكون التطبيق المعرف بالعلاقة عندئذ 

𝑓: 𝑅 → 𝑆

∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = [𝑟] = 𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
 

 ذلك لأن: تشاكلا  حلقيا . و     

∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟1 + 𝑟2) = [𝑟1 + 𝑟2] = [𝑟1] + [𝑟2]

= 𝑟1(𝑚𝑜𝑑 𝑛) + 𝑟2(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

= 𝑓(𝑟1) + 𝑓(𝑟2) 

∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟1. 𝑟2) = [𝑟1. 𝑟2] = [𝑟1]. [𝑟2]

= 𝑟1(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 𝑟2(𝑚𝑜𝑑 𝑛) = 𝑓(𝑟1). 𝑓(𝑟2) 

  كما أنَّ              
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ker(𝑓) = {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = 0}

= {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝑛) = 0}

= {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟 = 𝑧𝑛, 𝑧 ∈ ℤ} = {𝑧𝑛:  𝑧 ∈ ℤ}

= 𝑛. ℤ. 

𝑅لتكن  (2 = (ℤ,+, .  حلقة الأعداد الصحيحة, عندئذ التطبيق   (

𝑓: 𝑅 → 𝑅

∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = 2𝑟
 

 لأن:ذلك , و  ا  حلقي ليس تشاكلا               

𝑟1 = 3, 𝑟2 = 4 ∈ 𝑅: 

 𝑓(𝑟1. 𝑟2) = 𝑓(12) = 2(12) = 24 

𝑓(𝑟1). 𝑓(𝑟2) = (2𝑟1). (2𝑟2) = (6)(8) = 48 

.𝑓(𝑟1     إنَّ  أي            𝑟2) ≠ 𝑓(𝑟1). 𝑓(𝑟2) . 

𝑅لتكن  (3 = (ℤ
4
, +, .  ,4الضرب بالمقاس حلقة معرف عليها الجمع و  (

𝑆 و = (ℤ6, +, .  . 6عرف عليها الجمع و الضرب بالمقاس حلقة م   (
 
 
 عرف بالعلاقة عندئذ يكون التطبيق الم

𝑓: 𝑅 → 𝑆

∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = [3𝑟] = 3𝑟(𝑚𝑜𝑑 6)
 

 ذلك لأن: و  ,تشاكلا  حلقيا      
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∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟1 + 𝑟2) = [3(𝑟1 + 𝑟2)]

= [3𝑟1] + [3𝑟2]

= 3𝑟1(𝑚𝑜𝑑 6) + 3𝑟2(𝑚𝑜𝑑 6)

= 𝑓(𝑟1) + 𝑓(𝑟2) 

∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟1. 𝑟2) = [3(𝑟1. 𝑟2)] = [9(𝑟1. 𝑟2)]

= [3𝑟1]. [3𝑟2]

= 3𝑟1(𝑚𝑜𝑑 6). 3𝑟2(𝑚𝑜𝑑 6)

= 𝑓(𝑟1). 𝑓(𝑟2) 

9حيث                    ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 6)              

  :كما أنَّ    

ker(𝑓) = {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = 0}

= {𝑟 ∈ 𝑅: 3𝑟(𝑚𝑜𝑑 6) = 0}

= {𝑟 ∈ 𝑅: 3𝑟 = 6𝑛} = {[0], [2]} . 

𝑅لتكن  (4 = (ℤ,+, .  حلقة الأعداد الصحيحة, (
𝑆  و = (ℤ2, +, .  . 2حلقة معرف عليها الجمع و الضرب بالمقاس  (

 عندئذ يكون التطبيق المعرف بالعلاقة 

𝑓: 𝑅 → 𝑆

∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = [𝑟2] = 𝑟2(𝑚𝑜𝑑 2)
 

 ذلك لأن: و  ,تشاكلا  حلقيا      
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∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟1 + 𝑟2) = [(𝑟1 + 𝑟2)
2]

= [𝑟1
2 + 2𝑟1𝑟2 + 𝑟2

2]

= 𝑟1
2(𝑚𝑜𝑑 2) + 2𝑟1𝑟2(𝑚𝑜𝑑 2)

+ 𝑟2
2(𝑚𝑜𝑑 2)

= 𝑟1
2(𝑚𝑜𝑑 2) + 0 + 𝑟2

2(𝑚𝑜𝑑 2)

= 𝑓(𝑟1) + 𝑓(𝑟2) 

∀ 𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟1. 𝑟2) = [(𝑟1. 𝑟2)
2] = [𝑟1

2 𝑟2
2]

= [𝑟1
2].  [𝑟2

2] = 𝑟1
2(𝑚𝑜𝑑 𝑛). 𝑟2

2(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

= 𝑓(𝑟1). 𝑓(𝑟2) 

0حيث                    ≡ 2𝑟1𝑟2(𝑚𝑜𝑑 2)              

 :كما أنَّ     

ker(𝑓) = {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = 0}

= {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟2(𝑚𝑜𝑑 2) = 0}

= {2𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟 ∈ 𝑅} = 2ℤ . 

,𝑅)لتكن  (5 +, . 𝑎حلقة واحدية  و   ( ∈ 𝑈(𝑅)  عنصر قابل للقلب
 عندئذ يكون التطبيق المعرف بالعلاقة  ,𝑅في 

𝑓: 𝑅 → 𝑅

∀𝑟 ∈ 𝑅:𝜑𝑎(𝑟) = 𝑎𝑟𝑎
−1 

 ذلك لأن:و  ,تماثلا    
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝜑𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎(𝑥 + 𝑦)𝑎

−1

= 𝑎𝑥𝑎−1 + 𝑎𝑦𝑎−1

= 𝜑𝑎(𝑥) + 𝜑𝑎(𝑦) 
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∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝜑𝑎(𝑥. 𝑦) = 𝑎(𝑥. 𝑦)𝑎
−1 = 𝑎(𝑥𝑦)𝑎−1

= 𝑎(𝑥𝑎−1𝑎𝑦)𝑎−1 = 𝑎𝑥𝑎−1. 𝑎𝑦𝑎−1

= 𝜑𝑎(𝑥). 𝜑𝑎(𝑦) 
𝑎−1𝑎تشاكل, حيث   𝜑𝑎 نَّ إأي      = 1 . 

 
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝜑𝑎(𝑥) = 𝜑𝑎(𝑥) ⟹ 𝑎𝑥𝑎−1

= 𝑎𝑦𝑎−1⟹ 
𝑎−1𝑎𝑥𝑎−1𝑎 = 𝑎−1𝑎𝑥𝑎−1𝑎 ⟹ 𝑥 = 𝑦 

من اليسار و  𝑎  ضربنا طرفي المساواة من اليميَّ ب نناإتباين, حيث م  𝜑𝑎 إنَّ أي 
 .𝑎−1ب 

∀ 𝑦 ∈ 𝑅: ∃𝑥 = 𝑎−1𝑦𝑎 ∈ 𝑅; 𝜑𝑎(𝑥) = 𝑎(𝑎
−1𝑦𝑎)𝑎−1

= 𝑦  

 تماثل. 𝜑𝑎غامر. و مما سبق يكون  𝜑𝑎 إنَّ  أي            

𝑅لتكن  (6 = (ℤ
6
, +, .   6الضرب بالمقاس حلقة معرف عليها الجمع و  (

𝑆1و   = (ℤ2, +, .  . 2الضرب بالمقاس حلقة معرف عليها الجمع و  (
𝑆2و   = (ℤ3, +, .  . 3الضرب بالمقاس حلقة معرف عليها الجمع و  (

 عندئذ يكون التطبيق المعرف بالعلاقة 

𝑓: 𝑅 → 𝑆1 × 𝑆2
∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = (𝑟(𝑚𝑜𝑑 2), 𝑟(𝑚𝑜𝑑 3))

 

 ذلك لأن:و  .تماثلا      
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∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑥 + 𝑦)

= ((𝑥 + 𝑦)(𝑚𝑜𝑑 2), (𝑥 + 𝑦)(𝑚𝑜𝑑 3))

= (𝑥(𝑚𝑜𝑑 2), 𝑥(𝑚𝑜𝑑 3))

+ (𝑦(𝑚𝑜𝑑 2), 𝑦(𝑚𝑜𝑑 3))

= 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑥. 𝑦)

= ((𝑥. 𝑦)(𝑚𝑜𝑑 2), (𝑥. 𝑦)(𝑚𝑜𝑑 3))

= (𝑥(𝑚𝑜𝑑 2), 𝑥(𝑚𝑜𝑑 3)). (𝑦(𝑚𝑜𝑑 2), 𝑦(𝑚𝑜𝑑 3))

= 𝑓(𝑥). 𝑓(𝑦) 

 تشاكل.  𝑓  إنَّ أي          

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 

(𝑥(𝑚𝑜𝑑 2), 𝑥(𝑚𝑜𝑑 3)) = (𝑦(𝑚𝑜𝑑 2), 𝑦(𝑚𝑜𝑑 3))

⟹ 

𝑥(𝑚𝑜𝑑 2) = 𝑦(𝑚𝑜𝑑 2),

𝑥(𝑚𝑜𝑑 3) = 𝑦(𝑚𝑜𝑑 3) ⟹ 

𝑥 − 𝑦 = 0(𝑚𝑜𝑑 2) , 𝑥 − 𝑦 = 0(𝑚𝑜𝑑 3)  ⟹ 

𝑥 − 𝑦 = 0(𝑚𝑜𝑑 6)  ⟹ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 6) = 𝑦(𝑚𝑜𝑑 6)

⟹ 𝑥 = 𝑦 , 𝑅  في   

 متباين.  𝑓  إنَّ أي   

 أي  ,تقابلا   𝑓على حلقة منتهية, فيكون  ا  متباين ا  تطبيق  𝑓و كون    
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𝑓(0) = (0,0), 𝑓(1) = (1,1), 𝑓(2) = (0,2) 

𝑓(3) = (1,0), 𝑓(4) = (0,1), 𝑓(5) = (1,2) 

 تماثلا .  𝑓غامر. مما سبق يكون  إنَّهأي       

𝑆لتكن   (7 = (ℂ,+, . مجموعة  ℂ, حيث الأعداد العقدية  حلقة (
 الأعداد العقدية. ن عرف على المجموعة

 𝑅 = ℝ
2
= ℝ× ℝ = {(𝑎, 𝑏): 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}  قانوني

.) الثاني و (+) الأول تشكيل داخلييَّ  كالآتي  (
∀ 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 

𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑏, 𝑐 + 𝑑) 
𝑥. 𝑦 = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 

,𝑅)تكون البنية الجبرية و  +, . تبديلية و واحدية, واحدها  حلقة (
)يمكن التأكد بسهولة بأنها  مجموعة الأعداد الحقيقية ℝ, حيث (1,0)

 حلقة تبديلية واحدية(.
 عندئذ يكون التطبيق المعرف بالعلاقة 

𝑓: 𝑅 → 𝑆

∀ 𝑥 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅: 𝑓(𝑥) = 𝑎 + 𝑖𝑏
 

 تماثلا  . و ذلك لأن:         

∀ 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
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𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑)

= (𝑎 + 𝑐) + 𝑖(𝑏 + 𝑑)

= (𝑎 + 𝑖𝑏) + (𝑐 + 𝑖𝑑)

= 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 
𝑓(𝑥. 𝑦) = 𝑓(𝑎𝑐 − 𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)

= (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + 𝑖(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)

= (𝑎 + 𝑖𝑏)(𝑐 + 𝑖𝑑) = 𝑓(𝑥). 𝑓(𝑦) 
 تشاكل. 𝑓 إنَّ أي      

 
∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 𝑎 + 𝑖𝑏 = 𝑐 + 𝑖𝑑

⟹ (𝑎 = 𝑐), (𝑏 = 𝑑) ⟹ 
(𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑) ⟹ 𝑥 = 𝑦 . 

 متباين. 𝑓 إنَّ أي         

∀ 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 ∈ 𝑆:  𝑎 ∈ ℝ, 𝑏 ∈ ℝ ⟹ ∃ 𝑥 = (𝑎, 𝑏)

∈ 𝑅; 𝑓(𝑥) = 𝑧 . 

 غامر. 𝑓 إنَّ أي                

) و هذا ما ي عبر عنه بأن مجموعة الأعداد العقدية تماثل  تماثلا   𝑓مما سبق يكون   

ℝثيل الأعداد العقدية في المستوي أي يمكن تم المستوي
2 .) 

𝑅لتكن   (8 = (ℝ,+, . مجموعة  ℝ, حيث  حلقة الأعداد الحقيقية (
 الأعداد الحقيقية. ن عرف على المجموعة 
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𝑆 = { (
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

) :  𝑎 ∈ ℝ }  َّجمع  (+)قانوني تشكيل داخليي
.)المصفوفات و   ضرب المصفوفات كالآتي (

∀ 𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

) , 𝑦 = (
𝑏    𝑏
𝑏     𝑏

) ∈ 𝑆: 

𝑥 + 𝑦 = (
𝑎 + 𝑏    𝑎 + 𝑏
𝑎 + 𝑏     𝑎 + 𝑏

) 

𝑥. 𝑦 = (
2𝑎𝑏    2𝑎𝑏
2𝑎𝑏     2𝑎𝑏

) 
,𝑆)و تكون البنية الجبرية  +, . حلقة تبديلية و واحدية, واحدها  (

1𝑅 = (

1

2
     

1

2
1

2
     

1

2

)  

 عندئذ يكون التطبيق المعرف بالعلاقة 

𝑓: 𝑆 → 𝑅

∀ 𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

) ∈ 𝑆: 𝑓(𝑥) = 2𝑎
 

 ذلك لأن:تماثلا . و          

             ∀ 𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

) , 𝑦 = (
𝑏    𝑏
𝑏     𝑏

) ∈ 𝑆: 

𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓 ((
𝑎 + 𝑏    𝑎 + 𝑏
𝑎 + 𝑏     𝑎 + 𝑏

)) = 2(𝑎 + 𝑏)

= 2𝑎 + 2𝑏 = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 

𝑓(𝑥. 𝑦) = 𝑓 ((
2𝑎𝑏    2𝑎𝑏
2𝑎𝑏     2𝑎𝑏

)) = 2(2𝑎𝑏)

= (2𝑎)(2𝑏) = 𝑓(𝑥). 𝑓(𝑦). 
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 تشاكل.  𝑓 إنَّ أي 
 

 𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

) , 𝑦 = (
𝑏    𝑏
𝑏     𝑏

) ∈ 𝑆: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) ⟹ 𝑓 ((
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

)) = 𝑓 ((
𝑏    𝑏
𝑏     𝑏

))

⟹ 
2𝑎 = 2𝑏 ⟹ 𝑎 = 𝑏 

 متباين.  𝑓 نَّ أي إ
 

∀ 𝑎 ∈ ℝ ⟹ ∃ 𝑥 = (

𝑎

2
    
𝑎

2
𝑎

2
     
𝑎

2

) ∈ 𝑆;  𝑓(𝑥) = 2 (
𝑎

2
)

= 𝑎 

 .تماثلا    𝑓غامر . مما سبق يكون   𝑓 نَّ أي إ         

 مبرهنة: .1-3-3

,𝑅لتكن  𝑆  ,َّو ليكن حلقتي𝑓: 𝑅 → 𝑆   عندئذ القضايا التالية  ,ا  حلقي تشاكلا
 :صحيحة

1. 𝑓(0𝑅) = 0𝑆 

2. 𝑓(−𝑎) = −𝑓(𝑎) 

3. 𝐴 ≤ 𝑅 ⇒ 𝑓(𝐴) ≤ 𝑆   &    𝐵 ≤ 𝑆 ⇒ 𝑓−1(𝐵) ≤ 𝑅 
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4. 𝐼𝑚𝑓 ≤ 𝑆   &   𝑘𝑒𝑟𝑓 ≤ 𝑅 

5. 𝑘𝑒𝑟𝑓 = {0}  ⇔ و     𝑓متباين 𝐼𝑚𝑓 = 𝑆 ⇔  𝑓غامر

 الإثبات:

1 . 

𝑓(0) = 𝑓(0 + 0) = 𝑓(0) + 𝑓(0) 

⇒ −𝑓(0) + 𝑓(0) = −𝑓(0) + 𝑓(0) + 𝑓(0) 

⇒ 0 = 0 + 𝑓(0) ⇒ 𝑓(0) = 0 

2. 

0 = −𝑎 + 𝑎 ⇒ 𝑓(0) = 𝑓(−𝑎 + 𝑎) ⇒ 0

= 𝑓(−𝑎) + 𝑓(𝑎) 

⇒ 𝑓(−𝑎) = −𝑓(𝑎) 

3. 

𝑓(𝐴) = {𝑓(𝑎)|𝑎 ∈ 𝐴} ⇒ 0 ∈ 𝐴 ⇒ 𝑓(0) = 0

∈ 𝑓(𝐴) ⇒ 𝑓(𝐴) ≠ ∅ 

∀𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏) ∈ 𝑓(𝐴): 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎 + 𝑏)

∈ 𝑓(𝐴) 

∀𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏) ∈ 𝑓(𝐴): 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎. 𝑏) ∈ 𝑓(𝐴)

⇒ 𝑓(𝐴) ≤ 𝑆 
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𝑓−1(𝐵)و بالمثل نجد أن  ≤ 𝑅. 

𝐼𝑚𝑓.نعلم أن 4 = 𝑓(𝑅)  و بالتالي كون𝑅 ≤ 𝑅  فإن𝑓(𝑅) ≤ 𝑆  و
𝐼𝑚𝑓منه  ≤ 𝑆. 

∴ 0 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑓(0) = 0 ⇒ 0 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝑓 ⇒ 𝑘𝑒𝑟𝑓 ≠ ∅ 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝑓: 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 0 

𝑓(𝑎 − 𝑏) = 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 0 − 0 = 0 ⇒ 𝑎 − 𝑏

∈ 𝑘𝑒𝑟𝑓 

𝑓(𝑎. 𝑏) = 𝑓(𝑎). 𝑓(𝑏)0.0 = 0 ⇒ 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝑓 

kerو بالتالي  𝑓 ≤ 𝑅. 

 متباين عندئذ  𝑓لنفرض أن   ⇐. 5

∀𝑎 ∈ ker 𝑓 : 𝑓(𝑎) = 𝑓(0)
𝑓متباين
⇒   𝑎 = 0……(1) 

0أن و بما               = ker 𝑓  {0}و بالتالي ⊆ ker 𝑓 

kerمما سبق نجد أن                  𝑓 = {0}. 

⇒ kerإذا كانت        𝑓 =  عندئذ  {0}

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) ⇒ 𝑓(𝑎 − 𝑏) = 0 ⇒ 𝑎 − 𝑏

∈ ker 𝑓 = {0} 

⇒ 𝑎 − 𝑏 = 0 ⇒ 𝑎 = 𝑏 ⇒  𝑓 متباين
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⇐ 𝑠∀ وهذا يعني ) غامر 𝑓لنفرض أن         ∈ 𝑆: ∃𝑟 ∈

𝑅;  𝑓(𝑟) = 𝑠 , ) 

𝑓(𝑟)و لكن         ∈ 𝐼𝑚𝑓   نَّ إأي سب تعريف الصورة المباشرة, بح, و ذلك 
𝑆 ⊆ 𝐼𝑚𝑓  في الحالة العامة لدينا   و𝐼𝑚𝑓 ⊆ 𝑆  , 

𝐼𝑚𝑓و بالتالي                 = 𝑆 . 

⇒ 𝐼𝑚𝑓إذا كانت        = 𝑆 نإ, ف 

∀𝑠 ∈ 𝑆 = 𝐼𝑚𝑓:  ∃ 𝑟 ∈ 𝑅;  𝑓(𝑟) = 𝑠 ⇒  𝑓  غامر

:تيةتقودنا إلى التساؤلات الآ (3-3-1) إن المبرهنة السابقة  

هل صورة الحيادي في المنطلق تساوي العنصر الحيادي في المستقر؟؟ و هل  
 صورة الحلقة التبديلية هي حلقة تبديلية؟؟

:𝑓إذا كان  إنَّهأي  𝑅 → 𝑆   1و  تشاكلا  حلقيا𝑠 , 1𝑅  العناصر الحيادية في
,𝑆الحلقتيَّ  𝑅 هل على الترتيب ,𝑓(1𝑅)  1تساوي𝑆  في حالة ؟؟ و𝑅  تبديلية

 تبديلية؟؟؟ 𝑓(𝑅)هل 

المثال الآتي يبيَّ بأنه ليس بالضرورة أن تكون صورة حيادي المنطلق هي حيادي 
 المستقر.

𝑅مثال: لتكن  = (ℤ
3
, +, . حلقة معرف عليها الجمع و الضرب بالمقاس  (

𝑆و    ,3 = (ℤ6, +, .  . 6حلقة معرف عليها الجمع و الضرب بالمقاس  (
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 عندئذ يكون التطبيق المعرف بالعلاقة 

𝑓: 𝑅 → 𝑆

∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = 3𝑟(𝑚𝑜𝑑 6)
 

 تشاكلا , و ذلك لأن 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 3(𝑥 + 𝑦)(𝑚𝑜𝑑 6)

= 3𝑥(𝑚𝑜𝑑 6) + 3𝑦(𝑚𝑜𝑑 6)

= 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), 

𝑓(𝑥. 𝑦) = 3(𝑥. 𝑦)(𝑚𝑜𝑑 6) = 9(𝑥. 𝑦)(𝑚𝑜𝑑 6) =

= 3𝑥(𝑚𝑜𝑑 6). 3𝑦(𝑚𝑜𝑑 6) = 𝑓(𝑥). 𝑓(𝑦) 

9حيث       = 3(𝑚𝑜𝑑 6)  . 

𝑓(1𝑅)ولكن                     = 3 ≠ 1(𝑚𝑜𝑑 6) = 1𝑆. 

تبيَّن بأن شرط الغمر للتشاكل الحلقي هو  ( التي4-3-1) مبرهنة أتينعرض فيما ي
رة الحلقة , و صو لمنطلق تساوي الحيادي في المستقرمن يجعل صورة الحيادي في ا
 التبديلية هي حلقة تبديلية.

 مبرهنة: .1-3-4

:𝑓 ليكن 𝑅 → 𝑆   1و  ا  غامر تشاكلا  حلقيا𝑠 , 1𝑅 لحلقتيَّالعناصر الحيادية في ا 
𝑆, 𝑅 عندئذ القضايا التالية صحيحة ,على الترتيب: 

1- 𝑓(1𝑅) = 1𝑆, 

𝑎إذا كان  -2 ∈ 𝑈(𝑅)  ن إف(𝑓(𝑎))
−1
= 𝑓(𝑎−1) 
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 حلقة تبدبلية. 𝑆حلقة تبديلية فإن  𝑅إذا كانت  -3

 الإثبات:

1-  

∀𝑠 ∈ 𝑆: ∃𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = 𝑠 

𝑓(1𝑅). 𝑠 = 𝑓(1𝑅). 𝑓(𝑟) = 𝑓(1𝑅 . 𝑟) = 𝑓(𝑟)

= 𝑠… (1) 

𝑠. 𝑓(1𝑅) = 𝑓(𝑟). 𝑓(1𝑅) = 𝑓(𝑟. 1𝑅) = 𝑓(𝑟)

= 𝑠… (2) 

فيكون  𝑆حيادي في الحلقة  𝑓(1)نجد أن  (2)و  (1)من       
𝑓(1𝑅) = 1𝑠. 

2-  

𝑓(𝑎−1) = 𝑓(𝑎−1). 1𝑆 = 𝑓(𝑎
−1) (𝑓(𝑎)(𝑓(𝑎))

−1
)

= (𝑓(𝑎−1)𝑓(𝑎))(𝑓(𝑎))
−1

= 𝑓(𝑎𝑎−1)(𝑓(𝑎))
−1
= 𝑓(1𝑅)(𝑓(𝑎))

−1

= (𝑓(𝑎))
−1
 . 

3-  

∀𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆: ∃𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟1) = 𝑠1&   𝑓(𝑟2) = 𝑠2 
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⇒ 𝑠1. 𝑠2 = 𝑓(𝑟1). 𝑓(𝑟2) = 𝑓(𝑟1. 𝑟2) = 𝑓(𝑟2. 𝑟1)

= 𝑠2. 𝑠1 

 تبديلية. 𝑆و منه        

 تعريف: .1-3-5

إذا وفقط إذا كانت  𝑇مغموسة أو مغمورة في  𝑅 إنَّ  نقولحلقات.  𝑇و  𝑅لتكن 
𝑅  تماثل حلقة جزئية في𝑇  إذا وجِدت حلقة جزئية مثل  إنَّه, أي𝑆 ≤ 𝑇  في𝑇 

𝑅تحقق  ≅ 𝑆 . 

 أمثلة: .1-3-6

𝑅لتكن  (1 = (ℤ
2
, +, . 𝑇و  ( = (ℤ

2
× ℤ

2
 , +, . حلقات.  (

𝑆و ذلك لأنه يوجد حلقة جزئية  𝑇مغمورة في  𝑅عندئذ  =

{(0,0), (1,0)} ≤ 𝑇   في𝑇  و تحقق𝑆 ≅ 𝑅. 
𝑅لتكن  (2 = (ℤ , +, . 𝑇و  ( = (𝑀2(ℤ),+, . حلقات.  (

  𝑇مغمورة في  𝑅عندئذ 
 و ذلك لأنه يوجد حلقة جزئية    

𝑆 = { (
𝑎    0
0   0

) ∶ 𝑎 ∈  ℤ } ≤ 𝑇   في𝑇  وتحقق𝑆 ≅ 𝑅. 

لقة ما لتكون هذه من ح بناء حلقة واحدية انطلاقا  مبرهنة ت بيَّن كيفية  أتينعرض فيما ي
 الحلقة مغمورة بها. 
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 . مبرهنة:1-3-7

 .أي حلقة تكون مغمورة في حلقة واحدية إنَّ 

 :ثباتالإ

,𝑅)لتكن  +, .  حلقة ما. ن عرف على المجموعة (

    𝑇 = 𝑅 × ℤ = {(𝑎,𝑚): 𝑎 ∈ 𝑅,𝑚 ∈ ℤ }  قانوني تشكيل
 على النحو الآتي: (.)و الثاني  (+)داخلييَّ: الأول 

∀𝑥 = (𝑎,𝑚), 𝑦 = (𝑏, 𝑛) ∈ 𝑇: 𝑥 + 𝑦

= (𝑎 + 𝑏,𝑚 + 𝑛),

𝑥. 𝑦 = (𝑎𝑏 + 𝑛𝑎 +𝑚𝑏,𝑚𝑛) 

,+,𝑇)فتكون البنية الجبرية  . 1𝑇حلقة تبديلية واحدية و واحدها  ( =

𝑆. إن المجموعة  بسهولة(ثبات ذلك )يمكن إ (0,1) = {(𝑎, 0):  𝑎 ∈

𝑅}  الجزئية من𝑅  (0,0)تشكل حلقة جزئية منها و ذلك لأن ∈ 𝑆 ⟹

𝑆 ≠  , كما أن  ∅

∀𝑥 = (𝑎,𝑚), 𝑦 = (𝑏, 𝑛) ∈ 𝑆: 𝑥 − 𝑦

= (𝑎 − 𝑏,𝑚 − 𝑛) ∈ 𝑆,

𝑥. 𝑦 = (𝑎𝑏 + 𝑛𝑎 +𝑚𝑏,𝑚𝑛) ∈ 𝑆 

 ن عرف العلاقة . (2-2-1سب المبرهنة)بحو ذلك 

𝑓: 𝑅 → 𝑆

∀ 𝑎 ∈ 𝑆: 𝑓(𝑎) = (𝑎, 0)
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 تطبيق )معرف جيدا ( و متباين: 𝑓إن 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) ⟺ (𝑎, 0) = (𝑏, 0) ⟺ 𝑎 = 𝑏 

 غامر: 𝑓إن 

∀ (𝑎, 0) ∈ 𝑆: 𝑎 ∈ 𝑅, 0 ∈ ℤ ⟹ ∃𝑎 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑎)

= (𝑎, 0) 

 تشاكل: 𝑓إن 

∀𝑥 = (𝑎, 0), 𝑦 = (𝑏, 0) ∈ 𝑆: 𝑓(𝑥 + 𝑦)

= 𝑓(𝑎 + 𝑏, 0) = (𝑎 + 𝑏, 0)

= (𝑎, 0) + (𝑏, 0) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 

𝑓(𝑥. 𝑦) = 𝑓(𝑎𝑏 + (0)𝑎 + (0)𝑏, (0)(0)) = 𝑓(𝑎𝑏, 0)

= (𝑎𝑏, 0)

= (𝑎𝑏 + (0)𝑎 + (0)𝑏, (0)(0))

= (𝑎, 0). (𝑏, 0) = 𝑓(𝑥). 𝑓(𝑦) 

𝑆ن إتماثل أي  𝑓مما سبق يكون  ≅ 𝑅  يوجد حلقة جزئية في𝑇  تماثل𝑅  و
 .𝑇مغمورة في  𝑅( تكون 6-2-1حسب التعريف )

         ***                 ***                *** 
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 تمارين الفصل الأول

 :حلقة تبديلية واحديةحلقة و هي  من الأنظمة الرياضية الآتية ا  أي   بيَّن  -1
1.   (ℤ+, +, . ),                2.  (𝑛ℤ, +, . ) . 

3.  (2ℤ × ℤ,+, . ) ,            4.   (ℤ√2, +, . ) . 
5. (ℚ√−3,+,∗) 

6.   𝑅 = {𝑎 + 𝑏 √2
3
+ 𝑐 √4

3
∶   𝑎, 𝑏, 𝑐

∈ ℤ}   حيث  (𝑅, +, . ) 
∀ 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 √2

3
+ 𝑐 √4

3
 , 𝑦

= 𝑑 + 𝑒 √2
3
+ 𝑓 √4

3
∈ 𝑅: 

𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑑) + (𝑏 + 𝑒)√2
3
+ (𝑐 + 𝑓)√4

3  
𝑥. 𝑦 = (𝑎𝑑 + 2𝑏𝑓 + 2𝑐𝑒)

+ (𝑎𝑒 + 𝑏𝑑 + 2𝑐𝑓)√2
3
+ (𝑎𝑓

+ 𝑐𝑑 + 𝑏𝑒)√4
3  

 
7.  𝑅 = (ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥𝜏𝑦 = 𝑎. 𝑏, 𝑥 ∗ 𝑦

= 𝑥 + 𝑦 
.)و  (+)حيث   الجمع و الضرب المألوف على الأعداد. (

 
8.  𝑅 = (ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥𝜏𝑦 = 𝑎 + 𝑏 + 1,

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥. 𝑦 
.)و  (+)حيث      الجمع و الضرب المألوف على الأعداد. (
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9.  𝑅 = (ℤ × ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎𝑑 + 𝑏𝑑, 𝑏𝑑), 𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐, 𝑏𝑑) 

.)و  (+)حيث        الجمع و الضرب المألوف على الأعداد. (
 

10.  𝑅 = (ℤ × ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
.)و  (+)حيث        الجمع و الضرب المألوف على الأعداد. (

 
11.  𝑅 = (ℝ × ℝ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
.)و  (+)حيث        الجمع و الضرب المألوف على الأعداد. (

 
12.  𝑅 = (ℝ × ℝ ×ℝ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑦 = (𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑑, 𝑏 + 𝑒, 𝑐 + 𝑓), 

  𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑏𝑓 − 𝑒𝑐, 𝑑𝑐 − 𝑎𝑓, 𝑎𝑒 − 𝑑𝑏) 
.)و  (+)حيث        الجمع و الضرب المألوف على الأعداد. (
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 :من الحلقات الآتية ة للقلب في كلٍّ أوجد العناصر القابل -2
1 . (ℤ7, +, . ) ,                       2.  (ℤ4, +, . )  
3. (ℤ12, +, . ) ,                         4. (ℤ, +, . ), 

5. (ℤ × ℚ × ℤ,+, . ),                 6. (ℤ√2,+, . )  
7. (ℤ4 × ℤ6, +, . ),                 8. (𝑀2(ℤ), +, . )  
9. (ℤ × ℤ,+, . ),                 10. (ℤ√−7,+, . )  

11. (𝑅 = {
𝑎 + 𝑏𝑖√2 

2
,𝑎 معا   فرديان أو معا   زوجيان : 𝑏

∈ ℤ} , +, . ).  

 
,𝑅)لتكن البنية الجبرية  -3 ,𝑅)زمرة, و  (+ . نصف زمرة تبديلية تملك عنصرا   (

.)حياديا , و  ,𝑅). أثبت أن البنية الجبرية  (+)توزيعي على  ( +, . ) 
 حلقة.

𝑅لتكن  -4 = ({0, 𝑎, 𝑏, 𝑐}, +, .  بنية جبرية تحقق: (
 2𝑎 = 2𝑏 = 2𝑐 = 𝑎و  0 + 𝑐 = 𝑐 + 𝑎 = 𝑏  ,𝑎 +

𝑏 = 𝑏 + 𝑎 = 0 , 
𝑏 + 𝑐 = 𝑐 + 𝑏 = 0  ,∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥𝑦 = 0. 

 تبديلية. حلقة 𝑅أثبت أن   
,𝑅)لتكن  -5 +, . 𝑎حلقة واحدية و  ( ∈ 𝑅 . 

𝑏إذا كان  (1 ∈ 𝑅  هو العنصر الوحيد الذي يحقق𝑎𝑏 = 1 ,
𝑏𝑎فأثبت أن  = 1 . 
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𝑎2إذا كان  (2 = 1فأثبت أن  0 + 𝑎, 1 − 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅) . 
,𝑅)لتكن  -6 +, .  حلقة. أثبت أن (

 حلقة تبديلية إذا و فقط إذا كان 𝑅 أن (1
 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: (𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎2 + 2𝑎𝑏 +

𝑏2  
 حلقة تبديلية إذا و فقط إذا كان 𝑅 أن (2

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 
𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏) 

𝑎∀إذا كان  (3 ∈ 𝑅: 𝑎 = 𝑎3ن إ, ف𝑅 ,تبديلية 
𝑎∀إذا كان   (4 ∈ 𝑅: 𝑎 = 𝑎4ن إ, ف𝑅 ,تبديلية 
,𝑎∀حلقة تبديلية إذا و فقط إذا كان 𝑅إن  (5 𝑏 ∈

𝑅: (𝑎. 𝑏)2 = 𝑎2. 𝑏2 , 
 إذا كانت (6

 𝑅 = ({(
𝑎    𝑏
0     0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} , + . ن إ, ف  (

𝑅 .لاحظ أن  ليست تبديلية و ليست واحدية(𝑅  :تحقق
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: (𝑥. 𝑦)2 ≠ 𝑥2. 𝑦2 ) 

,𝑅)لتكن  -7 +, . ,𝑎حلقة تبديلية واحدية و  ( 𝑏 ∈ 𝑅 . 
1, فأثبت أن  𝑅قابلا  للعدم في  𝑎إذا كان  (1 + 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅), 
𝑎, فأثبت أن  𝑅عناصر قابلة للعدم في  𝑏و  𝑎إذا كان  (2 + 𝑏 

 .𝑅قابل للعدم في 
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 من في كلٍّ و مجموعة العناصر المتعادلة العناصر القابلة للعدم مجموعة أوجد  -8
 :تيةالحلقات الآ

1 . (ℤ7, +, . ) ,                       2.  (ℤ4, +, . )  
3. (ℤ12, +, . ) ,                         4. (ℤ, +, . ), 

5. (ℤ × ℚ × ℤ,+, . ),                 6. (ℤ√2,+, . )  
7. (ℤ4 × ℤ6, +, . ),                 8. (𝑀2(ℤ), +, . )  

9. (ℤ × ℤ,+, . ),                 10. (ℤ√−7,+, . )  

 
,𝑅)لتكن  -9 +, . أنه  . أثبتوي عناصر قابلة للعدم غير صفريةحلقة لا تح (

𝑎من أجل أي عنصر متعادل  ∈ 𝑅  يكون∀ 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 . 
 

في ك لٍّ من الحالات  𝑅 حلقة جزئية  في الحلقة 𝑆بيَّن فيما إذا كانت  -11
 الآتية:

1)  (𝑅+, . 𝑎و  حلقة ما ( ∈ 𝑅 , 𝑆𝑎 = ({𝑥 ∈ 𝑅; 𝑎𝑥 =

0} , +, . ) , 
2) (𝑅+, . 𝑎حلقة واحدية  ( ∈ 𝑅 , 𝑆𝑎 = ({𝑎𝑥 ∈ 𝑅; 𝑎 ∈

𝑅},+, . ), 
3) 𝑅 = (𝑀2(ℝ), +, . )  ,𝑆 =

({(
𝑎             𝑏√3

−𝑏√3       𝑎
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} , +, . )  , 

4) 𝑅 = (ℤ2, +, . 𝑥∀حيث  ( = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈

𝑅: 
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𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑), 𝑥. 𝑦

= (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
𝑆 = ({(𝑎, 0): 𝑎 ∈ ℤ}, +, . ) 

5) (ℤ2, +, . 𝑥∀حيث  ( = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑), 𝑥. 𝑦

= (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
𝑆 = ({(𝑎, 1): 𝑎 ∈ ℤ}, +, . ) 

6) 𝑅 = ({(
𝑎             𝑏√3

−𝑏√3       𝑎
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} ,+, . ) , 

𝑆 = ({(
𝑎             𝑏√3

−𝑏√3       0
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} ,+, . ) 

7) ({(
𝑎             𝑏√3

−𝑏√3       𝑎
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} , +, . ) , 

𝑆 = ({(
0             𝑏√3

−𝑏√3       1
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} ,+, . ) 

8) 𝑅 = (ℤ14, +, . 𝑆و  ( = ({0,2,4,6}, +, . ) , 
9) 𝑅 = (ℤ, +, . )  ,𝑆 = (ℤ2, +, . ) , 

11) 𝑅 = (ℂ, +, . )  ,𝑆 = ℤ(𝑖) ,أعداد غاوس 
11) 𝑅 = (𝑃(𝐴), ∆,∩)  ,𝑆 = (𝑃(𝐵),       حيث (∩,∆

∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝐴 ≠ ∅ , 
12) 𝑅 = (ℤ12, +, . ) ,𝑆  مجموعة العناصر القابلة للعدم في𝑅. 
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𝑅لتكن  -11 = { {𝑎𝑛} ∶ 𝑛 ∈ ℤ
مجموعة كل المتتاليات اللانهائية    {+

 قانوني تشكيل داخلييَّ, 𝑅من الأعداد الكسرية )النسبية(. ن عرف على 
{𝑎𝑛}الأول   + {𝑏𝑛} = {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛}  و الثاني{𝑎𝑛}. {𝑏𝑛} =

{𝑎𝑛. 𝑏𝑛} و ذلك من أجل كل ,{𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} ∈ 𝑅  .ثبت أن:أ 
1) (𝑅, +, .  حلقة تبديلية واحدية, (
 في ا  ت شكل حلقة جزئية و تملك حيادي 𝑅مجموعة كل المتتاليات المحدودة في  (2

𝑅, 
 ا  ت شكل حلقة جزئية تملك عنصر  𝑅مجموعة كل المتتاليات المتقاربة في  (3

 ,𝑅في  ا  حيادي
ت شكل حلقة جزئية  𝑅مجموعة كل المتتاليات المتقاربة من صفر الحلقة في  (4

 .𝑅في 
 

,𝑟لتكن  -12 𝑠 ∈ ℤ+  بحيثgcd(𝑟, 𝑠) =  المطلوب: . 1

:𝜑أثبت أن     ℤ𝑟𝑠 → ℤ𝑟 × ℤ𝑠  

 ∀𝑎 ∈ ℤ𝑟𝑠: 𝜑(𝑎) =

𝑎(𝑎(mod 𝑟) , 𝑎(mod 𝑠) )  
 .تماثل حلقي

 
:𝜑ليكن  -13 𝑅 ⟶ 𝑆  َّتطبيقا  بيَّ الحلقتي𝑅 و 𝑆   أثبت أن .𝜑  تشاكل

ن من الحلقتيَّ يمك ا  ثم بيَّن أيَّ  متباينا , غامرا .  𝜑حلقي, ثم بيَّن فيما إذا كان 
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 𝑅مغمورة في  𝑆أو  𝑆مغمورة في  𝑅الأخرى)أي بيَّن فيما إذا كانت غمرها في 
 في كلٍّ من الحالات الآتية: ( 
1) 𝑅 = (ℤ9, +, . 𝑆و  ( = (ℤ12, +, . ) ,∀𝑟 ∈

𝑅: 𝜑(𝑟) = 3𝑟 , 
2) 𝑅 = (ℤ, +, . 𝑆و  ( = (ℤ5, +, . ), 

       ∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝜑(𝑟) = 𝑟5 , 
3) 𝑅 = (ℤ, +, . 𝑆و  ( = (ℤ2, +, . )   ,∀𝑟 ∈

𝑅: 𝜑(𝑟) = {
0   𝑖𝑓    𝑟 𝑒𝑣𝑒𝑛
1      𝑖𝑓   𝑟 𝑜𝑑𝑑

 , 

4) 𝑅 = (ℤ3, +, . 𝑥 ∀حيث  ( = (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑦 =

(𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅:          
𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑑, 𝑏 + 𝑒, 𝑐 + 𝑓), 𝑥. 𝑦

= (𝑎𝑑, 𝑏𝑑 + 𝑐𝑒, 𝑐𝑓) 
𝑆و  = (ℤ,+, . ) ,∀𝑥 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅: 𝜑(𝑥) = 𝑎 , 

5) 𝑅 = (ℤ3, +, . 𝑥 ∀حيث  ( = (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑦 =

(𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅:          
𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑑, 𝑏 + 𝑒, 𝑐 + 𝑓), 𝑥. 𝑦

= (𝑎𝑑, 𝑏𝑑 + 𝑐𝑒, 𝑐𝑓) 
𝑆و  = ({ (

𝑎     𝑏
𝑐     0

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ,+, . ), 

            ,    ∀𝑥 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅: 𝜑(𝑥) =  (
𝑎     𝑏
𝑐     0

)  

6) 𝑅 = (ℤ3, +, . 𝑥 ∀حيث  ( = (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑦 =

(𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅:          
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𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑑, 𝑏 + 𝑒, 𝑐 + 𝑓), 𝑥. 𝑦

= (𝑎𝑑, 𝑏𝑑 + 𝑐𝑒, 𝑐𝑓) 
𝑆و  = ({ (

𝑎    0
𝑏     𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ,+, . ), 

      ∀𝑥 = (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅: 𝜑(𝑥) =  (
𝑎     0
𝑏     𝑐

) , 

7) 𝑅 = (ℤ4, +, . 𝑆و  ( = (ℤ6, +, . ) ,∀𝑟 ∈

𝑅: 𝜑(𝑟) = 3𝑟 , 
,𝑅)لتكن  -14 +, . 𝑎حلقة واحدية و  ( ∈ 𝑈(𝑅)  إذا كان التطبيق .

𝜑: 𝑅 ⟶ 𝑅  بالشكل الآتي∀ 𝑟 ∈ 𝑅: 𝜑(𝑟) = 𝑎𝑟𝑎−1  فأثبت ,
 تماثل. 𝜑أن 

𝑅لتكن  -15 = (ℤ, +, . 0حلقة الأعداد الصحيحة  و  ( ≠ 𝑎 ∈ 𝑅  
:𝜑. إذا كان التشاكل  𝑅 ⟶ 𝑅  يحقق𝜑(𝑎) ≠  أن: , فأثبت 0

1)  𝜑(1) = 1               ,2    ) ∀ 𝑟 ∈ 𝑅: 𝜑(𝑟) = 𝑟 . 
 

         ***                 ***                *** 
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 الفصل الثاني

الصحيحة و مميز الحلقة المناطق  

Integral Domain, Character of the 

Ring 

 

إذا كون  ير  صريين ا  ياوي  اصفري  ي نعلم بأن جداء عددين صحيحين
𝑎. 𝑏 = 𝑐𝑏 يكون ه يمكن اا ختفور ي ن  إف𝑎 = 𝑐 في بعض  و  هذا محقق

,ℤ12)مثلا  في الحلقة  و   صكنه في الحوصة اصعومة صيس صحيحالحلقوت  ي  +, . ) 
ذصك لأن ي  و  صيس محقق 12اصضيب بولمقوس المعيف عليهو الجمع ي 

((2). (6) = (4). (6) = 2)صكن ي  (0 ≠ في هذه الحلقة.  (4
يض ير هو من خلال عصرفل متى تتحقق مثل هذه الخواص ي صذصك نعيض في هذا ا

تعييف قواسم اصفري ي المنوطق اصفحيحة أي اصتكوملية 
"𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝐷𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛"   ين بمو بولإضوفة إلى اصعلاقة بينهو ي بعض خواصهي

كمو أننو نعيض في هذا اصرفل تعييف مميز الحلقة اصذ  يمثل تعميمو  صيتبة  .الحقول
,𝑅)إذا كونت عنفي في نظيية اصزمي ) يكون صكل عنفي  هن  إفزمية تبديلية    (+

صكل  إذ إن   (additive order )رتبة تُامى اصيتبة الجمعية  𝑅من عنوصي اصزمية 
يحقق  𝑛يوجد أصغي عدد صحيح موجب المنتهية   من اصزمية 𝑎عنفي ير  صري  
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𝑛𝑎 = صيات منتهية فقد ا  يوجد عدد صحيح  𝑅. أمو إذا كونت اصزمية  0
𝑛𝑎يحقق  𝑛موجب  =  .(  ي في هذه الحوصة نقول أن صلعنفي رتبة ير  منتهية 0

 ة اصعلاقة بين المنوطقسترودة منهو في دراساا  بولإضوفة إلى بعض الخواص ي
يس ص أن  كل حقل هو منطقة صحيحة بينمو اصعكس  فنُبينن الحقولاصفحيحة ي 

إنمو يكون اصعكس صحيحو  في حوصة المنطقة اصفحيحة صحيحو  في الحوصة اصعومة  ي 
نطقة بأن  مميز الم نبينن ي  .حيحة في حقل  بولإضوفة إلى كيرية يمي المنطقة اصفالمنتهية

حلقة  تمو  حفي المنطقة اصفحيحة  يوجد هأن  ي أيصيو    اصفحيحة يكون صريا  أي عددا  
جزئية تموثل مجموعة الأعداد اصفحيحة أي تموثل حلقة الأعداد اصفحيحة المعيف 

 عليهو الجمع ي اصضيب بمقوس مميز هذا المنطقة اصفحيحة.

مميزه صري أي عدد أيلي  ي في حوصة كون صريا   فإن ه الحقل  فإن  كذصك في حوصة ي 
  ي في حوصة كون عددا  أيصي و  ℚيوجد حقل جزئي فيه يموثل حقل الأعداد اصكايية 

𝑝  فإنه يوجد حقل جزئي يموثلℤ
𝑝

. 

 تعريف: .2-1-1

0حلقة ي  𝑅إذا كونت  ≠ 𝑎 ∈ 𝑅     نو نقولفإن: 

1- 𝑎 إذا تحقق: أي قوسم صلفري من اصياور قوسم صري  أياي 
∃0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎. 𝑏 = 0 

2- 𝑎 إذا تحقق: أي قوسم صلفري من اصيمين قوسم صري  أيمن 
∃0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑏. 𝑎 = 0 

3- 𝑎  إذا تحقق: أي قوسم صلفري قوسم صري 
∃0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎 = 0 
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 أمثلة:. 2-1-2

- (ℤ6+, .  ذصك لأنقواسم صريية  ي  2,3,4فإن  (
    2(3) = 3(2) = (4)3ي  0 = 4(3) =  . ℤ6في  0

- (𝑀2(ℤ), 𝑎فإن  (∗,+ = (
1 0
0 0

 قوسم صري  لأنه  (

∃0 ≠ 𝑏 = (
0 0
0 1

) ∈ (𝑀2(ℤ): 𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎 = 0 

𝑎 ي كذصك  = (
1 0
1 0

 قوسم صري  أياي ي ذصك لأن  (

∃0 ≠ 𝑏 = (
0 0
1 1

) ∈ (𝑀2(ℤ) يحقق 

       𝑏. 𝑎 ≠ 0   &   𝑎. 𝑏 = 0. 
,+ℝ) بينمو الحلقوت  - . ), (ℚ, +, . ), (ℤ, +, . ا  تحو  قواسم  (

 صريية.

 :الحلقات الصحيحة .2-1

 نعرض تعريف المناطق الصحيحة و بعض الخواص الجبرية فيها.

 . تعريف:2-1-3

 تكوملية صحيحة أي منطقة 𝑅 ن  نقول إ. حلقة تبديلية ذات عنفي محويد 𝑅 صتكن
"Integral Domain"  ي فقط إذا كونتإذا 𝑅  خوصية من اصقواسم

 .𝑰𝑫نيمز صذصك بوصيمز اصفريية  ي 

 . أمثلة:2-1-4
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𝑅إن  (1 = (ℤ, +, . لأعداد اصفحيحة هي حلقة ياحدية حلقة ا (
,+,ℚ)  ي كذصك   𝐼𝐷و نّ  إا  تحو  قواسم صلفري  أ  يلية ي تبدي  . ) 

,+,ℝ)ي  .  . 𝐼𝐷 صحيحةمنوطق  (
𝑅 إن (2 = (ℤ6⊕,⊗)   ياحدية تبديلية ي صكنهو صيات منوطق حلقة

a. لأنّو تحو  قواسم صريية هي 𝐼𝐷صحيحة  = 2, b =  عنوصي 3
 ير  صريية تحقق

    𝑎 ⊗ 𝑏 = 0 . 
𝑅إن  (3 = (ℤ × ℤ,+, . حلقة ياحدية تبديلية ي صكنهو صيات   (

 . لأنّو تحو  قواسم صريية هي𝐼𝐷صحيحة  منطقة
 𝑥 = (a, 0), y = (0, b) عنوصي ير  صريية تحقق 

  𝑥. 𝑦 = (0,0) . 
𝑅عدداً أولياً . عندئذ  𝒑ليكن  (4 = (ℤ𝑝, +, . صحيحة  منطقة  (

𝐼𝐷  و لا تحوي قواسم للصفر و ذلك  تبديليةحلقة ياحدية   فهي
 لأن:

𝒙, 𝒚 ∈ 𝑹: 𝒙. 𝒚 = 𝟎 ⟹ 𝒑\𝒙. 𝒚 ⟹ 𝒑\𝒙  أي 𝒑\𝒚
⟹ 𝒙 = 𝒚 أي  𝟎 = 𝟎, 

𝑅إن  (5 = (ℤ(𝑖), +, .   فهي 𝐼𝐷حلقة يويس منطقة صحيحة  (
 حلقة ياحدية ي تبديلية ي ا  تحو  قواسم صلفري  ي ذصك لأن
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𝒙 = 𝒂 + 𝒊𝒃, 𝒚 = 𝒄 + 𝒊𝒃 ∈ 𝑹: 𝒙. 𝒚 = 𝟎 

⟹ (𝒂 + 𝒊𝒃)(𝒄 + 𝒊𝒅) = 𝟎

⟹ (𝒂𝟐 + 𝒃𝟐)(𝒄𝟐 + 𝒅𝟐) = 𝟎

⟹ {

𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 = 𝟎

أي
𝒄𝟐 + 𝒅𝟐 = 𝟎

}

⟹ {

𝒂 = 𝒃 = 𝟎

أي
𝒄 = 𝒅 = 𝟎

} ⟹ 𝒙 = 𝒚  أي  𝟎

= 𝟎 . 

 في الحلقة محقق في الحوصة اصعومة مثلا   قونون اا ختفور ير  إن  

     𝑅 = (ℤ6⊕,⊗)   ي ذصك لأن   

3,5,1 ∈ R:   3 =  3 ⊗ 5 = 1⊗ 3 ⇏ 3 = 1 

نه من خلال هذا مو نبين   ي قق فقط في الحلقوت اصتي ا  تحو  قواسم صلفريإا  أنه مح
 المبرهنة الآتية.

 مبرهنة: .2-1-5

 خوصية من قواسم اصفري إذا ي فقط إذا تحقق :  𝑅 الحلقة إن  

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅:     
𝑎. 𝑏 − 𝑎. 𝑐 = 0  ∧ 𝑎 ≠ 0 ⇒ 𝑏 = 𝑐
𝑏. 𝑎 − 𝑐. 𝑎 = 0  ∧ 𝑎 ≠ 0 ⇒ 𝑏 = 𝑐

 

 الإثبات:

 خوصية من قواسم اصفري فنجد أن  𝑅صنريض أن  ⇐
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𝑎. 𝑏 − 𝑎. 𝑐 = 0 ⇒ 𝑎. (𝑏 − 𝑐) = 0

𝑎≠0 ي𝑅 خوصية
من قواسم اصفري
⇒       

 𝑏 − 𝑐 = 0 ⇒ 𝑏 = 𝑐 

𝑏. 𝑎 − 𝑐. 𝑎 = 0 ⇒ (𝑏 − 𝑐). 𝑎 = 0

𝑎≠0 ي𝑅 خوصية
من قواسم اصفري
⇒        

𝑏 − 𝑐 = 0 ⇒ 𝑏 = 𝑐 

 عندئذ  صنريض أن اصشيطين محققون ⇒

0 = 𝑎. 𝑏 = 𝑎. 𝑏 − 0 = 𝑎. 𝑏 − 𝑎. 0
حاب اصريض
⇒      𝑏 = 𝑐 = 0 

  ي بولمثل بوصنابة صلقواسم صية من اصقواسم اصفريية  من اصياورخو 𝑅إذن     
 .اصفريية من اصيمين

 . نتيجة:2-1-6

لقة خوصية من متعودصة ي كونت هذه الح 𝑅إذا كون جميع عنوصي حلقة مو مثل 
 𝑅ه إذا كونت إن  . أ   1أي  0عنوصي هذه الحلقة إمو  ن  إاصقواسم اصفريية  ف

 تحقققواسم صلفري ي  تحو ا 

      ∀ 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑎 = 𝑎2⟹ 𝑎 = 𝑎 أي 0 = 1  . 

 الإثبات:

∀ 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑎 = 𝑎2⟹ 𝑎(𝑎 − 1) = 0 
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⟹ 𝑎 = 𝑎 أي 0 = 1 

 .𝑩𝒐𝒐𝒍𝒆𝒂𝒏 𝑹𝒊𝒏𝒈تسمى هذه الحلقة حلقة بول 

 تعريف: .2-1-7

,𝑹)صتكن  +, .  حلقة ياحدية تبديلية  ي ياحدهو ا  ياوي  صريهو. يقُول إن   (
𝑹 𝟎إذا ي فقط إذا كون كل عنفي  حقل ≠ 𝒂 ∈ 𝑹   صلقلب في  قوبلا𝑹. 

  𝑅ملاحظة: يمكن تعييف الحقل من خلال اصزمية ي ذصك يفق الآتي. إذا كونت 
.)ي  (+)داخليين   مزيدة بقونوني تشكيلير  خوصية مجموعة  اصبنية  ن  إيقُول    (
,𝑅)الجبرية  +, .  :الآتيإذا تحقق  حقل  (

1- (𝑅,  زمية تبديلية. (+
2- (𝑅∗,∗) حيث  زمية تبديلية𝑅∗  مجموعة كل عنوصي𝑅  عدا اصعنفي

  (+)الحيود  بوصنابة صلقونون 
.)قونون اص -3    أ  (+)توزيعي على اصقونون  (

∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅: 𝑎. (𝑏 + 𝑐)

= 𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑐,   (𝑏 + 𝑐). 𝑎

= 𝑏. 𝑎 + 𝑐. 𝑎  

 . أمثلة:2-1-8

𝑅إن  (1 = (ℚ,+,∗)  حقل ي ذصك لأن𝑈(𝑅) = ℚ\{0}   أ

0ه من أجل أ  عنفي إن   ≠ 𝑥 =
𝑞

𝑏
∈ 𝑅: 𝑥−1 =

𝑏

𝑎
∈
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𝑅: 𝑥. 𝑥−1 =   (∗,+,ℝ) ي كذصك بوصنابة إلى   ,1
(ℂ,+,∗)  أيضو حقولفهي  

𝑅بينمو إن   (2 = (ℤ,    ي ذصك لأنصيات حقلا   (∗,+
 𝑈(𝑅) =  ه من أجلن  إأ   {∓1}

 0 ≠ 𝑥 = 2 ∈ 𝑅: 𝑥−1 =
1

2
∉ 𝑅,. 

𝑹إن  (3 = (ℚ(√𝒑),+, . عدد  𝒑حلقة ياحدية ي تبديلية  حيث  (
   ي هي حقل ي ذصك لأن(في اصرفل الأيل 2-1-1حاب ) أيلي

0 ≠ 𝑥 = 𝑎 + 𝑏√𝑝 ∈ 𝑅: 𝑥−1 =
𝑎

𝑎2−𝑝𝑏2
−

(
𝑎

𝑎2−𝑝𝑏2
)√𝑝 ∈ 𝑅: 

.𝑥قق : ي تح 𝑥−1 = 1 . 
𝑹إن  (4 = (ℤ(√𝒑),+, . -1حاب ) حلقة ياحدية ي تبديلية (

ي ذصك  عدد أيلي  ي هي صيات حقلا   𝒑  حيث (في اصرفل الأيل 1-2
0 لأن ≠ 𝑥 = 3 + 0√𝑝 ∈ 𝑅: 

𝑥−1 =
1

3
− 0√𝑝 ∉ 𝑅: 

.𝑥تحقق : ي  𝑥−1 =  ℤ(𝒊). و كذلك بالنسبة إلى حلقة غاوس  1
و  اصرفل الأيل( في 9-1-1 )حاب فهي حلقة تبديلية و واحدية

 .لكنها ليست حقلً 
𝑹إن  (5 = (ℂ,+, .  حلقة ياحدية ي تبديلية  ي هي حقل ي ذصك لأن (

0 ≠ 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ 𝑅: 
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∃𝑥−1 =
𝑎

𝑎2 − 𝑝𝑏2
− (

𝑎

𝑎2 − 𝑝𝑏2
) 𝑖 ∈ 𝑅: 

.𝑥ي تحقق :  𝑥−1 = 1 . 
 حقل الأعداد الحقيقية. نعُيف على المجموعة ℝصتكن  (6

  𝑅 = {(
𝑎    𝑎
𝑎    𝑎

) :  𝑎 ∈ ℝ}  ي اصضيب  (+)قونوني الجمع(. ) 
 المأصوفين على المفروفوت كولآتي

∀ 𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

) , 𝑦 = (
𝑏    𝑏
𝑏     𝑏

) ∈ 𝑅: 

𝑥 + 𝑦 = (
𝑎 + 𝑏    𝑎 + 𝑏
𝑎 + 𝑏     𝑎 + 𝑏

) 

𝑥. 𝑦 = (
2𝑎𝑏    2𝑎𝑏
2𝑎𝑏     2𝑎𝑏

) 
  

,𝑅)عندئذ تكون اصبنية  +, .  حلقة تبديلية ي ياحدية ياحدهو  (

 1𝑅 = (

1

2
     

1

2
1

2
      

1

2

في اصرفل الأيل(  ي هي  2-1-1)حاب  (

 حقل ي ذصك لأن

 ∀0 ≠  𝑥 = (
𝑎    𝑎
𝑎     𝑎

) ∈ 𝑅: 

∃ 𝑥−1 = (

1

4𝑎
    
1

4𝑎
1

4𝑎
     
1

4𝑎

) ∈ 𝑅; 𝑥. 𝑥−1 = 1 
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))لا حظ بأن محدد المصفوفة  
𝒂    𝒂
𝒂     𝒂

الصفر و لكنها يساوي  (
 (𝑹في  اً تملك مقلوب

ℤ2صتكن  (7 = . 2لمقوس حلقة معيف عليهو اصضيب ي الجمع بو {0,1}
 نعُيف على المجموعة

  𝑅 = {(
𝑎 + 𝑏     𝑏
𝑏            𝑎

) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2}  قونوني الجمع(+) 

.)اصضيب ي   المأصوفين على المفروفوت.  (
,𝑅)عندئذ تكون اصبنية  +, .  ياحدهوياحدية  حلقة تبديلية (

 1𝑅 = (
1    0
0    1

, و هي  في اصرفل الأيل( 2-1-1)حاب  (
 و  أربعة عنوصي فقط هي تح

 𝑅 = {𝑥1 = (
0    0
0    0

) , 𝑥2 = (
1    1
1    0

) , 𝑥3 =

(
1    0
0    1

) , 𝑥4 = (
0    1
1   1

 , هي حقل و ذلك لأن:{(

𝑥2. 𝑥4 = (
1    1
1    0

) (
0    1
1   1

) = (
1    0
0    1

)

𝑥4. 𝑥2 = (
0    1
1   1

) (
1    1
1    0

) = (
1    0
0    1

)
)

⟹ (
𝒙𝟐
−𝟏 = 𝒙𝟒 ∈ 𝑹

𝒙𝟒
−𝟏 = 𝒙𝟐 ∈ 𝑹

 

𝑥3. 𝑥3 = (
1    0
0    1

) (
1    0
0    1

) = (
1    0
0    1

) 
⟹ 𝒙𝟑

−𝟏 = 𝒙𝟑 ∈ 𝑹 
 . 𝑹صه مقلوب في  𝑹كل عنفي ير  صري  في  ن  إأي 

 عددين أيصيين مختلرين  نعُيف على المجموعة 𝑞ي  𝑝صيكن  (8
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ℚ(√𝑝,√𝑞) = 
{𝑎 + 𝑏√𝑝 + 𝑐√𝑞 + 𝑑√𝑝𝑞: 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℚ}  قونوني

.)ي اصثوني  (+)تشكيل داخليين الأيل   كولآتي:   (
∀𝑥 = 𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞 ,

𝑦 = 𝑎2 + 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞

∈ 𝑅: 
𝑥 + 𝑦 = (𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞)

+ (𝑎2 + 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞)

= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)√𝑝

+ (𝑐1 + 𝑐2)√𝑞 + (𝑑1 + 𝑑2)√𝑝𝑞 

𝑥. 𝑦 = (𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞). (𝑎2

+ 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞) 

= (𝑎1𝑎2 + 𝑝𝑏1𝑏2 + 𝑞𝑐1𝑐2 + 𝑝𝑞𝑑1𝑑2)  

+ (𝑎1𝑏2 + 𝑝𝑐1𝑑2 + 𝑞𝑑1𝑐2 + 𝑎2𝑏1)√𝑝

+ (𝑎1𝑐2 + 𝑎2𝑐1 + 𝑝𝑏1𝑑2 + 𝑝𝑏2𝑑1)√𝑞

+ (𝑎1𝑑2 + 𝑎2𝑑1 + 𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1)√𝑝𝑞 

 عندئذ:  

𝑅اصبنية الجبرية   = (ℚ(√𝑝,√𝑞),+, . تشكل حلقة تبديلية ياحدية   (
ك )يت  هي تشكل حقلا  ( ي في اصرفل الأيل . أمثلة2-1-1 ةليمكن مياجعة الأمث)

 .ثبوت صلقورئ(الإ
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 . تعريف:2-1-9 

,𝑭)صيكن  +, . ∅ي  حقلا   ( ≠ 𝑺 ⊆ 𝑭  مجموعة جزئية ير  خوصية في𝑭  
𝑺ي ييمز صذصك بوصيمز  𝑭إنّو حقل جزئي في  𝑺يقُول عن  ≤ 𝑭   إذا يفقط إذا

,𝑺)كونت  +, .  .حقلا   (

 أمثلة:. 2-1-11

 𝑭 = (ℚ(√𝒑),+, .  ( 9-1-2حقل )حاب  (

𝑺ي  = (ℚ,+, .  حقل جزئي منه  مثلا(

 (ℚ,+, . ) ≤ (ℚ(√𝟑),+, . 𝑭   كمو أن  ( = (ℚ(√𝒑),+, . ) 
,+,ℝ)حقل جزئي من حقل الأعداد الحقيقية  .   ي حقل الأعداد الحقيقية (
,+,ℂ)حقل جزئي من حقل الأعداد اصعقدية  .  نإ  أ  (

ℚ ≤ ℚ(√𝒑) ≤ ℝ ≤ ℂ . 

نعيض فيمو يلي اصشيط اصلازم ي اصكوفي صتكون مجموعة جزئية ير  خوصية حقلا  جزئيو  
 . تية  ي ذصك من خلال المبرهنة الآمن حقل مو

 . مبرهنة:2-1-11

,𝐹)صتكن  + . ∅ي  حقلا   ( ≠ 𝑆 ⊆ 𝐹 فإن   تحو  عنفيين على الأقل
 هو 𝐹من   و  جزئي حقلا   𝑆كون اصشيط اصلازم ي اصكوفي صكي ت
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 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆  ي  ∀𝑎, 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑆:  𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝑆  
 ن إأ  

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆: 

𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆   , ∀𝑎, 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑆:  𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝑆 

⟺  𝑆 ≤ 𝐹   . 

 الإثبات:

 . عندئذ:𝐹من  حقل جزئي 𝑆صنريض أن  ⇐

,𝑆))كون  ,𝑎∀( تبديلية زمية (+ 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆 

,𝑆\{0}))كون  . ,𝑎∀( زمية تبديلية ( 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑆:  𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝑆 

 صنريض أن ⇒

 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆   & ∀𝑎, 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑆:  𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝑆 
,𝑆)ي صنثبت أن   زمية تبديلية. (+

∵ 𝑆 ≠ ∅ ⇒ ∃𝑎 ∈ 𝑆: 0 = 𝑎 − 𝑎 ∈ 𝑆 

∀𝑎 ∈ 𝑆: 0 − 𝑎 ∈ 𝑆 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 − (−𝑏) ∈ 𝑆 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 
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,𝑆)ي بوصتولي  ,𝑆)تبديلية   صنثبت أن  زمية (+ .  شبه زمية. (

,𝑎∀بمو أن  0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑆:  𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝑆  عندئذ تكون(. عملية داخلية  (
 .𝑆على 

∵ 𝑆 ≠ ∅ ⇒ ∃𝑎 ∈ 𝑆: 1 = 𝑎𝑎−1 ∈ 𝑆 

∀0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑆: 𝑎−1 = 1𝑎−1 ∈ 𝑆 

∀𝑎, 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑆: 𝑎𝑏 = 𝑎(𝑏−1)−1 ∈ 𝑆 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: (𝑎. 𝑏). 𝑐 = 𝑎. (𝑏. 𝑐) 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: 𝑎. 𝑏 = 𝑏. 𝑎 

,𝑆)ي بوصتولي  .  تبديلية زمية (

.)صنثبت الآن أن   توزيعي من  اصياور ي من اصيمين  (

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅: 𝑎. (𝑏 + 𝑐)

= 𝑎. 𝑏 + 𝑎. 𝑐   &(𝑏 + 𝑐). 𝑎 = 𝑏. 𝑎 + 𝑐. 𝑎 

,𝑆)ممو سبق نجد أن  +, .  .حقل (

ن أ يجب بالضرورة قل الجزئيإن وجود الحيادي في الحقل و الحملحظة: 
و ليس مثل الحلقات و الحلقات الجزئية )يمكن مراجعة الأمثلة  ,يكون نفسه

 .. في الفصل الأول(1-2-2
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 . أمثلة:2-1-12

𝑭صيكن  -1 = (ℝ,+, .  𝑞ي  𝑝حقل الأعداد الحقيقية  ي صيكن  (
 عددين أيصيين مختلرين  نعُيف على المجموعة

ℚ(√𝑝,√𝑞) = 
{𝑎 + 𝑏√𝑝 + 𝑐√𝑞 + 𝑑√𝑝𝑞: 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℚ}  قونوني

.)ي اصثوني  (+)تشكيل داخليين الأيل   كولآتي:   (
∀𝑥 = 𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞 , 
  𝑦 = 𝑎2 + 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞 ∈ 𝑅: 

𝑥 + 𝑦 = (𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞)

+ (𝑎2 + 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞)

= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)√𝑝

+ (𝑐1 + 𝑐2)√𝑞 + (𝑑1 + 𝑑2)√𝑝𝑞 

𝑥. 𝑦 = (𝑎1 + 𝑏1√𝑝 + 𝑐1√𝑞 + 𝑑1√𝑝𝑞). (𝑎2

+ 𝑏2√𝑝 + 𝑐2√𝑞 + 𝑑2√𝑝𝑞) 

= (𝑎1𝑎2 + 𝑝𝑏1𝑏2 + 𝑞𝑐1𝑐2 + 𝑝𝑞𝑑1𝑑2)  

+ (𝑎1𝑏2 + 𝑝𝑐1𝑑2 + 𝑞𝑑1𝑐2 + 𝑎2𝑏1)√𝑝

+ (𝑎1𝑐2 + 𝑎2𝑐1 + 𝑝𝑏1𝑑2 + 𝑝𝑏2𝑑1)√𝑞

+ (𝑎1𝑑2 + 𝑎2𝑑1 + 𝑏1𝑐2 + 𝑏2𝑐1)√𝑝𝑞 
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𝑅عندئذ: اصبنية الجبرية    = (ℚ(√𝑝,√𝑞),+, . تشكل حلقة تبديلية   (
, 𝑭من  اً جزئي ( و هي تشكل حقلً 8-1-2) يمكن مراجعة الأمثل ياحدية 

𝑺و = (ℚ(𝒑), +, .  . 𝑹من  اً جزئي تشكل حقلً  (

ℤ2صتكن  -2 = . 2حلقة معيف عليهو اصضيب ي الجمع بولمقوس  {0,1}

𝑅نعُيف على المجموعة   = {(
𝑎 + 𝑏     𝑏
𝑏            𝑎

) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℤ2} 

.)ي اصضيب  (+)قونوني الجمع  المأصوفين على المفروفوت. عندئذ  (
,𝑅)تكون اصبنية  +, .   ي (8-1-2) يمكن مراجعة الأمثل حقل  (

𝑆تكون  = {(
0    0
0    0

) , (
1    0
0    1

 .𝑅في  و  جزئي تشكل حقلا   {(

ي بشكل مشوبه في الحلقوت الجزئية سنبينن بأنه تقوطع حقول جزئية في حقل مو هي 
 حقل جزئي  ي ذصك من خلال المبرهنة الآتية.

 . مبرهنة:2-1-13

,𝐹)صتكن  +, . :𝑆𝑖}ي  حقلا   ( 𝑆𝑖 ≤ 𝐹, 𝑖 ∈ ℤ
مجموعة من الحقول  {+

 . عندئذ: 𝐹الجزئية من 

𝑆 = ⋂ 𝑆𝑖𝑖∈ℤ+ ≤ 𝐹   حقل جزئي في𝐹 . 

 الإثبات:

∎ 𝑖 ∈ ℤ+: 0 ∈ 𝑆𝑖 ⇒ 0 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑆 ≠ ∅ 
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∎  ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 = ⋂ 𝑆𝑖
𝑖∈ℤ+

⇒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑖  ; 𝑖

∈ ℤ+
𝑆𝑖≤𝐹
⇒  𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆𝑖  ; 𝑖 ∈ ℤ

+ 

⇒ 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆 = ⋂ 𝑆𝑖
𝑖∈ℤ+

 

∎  ∀𝑎, 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝑆 =⋂𝑆𝑖
𝑖∈𝐼

⇒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑖  ; 𝑖

∈ ℤ+
𝑆𝑖≤𝐹
⇒  𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝑆𝑖  ; 𝑖 ∈ ℤ

+ 

⇒ 𝑎. 𝑏−1 ∈ 𝑆 = ⋂ 𝑆𝑖
𝑖∈ℤ+

 

 (.1.2..1)   ي ذصك حاب المبرهنة𝐹من  و  جزئي حقلا   𝑆ي بوصتولي تكون      

 العلقة بين المناطق الصحيحة و الحقول. يأتينعرض فيما 

 .كل حقل هو منطقة صحيحة. نتيجة:  2-1-14

 الإثبات:

,𝐹)صيكن  +, . احدهو ي   ي عندئذ فهو حلقة تبديلية ذات عنفي محويد مو. حقلا   (
 كل عنفي فيهو ا  ياوي  اصفري يكون قوبلا    ن  إبولإضوفة إلى   ا  ياوي  صريهو
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و  تيحنه ا أيكون منطقة صحيحة يكري أن نبينن بوصتولي من أجل أن ب فيهو. ي لصلق
 قواسم صلفري.

,𝑎صتكن   𝑏 ∈ 𝐹: 𝑎. 𝑏 = 𝑎  ي بريض أن   0 ≠  ي منه 0

∃𝑎−1 ∈ 𝐹: 𝑎. 𝑎−1 = 1 

.𝑎نضيب طيفي اصعلاقة  𝑏 =  فنجد  𝑎بمقلوب  0

𝑎−1(𝑎. 𝑏) = 𝑎−1. 0 ⇒ 1. 𝑏 = 0 ⇒ 𝑏 = 0 

 ا  تحو  قواسم صلفري. 𝐹يمنه  

 تحو  قواسم صلفري  أ  𝐹ا   بأن دنريض ج و:أ

∃0 ≠ 𝑎, 0 ≠ 𝑏 ∈ 𝐹: 𝑎. 𝑏 = 0 

,𝑎 ن  إ  فحقل  𝐹ي بمو أن  𝑏 ∈ 𝐹 أ صلقلب  ةقوبل    

∃0 ≠ 𝑎 ∈ 𝐹 ⇒ ∃𝑎−1 ∈ 𝐹: 𝑎. 𝑎−1 = 1  

∃0 ≠ 𝑏 ∈ 𝐹 ⇒ ∃𝑏−1 ∈ 𝐹: 𝑏. 𝑏−1 = 1 

ي منه   

1 = 1.1 = 𝑎. 𝑎−1. 𝑏. 𝑏−1 = 𝑎. 𝑏. 𝑎−1. 𝑏−1

= 0. 𝑎−1. 𝑏−1 = 0 

حلقة تبديلية ذات عنفي  𝐹ي بوصتولي    أ  اصريض الجدلي خوطئ.ي هذا ير  ممكن
 .منطقة صحيحة 𝐹محويد ا  تحو  قواسم صريية فتكون 
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 ملحظة:. 2-1-15

يمكن تعييف الحقل من خلال تعييف المنطقة اصفحيحة  ي ذصك يفق  (1
,𝑅)الآتي. يقُول عن منطقة صحيحة مثل  +, . إنّو حقل إذا يفقط إذا   (

هو اصفري فيكونت مكونة من عنفيين على الأقل ي كل عنفي ا  ياوي  
 نإفيهو  أ   و  يملك مقلوب

      ∀0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅: ∃𝑏 ∈ 𝑅; 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 = 1, 
س صي بوصضييرة أن يكون صحيحو   أ  اصاوبقة صيس إن عكس اصنتيجة (2

بوصضييرة أن تكون كل منطقة صحيحة هي حقل  مثول على ذصك 
(ℤ,+, . حلقة الأعداد اصفحيحة هي منطقة صحيحة ي صكنهو  (
 .صيات حقلا  

من خلال المبرهنة الآتية نعيض اصشيط اصكوفي اصذ  يجب أن تحققه المنطقة 
 .اصفحيحة من أجل أن تكون حقلا  

 مبرهنة: .2-1-16

 .لا  منطقة صحيحة منتهية تكون حق أ  إن   

 الإثبات:

𝑅صتكن  = {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛} ن إأ    منطقة صحيحة منتهية𝑅  حلقة
جل ي عدد عنوصيهو منتهٍ  ي من أ تبديلية ذات عنفي محويد خوصية من قواسم اصفري

 عنفي ير  صري  فيهو  يكري أن نبينن بأنه كلحقلا   𝑅 أن تكون
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  (0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅)  مقلوب في صه𝑅 .  0صيكن ≠ 𝑎 ∈ 𝑅  من أجله 

𝜑:𝑅 ف اصعلاقة    عين نُ  → 𝑅

∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝜑(𝑟) = 𝑎. 𝑟
 

 تطبيق لأن 𝜑إن 

𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅:  𝑟1 = 𝑟2⟹ 𝑎. 𝑟1 = 𝑎. 𝑟2 ⇒ 𝜑(𝑟1)

= 𝜑(𝑟2)  

 متبوين لأن 𝜑إن 

𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅:𝜑(𝑟1) = 𝜑(𝑟2) ⇒ 𝑎. 𝑟1 = 𝑎. 𝑟2
⇒ 𝑎. (𝑟1 − 𝑟2) = 0 
𝑎≠0
𝑅 𝑖𝑠 𝐼𝐷
⇒    𝑟1 − 𝑟2 = 0 ⇒ 𝑟1 = 𝑟2 

 .يومي 𝜑بوصتولي ي  متبوين   𝜑 منتهية ي 𝑅لأن  قوبل 𝜑إن 

1بمو أن  ∈ 𝑅  ي𝜑 يوجد  هفإن  يومي𝑟 ∈ 𝑅  بحيث𝜑(𝑟) = ي بوصتولي  1
𝑎. 𝑟 = 𝑎𝑟تبديلية فيكون  𝑅ي كون  1 = 𝑟𝑎 = ه يوجد مقلوب نإ أ   1

∃𝑎−1 = 𝑟 ∈ 𝑅: 𝑎−1𝑎 = 𝑎𝑎−1 = 1 𝑎  نإ   أ 𝑅 .حقل 

 أمثلة:.2-1-17

𝑹اً. عندئذٍ عدداً أولي   𝒑ليكن  = (ℤ𝑝, +, . منطقة صحيحة ي كونّو   (
 .  ℤ5و  ℤ2حقلا . مثلا   𝑅منتهية فتكون 
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و كيرية ي شيحن أ  حلقة يمكن يميهو في حلقة ياحدية  بيننو في اصرفل الأيل أن  
(. 7-2-1)بنوء الحلقة اصواحدية اصتي تغُمي بهو الحلقة ي ذصك من خلال المبرهنة 

يمكن يمي المنطقة اصفحيحة في حقل ي ذصك من خلال  بشكل مشوبه سنبينن أن  ي 
 المبرهنة الآتية.

 . مبرهنة:2-1-18

 إن أ  منطقة صحيحة يمكن يميهو في حقل.   

 الإثبات:

𝑇صحيحة ي  منطقة 𝑅صتكن  = 𝑅\{0}  جميع عنوصي𝑅  .نعيف عدا اصفري
𝑅على الجداء اصديكورتي   ~علاقة اصتكوفؤ  × 𝑇 بوصشكل 

(𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅 × 𝑇: (𝑎, 𝑏)~(𝑐, 𝑑) ⟺ 
𝑎

𝑏
=
𝑐

𝑑
  

عيف بأ  عنفي مثل 
ُ
,𝑎)ييكون شكل صف اصتكوفؤ الم 𝑏) هو 

[
𝑎

𝑏
] = {(𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅 × 𝑇:  (𝑎, 𝑏)~(𝑐, 𝑑)}   ينيمز صه اختفورا 𝑎

𝑏
   

𝑀نعُيف على مجموعة كل صروف اصتكوفؤ  = {
𝑎

𝑏
∶ 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈ 𝑇} 

 يفق الآتي:  (.)ياصثوني  (+)قونوني تشكيل داخليين الأيل 

𝑎

𝑏
,
𝑐

𝑑
∈ 𝑀:  

𝑎

𝑏
+
𝑐

𝑑
=
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

𝑏𝑑
 ,
𝑎

𝑏
.
𝑐

𝑑
=
𝑎𝑐

𝑏𝑑
 

,+,𝑀)عندئذ تكون اصبنية الجبرية  .  حقلا  )يمكن اصتأكد من ذصك باهوصة(. (
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ي حقل  𝑅  ي ذصك من خلال إيجود تموثل بين 𝑀في  مغمورة 𝑅 ن  أي صنبينن الآن 

:𝜑.  من أجل ذصك نعيف اصعلاقة 𝑀جزئي في  𝑅 ⟶ {
𝑎

1
∶   𝑎 ∈ 𝑅} 

𝑎بوصشكل  ∈ 𝑅: 𝜑(𝑎) =
𝑎

1
  

𝑎)نلاحظ أن صف اصتكوفؤ 

1
=
𝑎𝑏

𝑏
𝑎 ي 

𝑏
=
𝑐

𝑑
⟺ 𝑎𝑑 = 𝑐𝑏  ذصك من

,𝑏أجل  𝑑 ∈ 𝑇, 𝑎, 𝑐 ∈ 𝑅.) 

 تطبيق لأن 𝜑إن 

𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅:  𝑟1 = 𝑟2⟹
𝑟1
1
=
𝑟2
1
⇒ 𝜑(𝑟1) = 𝜑(𝑟2)  

 متبوين لأن 𝜑إن 

𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅:𝜑(𝑟1) = 𝜑(𝑟2) ⇒
𝑟1
1
=
𝑟2
1
⇒ 𝑟1 = 𝑟2 

 يومي لأن 𝜑إن 

𝑎

1
∈ {
𝑎

1
∶   𝑎 ∈ 𝑅} : ∃𝑎 ∈ 𝑅;  𝜑(𝑎) =

𝑎

1
 

 تشوكل لأن 𝜑إن 

𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅:  𝜑(𝑟1 + 𝑟2) =
𝑟1 + 𝑟2
1

=
𝑟1
1
+
𝑟2
1

= 𝜑(𝑟1) + 𝜑(𝑟2) 

𝜑(𝑟1. 𝑟2) =
𝑟1𝑟2
1
=
𝑟1
1
.
𝑟2
1
= 𝜑(𝑟1). 𝜑(𝑟2) 
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}تموثل  ي كون  𝜑بوصتولي ي  
𝑎

1
∶   𝑎 ∈ 𝑅} ≤ 𝑀   في  و  جزئي حقلا𝑀 

 . 𝑀مغمورة في  𝑅فيكون 

 مميز الحلقة: .2-2

,R) إن في اصزمية اصتبديلية مثل رتبة  Rيكون صكل عنفي من عنوصي اصزمية   (+
حلقة منتهية  Rإذا كونت   أ  أنه  (additive order )تُامى اصيتبة الجمعية 

يحقق  nيوجد أصغي عدد صحيح موجب  Rمن  𝑎  فإن صكل عنفي ير  صري  
𝑛𝑎 =  nصيات منتهية فقد ا  يوجد عدد صحيح موجب  𝑅 . أمو إذا كونت 0

𝑛𝑎يحقق  = في حوصة  يصلعنفي رتبة ير  منتهية.  ن  إل   ي في هذه الحوصة نقو  0
عنوصي يوجد ميتبة ياحدة ي هو الحلقوت يمكن تعييف ذصك ي صكن من أجل كل اص

 .اصثونيفي هذا الجزء من اصرفل  سيتم عيضهي هذا مو مو يامى مميز الحلقة  

 تعريف: .2-2-1

أنه على  𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)يمز صه بوصيمز ي يُ  𝑅عيف مميز الحلقة حلقة مو. يُ  𝑅صتكن 
0∀يحقق  𝑛أصغي عدد صحيح موجب  ≠ 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑛. 𝑎 = 0 

   يحقق 𝑛ا  يوجد عدد صحيح موجب  ي في حوصة

 ∀0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑛. 𝑎 = 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)  فإننو نفطلح 0 = 0 . 

 :أمثلة

𝑅إن  (1 = (ℤ6⊕,⊗)  فإن𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) =   ي في الحوصة اصعومة 6
𝐶ℎ𝑎𝑟(ℤ𝑛) = 𝑛 
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𝑅  إذا كونت (2 = (ℝ,+, . فإن حلقة الأعداد الحقيقية  (
𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅) = يحقق  𝑛  ي ذصك لأنه ا  يوجد عدد صحيح موجب 0

∀0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑛. 𝑎 =   ي كذصك بولمثل من أجل الحلقوت  0
(ℤ,+, . ,ℚ)ي  ( +, . ,+,ℂ)ي  ( .  مميزهو اصفري. (

𝑅صتكن  (3 = (𝑀3(ℤ7), +, . مجموعة كل المفروفوت الميبعة من  (
3الميتبة  × ,ℤ7)ي المعيفة على الحقل  3 +, . . نلاحظ أن مميز  (

𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)الحلقة هو  =  . ℤ7هو نراه مميز الحقل  7

𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)نلاحظ في جميع الأمثلة اصاوبقة بأن مميز الحلقة  = 𝑛  هو أصغي
1𝑅عدد صحيح يحقق  . 𝑛 =    ي هذا مو سنثبته من خلال المبرهنة الآتية. 0

 مبرهنة: .2-2-2

,𝑅) صتكن  +, .  . 1𝑅حلقة ياحدية تبديلية ياحدهو  (

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)إن  = 𝑛 > أصغي عدد صحيح موجب  𝑛 إذا يفقط إذا كون 0
.1 يحقق  𝑛 = 0. 

 الإثبات:

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)ريض أن ن ⇐ = 𝑛 > 1𝑅يكون عندئذ  0 ∈

𝑅: 1𝑅 . 𝑛 = ي عدد غأص 𝑛 أن  تعييف مميز الحلقة  ي صنبينن   ي ذصك حاب 0
 صحيح موجب يحقق ذصك  ي من أجل ذصك نريض جدا   

∃𝑚 ∈ ℤ: 0 < 𝑚 < 𝑛;      1𝑅 . 𝑚 = 0 
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∀ 0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑎.𝑚 = (𝑎. 1𝑅).𝑚 = 𝑎. (1𝑅 . 𝑚) = 𝑎. 0

= 0 

.𝑛أصغي عدد صحيح موجب يحقق  𝑛 ي هذا ينوقض كون 𝑎 = )حاب  0
أصغي عدد صحيح  𝑛 ن إن اصريض الجدلي خوطئ  أ  إ  أ   تعييف المميز(

.1موجب يحقق   𝑛 = 0. 

.1أصغي عدد صحيح موجب يحقق  𝑛نريض أن   ⇒ 𝑛 = 0 

∀0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅: 𝑎. 𝑛 = (𝑎. 1). 𝑛 = 𝑎. (1. 𝑛) = 𝑎. 0 = 0 

𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)ي بوصتولي  = 𝑛.ي ذصك حاب تعييف مميز الحلقة   

 نلحظ أمثلة: من الأمثلة السابقة 

𝑅 ن  أ (1 = (ℤ6⊕,⊗) ي 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) = ي هو يمثل أصغي  6
1𝑅𝑛عدد صحيح موجب يحقق  =   ي في الحوصة اصعومة 0
𝐶ℎ𝑎𝑟(ℤ𝑛) = 𝑛  1ي يكون. 𝑛 = 0. 

𝑅 إذا كونت  (2 = (ℝ,+, . حلقة الأعداد الحقيقية  فإن (
𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅) = يحقق  𝑛  ي ذصك لأنه ا  يوجد عدد صحيح موجب 0

1𝑅 . 𝑎 = ,+,ℤ)  ي كذصك بولمثل من أجل الحلقوت  0 . )  
,+,ℚ)ي  . ,+,ℂ)ي  ( .  مميزهو اصفري. (

𝑅صتكن  (3 = (𝑀3(ℤ7), +, . مجموعة كل المفروفوت الميبعة من  (
3الميتبة  × ,ℤ7)ي المعيفة على الحقل  3 +, . . نلاحظ أن مميز  (
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𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)الحلقة هو  =   ي هو يمثل  ℤ7هو نراه مميز الحقل  7
1𝑅𝑛أصغي عدد صحيح موجب يحقق  = 0. 

 أن مميز المنطقة اصفحيحة هو اصفري أي عدد أيلي.من خلال المبرهنة الآتية سنبينن 

 مبرهنة: .2-2-3

,𝑅) صتكن +, .  :عندئذ منطقة صحيحة. (

       𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) = 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅) أي 0 = 𝑛 عدد أيلي. 

 الإثبات:

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) كونإذا   =  يتم المطلوب. 0

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) إمو إذا كون = 𝑛 ≩ أصغيعدد صحيح  𝑛يكون  عندئذ 0
.1 موجب يحقق 𝑛 = صيس عددا  أيصيو    ي منه يمكن   𝑛نريض جدا   أن . 0

  ن  إأكبر من اصواحد ي أصغي منه  أ   منهمو كتوبته على شكل جداء عددين كلا  

∃ 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℤ:  0 < 𝑛1 < 𝑛 , 0 < 𝑛2 < 𝑛 ; 𝑛 = 𝑛1𝑛2 

 منه 

0 = 1. 𝑛 = 1. (𝑛1𝑛2) = (1. 𝑛1). (1. 𝑛2) 

.1إمو منطقة صحيحة يكون  𝑅 كوني   𝑛1 = 1𝑅𝑛2 يأ 0 = ي في كلا  0
.1أصغيعدد صحيح موجب يحقق  𝑛الحوصتين ير  ممكن ي ذصك لأن  𝑛 = 0  

 بذصك يتم إثبوت المطلوب.ي  عدد أيلي  𝑛ن اصريض الجدلي خوطئ   ي منه إأ  
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 أمثلة:  

𝑅إن  (1 = (ℤ7⊕,⊗)  منطقة صحيحة ي𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) = عدد  7
 أيلي 

2) 𝑅 = (ℝ,+, . حلقة الأعداد الحقيقية هي حقل ي بوصتولي هي منطقة  (
𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)صحيحة ي  = ,+,ℤ)  ي كذصك بولمثل من أجل 0 . ) 

,+,ℚ)ي  . ,+,ℂ)ي  ( .  مميزهو اصفري. (

 ة اصفحيحة هو صري أي عدد أيلي  ي منقأن مميز المنطفنو من المبرهنة اصاوبقة عي  
ثل لقة جزئية تموح دائمو  المنطقة اصفحيحة في  يوجد أنهالمبرهنة اصتوصية سنثبت  خلال

مع عليهو الجثل حلقة الأعداد اصفحيحة المعيف مجموعة الأعداد اصفحيحة أي تمو
 اصفحيحة.اصضيب بمقوس مميز هذا المنطقة ي 

 . نتيجة:2-2-4

 إن مميز أ  حقل اصفري أي عدد أيلي.

 الإثبات:

 ( ي كون كل حقل هو منطقة صحيحة.3-2-2يتم مبوشية من المبرهنة اصاوبقة )

 مبرهنة: .2-2-5

,𝑅)صتكن  +, .  :منطقة صحيحة. عندئذ اصقضويو اصتوصية صحيحة (

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)إذا كون  -1 = 𝑆نه يوجد   فأ 0 ≤ 𝑅  بحيث𝑆 ≅ ℤ. 
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𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)إذا كون  -2 = 𝑝 يوجد نه إو   فأيصي ا  عدد𝑆 ≤ 𝑅  بحيث
𝑆 ≅ ℤ𝑝  ℤ𝑝  حلقة الجمع ي اصضيب صلأعداد اصفحيحة بولمقوس𝑝. 

 الإثبات:

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)صيكن صدينو  = 𝑆 . إن المجموعة 0 = ℤ. 1𝑅 =

{𝑚. 1𝑅:𝑚 ∈ ℤ} ≤ 𝑅  حلقة جزئية في𝑅  يمكن اصتأكد من ذصك  
 باهوصة.

 عيف اصعلاقة نُ 

𝜑: ℤ → 𝑆

∀𝑚 ∈ ℤ:𝜑(𝑚) = 𝑚. 1𝑅
 

 تشوكل حلقي لأن 𝜑إن 

∀𝑚1, 𝑚2 ∈ ℤ:𝜑(𝑚1 +𝑚2) = (𝑚1 +𝑚2). 1𝑅
= 𝑚1. 1𝑅 +𝑚2. 1𝑅 

                  = 𝜑(𝑚1) + 𝜑(𝑚2) 

𝜑(𝑚1. 𝑚2) = (𝑚1. 𝑚2). 1𝑅 = (𝑚1. 1𝑅). (𝑚2. 1𝑅) 

  متبوين لأن 𝜑إن 

∀𝑚1, 𝑚2 ∈ ℤ: 𝜑(𝑚1) = 𝜑(𝑚2) ⇒ 𝑚1. 1𝑅 = 𝑚2. 1𝑅 

⇒ (𝑚1 −𝑚2). 1𝑅 = 0

1𝑅≠0
𝑅 𝑖𝑠 𝐼𝐷
⇒    𝑚1 = 𝑚2 

 يومي لأن 𝜑إن 
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𝑆 = ℤ𝑃. 1𝑅 = {𝑚. 1𝑅;𝑚 ∈ ℤ} 

∀𝑚 ∈ 𝑆: ∃𝑛 ∈ ℤ: 𝑓(𝑛) = 𝑚 

𝑆 نإأ   تموثل حلقي 𝜑ي بوصتولي  ≅ ℤ. 

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)صدينو  -2 = 𝑝  إن المجموعة .𝑆 = ℤ. 1𝑅 =

{𝑚. 1𝑅:𝑚 ∈ ℤ} ≤ 𝑅  حلقة جزئية في𝑅  يمكن اصتأكد من ذصك  
 باهوصة.

 نعُيف اصعلاقة

𝜑: ℤ𝑃 → 𝑆

∀[𝑚] ∈ ℤ𝑃: 𝜑([𝑚]) = 𝑚. 1𝑅
 

 تشوكل حلقي لأنه  𝜑إن 

∀[𝑚1], [𝑚2] ∈ ℤ𝑃: 𝜑([𝑚1] + [𝑚2])

= 𝜑([𝑚1 +𝑚2]) = (𝑚1 +𝑚2). 1𝑅 

= 𝑚1. 1𝑅 +𝑚2. 1𝑅 = 𝜑([𝑚1]) + 𝜑([𝑚2]) 

𝜑([𝑚1]. [𝑚2]) = 𝜑([𝑚1.𝑚2]) = (𝑚1.𝑚2). 1𝑅 

= (𝑚1. 1𝑅). (𝑚2. 1𝑅) = 𝜑([𝑚1]). 𝜑([𝑚2]) 

 متبوين لأن  𝜑إن 

∀[𝑚1], [𝑚2] ∈ ℤ𝑃: 𝜑([𝑚1]) = 𝜑([𝑚2]) ⇒ 𝑚1. 1𝑅
= 𝑚2. 1𝑅 
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⇒ (𝑚1 −𝑚2). 1𝑅 = 0 ⇒ ∃𝑟, 𝑠 ∈ ℤ: (𝑚1 −𝑚2)

= 𝑟. 𝑝 + 𝑠  ; 0 ≤ 𝑠 < 𝑝 

 ي ذصك حاب خوارزمية اصقامة في الأعداد اصفحيحة.

0نريض جدا   أن           < 𝑠 < 𝑝  أ  أن𝑟 ≠    ي منه 0

(𝑚1 −𝑚2). 1𝑅 = 𝑟. 𝑝. 1𝑅 + 𝑠. 1𝑅 ⇒ 0 = 0 + 𝑠. 1𝑅
⇒ 𝑠. 1𝑅 = 0 

𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)ي هذا ينوقض كون  = 𝑝  أصغي عدد صحيح موجب يحقق
1𝑅 . 𝑝 = 𝑟ن إن اصريض الجدلي خوطئ   أ  إ  أ  0 =    يمنه   0

𝑚1 −𝑚2 = 𝑟. 𝑝 ⇒ 𝑚1 −𝑚2 = 0 𝑖𝑛 ℤ𝑃 ⇒ [𝑚1]

= [𝑚2] 

:𝜑  ي منه يكون و  حلقيو  ي متبوين تشوكلا   𝜑ي بوصتولي يكون  ℤ𝑃 → Im𝜑 
ℤ إن  أ    تموثلا  

𝑝
≅ Im𝜑 ≤ 𝑅.ي بذصك يتم المطلوب   

وثل في المنطقة اصفحيحة يوجد حلقة جزئية تم برهنة اصاوبقة عيفنو بأنه دائمو  من الم
 عيف عليهو الجمعالم الأعداد اصفحيحة مجموعة الأعداد اصفحيحة أي تموثل حلقة

في  أنه يضو  أي المبرهنة اصتوصية ستبين  بمقوس مميز هذا المنطقة اصفحيحة.اصضيب ي 
أي يموثل حقل   ℚحقل جزئي يموثل حقل الأعداد اصكايية  الحقل يوجد دائمو  

ℤ الأعداد اصفحيحة 
𝑝

 المعيف عليهو الجمع ي اصضيب بمقوس عدد أيلي.

 

 



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

887 
 

 . مبرهنة:2-2-6

,𝑅)صتكن  +, . ,+,ℚ)يموثل  𝑅يوجد حقل جزئي في  . عندئذحقلا   ( . ) 
ℤ) حقل الأعداد اصعودية أي يموثل حقل الأعداد اصفحيحة 

𝑝
, +, . المعيف (

  .𝑝عليهو الجمع ي اصضيب بمقوس عدد أيلي 

 الإثبات:

 اصفري أي عدد أيلي.   𝑅( يكون مميز 4-2-2من اصنتيجة )

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)في حوصة   =  سنثبت أنه يوجد حقل جزئي 0

∃𝑆 ≤ 𝑅: 𝑆 ≅ ℚ   

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)ي في حوصة  = 𝑝   عددا  أيصيو  سنثبت أنه يوجد حقل جزئي
∃𝑆 ≤ 𝑅: 𝑆 ≅ ℤ𝑃. 

char(𝑅)الحوصة الأيلى:   = 0  

𝐸 إن المجموعة = {
𝑚.1𝑅

𝑛.1𝑅
;𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ≠ في  و  جزئي تشكل حقلا   {0

𝑅   عيف اصعلاقةنُ ثبوت ذصك باهوصة(. إ)يمكن  

𝜑:ℚ → 𝐸

   
𝑚

𝑛
∈ ℚ ∶   𝜑 (

𝑚

𝑛
) =

𝑚. 1

𝑛. 1

 

 :تطبيق 𝜑إن 
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𝑚1
𝑛1
  ,   
𝑚2
𝑛2
∈ ℚ ∶  

𝑚1
𝑛1
=
𝑚2
𝑛2
⇒
𝑚1. 1

𝑛1. 1
=
𝑚2. 1

𝑛2. 1
 

⇒ 𝜑(
𝑚1
𝑛1
) = 𝜑(

𝑚2
𝑛2
) 

 :تشوكل حلقي 𝜑إن 

  
𝑚1
𝑛1
  ,

𝑚2
𝑛2
∈ ℚ:𝜑 (

𝑚1
𝑛1
+
𝑚2
𝑛2
)

= 𝜑(
𝑚1𝑛2 +𝑚2. 𝑛1

𝑛1. 𝑛2
)

=
(𝑚1𝑛2 +𝑚2. 𝑛1). 1

𝑛1. 𝑛2. 1

=
(𝑚1𝑛2. 1) + (𝑚2. 𝑛1. 1)

(𝑛1. 1). (𝑛2. 1)

=
𝑚1. 1

𝑛1. 1
+
𝑚2. 1

𝑛2. 1
= 𝜑 (

𝑚1
𝑛1
) + 𝜑(

𝑚2
𝑛2
) 

 :متبوين 𝜑إن 

𝑚1
𝑛1
  ,

𝑚2
𝑛2
∈ ℚ:  𝜑 (

𝑚1
𝑛1
) = 𝜑(

𝑚2
𝑛2
) 

⇒
𝑚1. 1

𝑛1. 1
=
𝑚2. 1

𝑛2. 1
 

⇒ (𝑚2𝑛1 −𝑚1𝑛2). 1 = 0 ⇒ 𝑚2𝑛1 = 𝑚1𝑛2 

⇒
𝑚1
𝑛1
=
𝑚2
𝑛2
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 :يومي 𝜑إن 

∀ 
𝑚1
𝑛1
∈ 𝐸 ∶   ∃

𝑚

𝑛
∈ ℚ;𝜑 (

𝑚

𝑛
) =

𝑚1
𝑛1

 

𝐸ن إأ  تموثل   𝜑ممو سبق نجد أن       ≅ ℚ   

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)في حوصة  = 𝑝   نه يوجد حلقة جزئية مثل إ  فعددا  أيصيو𝑆  في𝑅 
(  5-2-2حيحة ي حاب المبرهنة)ي ذصك كون كل حقل هو منطقة ص ℤ𝑃تموثل 
𝑆 ن  إأ   ≅ ℤ𝑃 ي بمو أن .ℤ𝑃 تكون  حقل لأنه منطقة صحيحة منتهية𝑆 

𝑆ه يوجد حقل جزئي إن    أ  ℤ𝑃كونّو تموثل الحقل   𝑅في  و  جزئي حقلا   ≤ 𝑅 
   يبذصك يتم المطلوب. ℤ𝑃تموثل ي 

 

     ***                 ***                *** 
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 تمارين الفصل الثاني

 أيجد اصقواسم اصفريية في كلٍّ من الحلقوت الآتية: -1
2.  (𝑛ℤ, +, . ) , 2. (ℤ7, +, . ) ,

3. (ℤ16, +, . )  
4.  (2ℤ × ℤ,+, . ) ,                5.   (ℤ√2, +, . ) . 
6. (ℚ√−3,+,∗),                7. (𝑀2×2(ℤ2), +, . ) .   

 
 من الأنظمة اصييوضية الآتية هي منطقة صحيحة يحقل: و  بينن أين  -2

1.   (ℤ+, +, . ),                2.  (𝑛ℤ, +, . ) . 
3.  (2ℤ × ℤ,+, . ) ,            4.   (ℤ√2, +, . ) . 

5. (ℚ√−3,+,∗) 
6.   𝑅 = {𝑎 + 𝑏 √2

3
+ 𝑐 √4

3
∶   𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ}    

∀ 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 √2
3
+ 𝑐 √4

3
 , 

𝑦 = 𝑑 + 𝑒 √2
3
+ 𝑓 √4

3
∈ 𝑅: 

𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑑) + (𝑏 + 𝑒)√2
3
+ (𝑐 + 𝑓)√4

3  
𝑥. 𝑦 = (𝑎𝑑 + 2𝑏𝑓 + 2𝑐𝑒)

+ (𝑎𝑒 + 𝑏𝑑 + 2𝑐𝑓)√2
3
+ (𝑎𝑓

+ 𝑐𝑑 + 𝑏𝑒)√4
3  

 
7.  𝑅 = (ℤ, 𝜏,∗), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = 𝑎. 𝑏, 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 

.)ي  (+)حيث   الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (
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8.  𝑅 = (ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥𝜏𝑦 = 𝑎 + 𝑏 + 1,

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥. 𝑦 
.)ي  (+)حيث      الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (
 

9.  𝑅 = (ℤ × ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎𝑑 + 𝑏𝑑, 𝑏𝑑), 𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐, 𝑏𝑑) 

.)ي  (+)حيث        الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (
 

10.  𝑅 = (ℤ × ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
.)ي  (+)حيث        الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (

 
11.  𝑅 = (ℝ × ℝ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
.)ي  (+)حيث        صوف على الأعداد.الجمع ي اصضيب المأ (
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12.  𝑅 = (ℝ × ℝ ×ℝ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑦 = (𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑑, 𝑏 + 𝑒, 𝑐 + 𝑓),

𝑥 ∗ 𝑦

= (𝑏𝑓 − 𝑒𝑐, 𝑑𝑐 − 𝑎𝑓, 𝑎𝑒 − 𝑑𝑏) 
.)ي  (+)حيث            الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (

,𝑅)إذا كونت  -3 +, .  منطقة صحيحة   فأثبت أن (
 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: (𝑎 + 𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛حيث   

 𝑛 = 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅). 
 من الحلقوت الآتية : أيجد مميز كلٍّ  -4

1.   (𝑛ℤ, +, . ) .  2.  (2ℤ × ℤ,+, . ) , 
    3.   (ℤ√2,+, . ) .           4. (ℚ√−3,+,∗) 
5.   𝑅 = {𝑎 + 𝑏 √2

3
+ 𝑐 √4

3
∶   𝑎, 𝑏, 𝑐

∈ ℤ}   حيث  (𝑅, +, . ) 
∀ 𝑥 = 𝑎 + 𝑏 √2

3
+ 𝑐 √4

3
 , 𝑦

= 𝑑 + 𝑒 √2
3
+ 𝑓 √4

3
∈ 𝑅: 

𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑑) + (𝑏 + 𝑒)√2
3
+ (𝑐 + 𝑓)√4

3  
𝑥. 𝑦 = (𝑎𝑑 + 2𝑏𝑓 + 2𝑐𝑒)

+ (𝑎𝑒 + 𝑏𝑑 + 2𝑐𝑓)√2
3
+ (𝑎𝑓

+ 𝑐𝑑 + 𝑏𝑒)√4
3  

 
6.  𝑅 = (ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥𝜏𝑦 = 𝑎. 𝑏, 𝑥 ∗ 𝑦

= 𝑥 + 𝑦 



 نظرية الحلقات                                               قسم الرياضيات

888 
 

.)ي  (+)حيث   الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (
 

7.  𝑅 = (ℤ × ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎𝑑 + 𝑏𝑑, 𝑏𝑑), 𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐, 𝑏𝑑) 

.) ي (+)حيث        الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (
 

8.  𝑅 = (ℤ × ℤ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
.)ي  (+)حيث        الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (

 
9.  𝑅 = (ℝ × ℝ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑),

𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
.)ي  (+)حيث        الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (

 
10.  𝑅 = (ℝ × ℝ ×ℝ, 𝜏,∗),

∀𝑥 = (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑦 = (𝑑, 𝑒, 𝑓) ∈ 𝑅: 
 𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑑, 𝑏 + 𝑒, 𝑐 + 𝑓),

𝑥 ∗ 𝑦

= (𝑏𝑓 − 𝑒𝑐, 𝑑𝑐 − 𝑎𝑓, 𝑎𝑒 − 𝑑𝑏) 
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.)ي  (+)حيث            الجمع ي اصضيب المأصوف على الأعداد. (
,𝑅)صتكن  -5 +, . 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)حلقة ي  ( = 𝑛 . إذا كون𝑚 ∈ ℤ+ 

 يحقق:
    ∀ 𝑟 ∈ 𝑅:𝑚𝑟 =  .𝑚يقام  𝑛  فأثبت أن 0

,𝑅)صتكن  -6 +, . 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)حلقة ي  ( = 𝑛 إذا كونت .𝑆  حلقة جزئية
𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑆)  فأثبت أن 𝑅في  ≤ 𝑛. 

,𝑅)صيكن  -7 +, . 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)حقلا  ي  ( = 𝑝  عددا  أيصيو . ي صيكن
𝜑: 𝑅 ⟶ 𝑅   مُعيفو  بوصعلاقة  تطبيقو𝑟 ∈ 𝑅: 𝜑(𝑟) = 𝑟𝑝 . 

 𝑅( إذا كون 3تموثل   𝜑( بينن فيمو إذا كون 2تشوكل    𝜑أثبت أن  (1
 تموثل. 𝜑حقلا  منتهيو   فأثبت أن 

,𝑅)صتكن  -8 +, . 𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅)منطقة صحيحة ي  ( = 𝑛ي  𝑆  حلقة
𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑆)منطقة صحيحة مميزهو  𝑆. إذا كونت 𝑅جزئية في  = 𝑚   

𝑚فأثبت أن  = 𝑛. 
,𝑅)صتكن  -9 +, .  حلقة ياحدية تبديلية. إذا كون من أجل كل (

 0 ≠ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅   لمعودصة من اصدرجة الأيلى ذات اصشكل  يوجد حل
𝑎𝑥 = 𝑏  في𝑅 فأثبت أن  𝑅 .حقل 

قونوني تشكيل داخليين  الأيل  ℤنعُيف على مجموعة الأعداد اصفحيحة  -.1
(𝜏)  بوصشكل  (*)ي اصثوني∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ: 𝑥𝜏𝑦 = 𝑥 + 𝑦 +

1, 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦  قونوني الجمع ي  (.)ي  (+)حيث
𝑅. أثبت أن ℤاصضيب المأصوفين على  = (ℤ, 𝜏,∗)  منطقة صحيحة ي أنّو

 . ℤتموثل 
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قونوني تشكيل داخليين  الأيل  ℚنعُيف على مجموعة الأعداد اصكايية  -11
(𝜏)  بوصشكل  (*)ي اصثوني∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℚ: 𝑥𝜏𝑦 = 𝑥 + 𝑦 −

1, 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 𝑥𝑦  قونوني الجمع ي  (.)ي  (+)حيث
 . ℚاصضيب المأصوفين على 
𝑅أثبت أن                       = (ℚ, 𝜏,∗)  حقل ي أنّو تموثلℚ . 

قونوني تشكيل داخليين  الأيل  ℝنعُيف على مجموعة الأعداد الحقيقية  -12
(𝜏)  بوصشكل (*)ي اصثوني 

 ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ: 𝑥𝜏𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 1, 
 𝑥 ∗ 𝑦 = 1 + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)  

 . أثبت أنℝقونوني الجمع ي اصضيب المأصوفين على  (.)ي  (+)حيث 
 𝑅 = (ℝ, 𝜏,∗)  حقل ي أنّو تموثلℝ . 
 مجموعة الأعداد اصكايية. نعُيف على الجداء اصديكورتي ℚصتكن  -13

 𝑅 = ℚ × ℚ  قونوني تشكيل داخليين  الأيل(𝜏)  بوصشكل (*)ي اصثوني 
 ∀ 𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 

𝑥𝜏𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑), 
 𝑥 ∗ 𝑦 = (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐, 3𝑎𝑐 + 𝑏𝑑) 

 . ℚقونوني الجمع ي اصضيب المأصوفين على  (.)ي  (+)حيث  
,𝑅)أثبت أن  (1 𝜏,∗)   حقل 
 . ℚيموثل  𝑅أيجد حقل جزئي في   (2

***                                  ***                         *** 
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 الفصل الثالث

  كثيرات الحدود حلقة

Ring of the Polynomials 

 

 ةالرئيسد ضد ااتالحددوديات ندا الم  كثيرات  أصفارحل المعادلات الجبرية وإيجاد  يعُد
فقددددد حددددل  ,نددددا ا مدددداي الرياضدددديات ا دددد  نددددر الع دددد ر كثدددديرر  هددددا   ددددا االدددد   المهمددددةو 

𝑎𝑥 الخطيدددة البددداو ي لم المعادلدددة + 𝑏 = جم دددة نعدددادلات  طيدددة  ال ددديني لم حدددل  و  0

)بمجه لين 
𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 = 𝑐1
𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 = 𝑐2 

 أثبت المس م لم ألم جذري المعادلة, كما (

 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥همدددددددا  0 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
وأوجدددددددد كدددددددل ندددددددا  , 

الخيدددداب واوددددا ا يددددث  حددددت  لدثددددير نددددا نعددددادلات الدرجددددة الثالثددددة والراوعددددة وطددددر  جبريددددة 
ب اسددددا الة وجددد د اددددام لم اددداب لحددددل نعادلدددة نددددا 8181وهندسدددية, وأثبدددت موددددل اددداب 

 كثديرات الحددودياتكل نا لاغرامج ومول وجدال ا ند     الدرجة الخانسة, ومايجة لاعانل
 قات نا ابدل ه دبرت واندث مد ثر   وندا الجددير والدذكر ألم  شِفت الزنر واُرفِت الحكاُ ا 

نثدددل  الرياضدددية ك اتددالات الاطبيقيدددة تظهددر ك كثدددير ندددا المسددائل كثدديرات الحددددوديات
معددرفي ك هددذا الف ددل ح قددة  لددذل   ,و اتددالات ا ندسددية اانددة   الديميدداي و الفيزيدداي

عرفدة كثيرات الحدود و وعد  الخد اا ا اندة فيهدا
ُ
, و مبدين  ألم  ح قدة كثديرات الحددود الم
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العناصددر القاو دة ل ق ددن ك ننطقددة ننطقدة صدد ي ة, و  ا د  ننطقددة صد ي ة هددث أي ددا  
عرفدة ا يهدا, و ن ك ح قة   ص ي ة هث ذاتها العناصر القاو ة ل ق

ُ
 ألم  كثديرات الحددود الم

عرفدددة ا دددد  حقدددل لددددي  وال دددرور  ألم تددددد لم حقدددل  
ُ
 اددددرفيو ح قدددة كثددديرات الحدددددود الم

ألم  ك الحالدة العاندة نددامبُين  أم د   وع  ماائجها إذو  لبااثنبرهنة ا  ارزنية القسمة و 
 الا  يدددل إى , والإضدددافة إى أكدددبر ندددا درجاهدددايدددد لم اددددد أصدددفار كثددديرات الحددددود 

كيفيددددة إيجدددداد  ك ح قددددة كثدددديرات الحدددددود, القاسدددد  المشدددد و ا اظدددد  و  تعريدددد ا انددددل و 
ألم كثددير  الحدددود المعرفددة ا دد  ح قددة مبددين  و والإضددافة إى ااو يددة الا  يددل لدثددير  الحدددود 

فقددإ إذا كامددت ااو ددة لت اددزاا تددد لم ااو ددة لت اددزاا ا يهددا إذا و ا اددداد ال دد ي ة 
اا وذلددد  ير القاو دددة لت ادددز مددددرث كثددديرات الحددددود غددد, و ا ددد  حقدددل ا ادددداد الدسدددرية

 اصدددة ك حدددل ة الجبريدددة والدثدددير ندددا اتدددالات و ك مظريدددة الح قدددات وا ندسدددهدددا اِ  همي
المعادلات , وماعرف ا   وع  الطر  ك تح يل كثيرات الحدود, والإضدافة إى ادرفي 

فيما إذا كامت كثير  حدود ااو ة ل ا  يدل أب  ساطاهاالطر  ال  ندا الحد  و  وع  
نثدددل نعيدددار ميسينشددداايا ك ح قدددة كثددديرات الحددددود  لدددذل  يرالمعدددايادددرفي وعددد  و , لا
 
ُ
, والإضدددافة إى ة ا دد  ح قدددة ا اددداد ال دد يعرفددة ا دد  حقددل ا ادددداد الدسددري و الم

عرفة و قاو ة ل ا  يلالغير نعرفة شدل كثيرات الحدود 
ُ
ا   حقدل ا ادداد الحقيقيدة  الم

ℝ  شدددل كثدديرات الحدددود غددير القاو ددة ل ا  يددل ا دد   تحديددد, أيℝ ألم مميددز مبددين  , و
عرفة ا د  ح قدة واحديدة هد  مفسد  مميدز هدذ  الح قدة 

ُ
معدرفي , و ح قة كثيرات الحدود الم

  اتاة مميز الح قة ن  أصفار كثيرات الحدود

 . حلقة كثيرات الحدود:3-1

 ح قة كثيرات الحدود والإضافة إى وع  الخ اا معرفي تعري  كثير  الحدود و 
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 تعريف: .3-1-1

 اتم ع المناهث  مق ا اا ناغير نا  𝑥 ح قة و 𝑅 لادا ∎

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛. 𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1. 𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1. 𝑥 + 𝑎0 

 حيث  𝑅نعرفة ا   الح قة  كثير حدودإم   

           𝑎𝑖 ∈ 𝑅 ∶  ∀ 𝑖 ∈ {0,1, … . , 𝑛}, 𝑛 ∈ ℕ   

  𝑓 لدثير  الحدود 𝑙𝑒𝑎𝑑𝑖𝑛𝑔 𝐶𝑜𝑒𝑓𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡"المعانل الرئيسث  𝑎𝑛يسم   ∎

𝑙(𝑓)و يرنز ل  ود         = 𝑎𝑛, 

𝑎𝑖𝑥و يسم    
𝑖  حدودية أو حدودي"𝑚𝑜𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙"   و يسم ,𝑎𝑛𝑥

𝑛  الحد
𝑎𝑛حيث  𝑙𝑒𝑎𝑑𝑖𝑛𝑔 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙"القائد  ≠ 0 , 

وأنها العدد غير السالن ومرنز ل  والرنز  𝑓(𝑥) عرف درجة كثير  الحدودتُ  ∎
deg(𝑓) = 𝑛  حيث𝑎𝑛 ≠ 0  

𝑙(𝑓)إذا كالم  ∎ = واحدية  كثير  حدودتسم    𝑓(𝑥)فإلم الحدودية  1
"𝑚𝑜𝑛𝑖𝑐 𝑝𝑙𝑜𝑦𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙" 

𝑓إذا كامت  ∎ ∈ 𝑅   فإلم 𝑓    ثاواة وتد لم كثير  حدودتسم 

                                       deg(𝑓) = 0  

𝑓إذا كامت  ∎ =  صفرية وتد لم كثير  حدودتسم    0
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                              deg(𝑓) =  "  اصطلاحا  " ∞

عرفة معرف ∎
ُ
 :و ال  مرنز  ا 𝑅ا    ا   مجم اة كل كثيرات الحدود الم

𝑅[𝑥] = {𝑓 =∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑛

𝑖=0

:  𝑎𝑖 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ ℕ} 

.)و الثاني  (+)  تشديل دا  يين ا وا اام ني  :والشدل الآتي  (

∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑥]: 𝑓 =∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑛

𝑖=0

, 𝑔 =∑𝑏𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑚

𝑖=0

 

𝑓 + 𝑔 =∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=0

+∑𝑏𝑖 . 𝑥
𝑖

𝑚

𝑖=0

= ∑ (𝑎𝑖

𝑟=max(𝑚,𝑛)

𝑖=0

+ 𝑏𝑖). 𝑥
𝑖  ;

 𝑏𝑖 = 0,   𝑖 > 𝑚
𝑎𝑖 = 0, 𝑖 > 𝑛 

 

𝑓. 𝑔 = (∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑛

𝑖=0

) . (∑𝑏𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑚

𝑖=0

) = ∑ 𝑐𝑘 . 𝑥
𝑘  

𝑚+𝑛

𝑘=0

 ; 𝑐𝑘

= ∑ 𝑎𝑖 . 𝑏𝑗  

 

𝑖+𝑗=𝑘

 

𝑎𝑖حيث   = 0, 𝑖 > 𝑛  ,   𝑏𝑗 = 0 , 𝑗 > 𝑚   
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,𝑅[𝑥])اندئذ تد لم  +, . ح قة, و تُسم  ح قة كثيرات حدود نُعرفة ا    (
  𝑅الح قة 

 :هأن   و يمكن ملاحظة

 ح قة تبدي ية  𝑅[𝑥] ح قة تبدي ية فإلم   𝑅إذا كامت  ∎       

ح قة ذات ان ر  𝑅[𝑥], ح قة ذات ان ر محايد فإلم   𝑅إذا كامت  ∎       
  1𝑅محايد و ه  

ن  الح قات ال احدية الابدي ية, و اندنا  ك هذا الف ل دائما   نتحظة:  معمل
 قة واحدية تبدي ية نالم مذكر  تف ذل  حمنا معني وأنها إح قة ف 𝑅مذكر ألم 

 وشدل واضح و صريح 

 :مثال

𝑹لتكن   = (ℚ,+, . حلقة كثيرات  𝑹[𝒙]حلقة الأعداد الكسرية, و  (
 الحدودلتكن كثيرتي , و 𝑹الحدود المُعرفة على 

𝑓 = 𝑥2 + 2𝑥 − 1   ,   𝑔 = 𝑥 + 3 ∈ 𝑅[𝑥]: 

 اندئذ:

𝑎0 = −1, 𝑎1 = 2, 𝑎2 = 1, 𝑏0 = 3, 𝑏1 = 1, 𝑛 = 2,𝑚

= 1, 
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𝑓 + 𝑔 =∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖

2

𝑖=0

+∑𝑏𝑖 . 𝑥
𝑖

1

𝑖=0

= ∑ (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖). 𝑥
𝑖

𝑟=max(2,1)

𝑖=0

=∑(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖). 𝑥
𝑖

2

𝑖=0

= (𝑎0 + 𝑏0)𝑥
0 + (𝑎1 + 𝑏1)𝑥

1

+ (𝑎2 + 𝑏2)𝑥
2

= (−1 + 3)𝑥0 + (2 + 1)𝑥1 + (1 + 0)𝑥2

= 2 + 3𝑥 + 𝑥2, 

 

𝑓. 𝑔 = (∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑛

𝑖=0

) . (∑𝑏𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑚

𝑖=0

) = ∑ 𝑐𝑘 . 𝑥
𝑘  

𝑚+𝑛

𝑘=0

 ; 

𝑐𝑘 = ∑ 𝑎𝑖 . 𝑏𝑗  

 

𝑖+𝑗=𝑘

 

𝑐0 = 𝑎0. 𝑏0 = 1.3 = 3 

𝑐1 = 𝑎0. 𝑏1 + 𝑎1. 𝑏0 = 1.1 + 2.3 = 1 + 6 = 7 

𝑐2 = 𝑎0. 𝑏2 + 𝑎1. 𝑏1 + 𝑎2. 𝑏0 = 1.0 + 2.1 + 1.3

= 0 + 2 + 3 = 5 
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⇒ 𝑓. 𝑔 = (𝑥2 + 2𝑥 + 1). (𝑥 + 3)

= 𝑐2𝑥
2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐0 = 5𝑥

2 + 7𝑥 + 3 

اهما, مجم  ات الحدود و جداي كثيرتي حدود و كثير معرفي العتاة وين درجات    

وذل  نا  تا المبرهنة الآتية       

 مبرهنة: .3-1-2

,𝑓(𝑥) واحدية تبدي ية, و  ح قة 𝑅 لادا  𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  كثيرتي حدود 
 ص ي ة: تيةاندئذ الق ايا الآ  فرياينغير ص

.deg(𝑓 إلم   (8 𝑔) ≤ deg(𝑓) + deg (𝑔) و ك حالة , 𝑙(𝑔) 
تحوي لا 𝑹أو  𝑅ك  قابل للقلب 𝑙(𝑓)أو    𝑅ك  قابل للقلب

 إلم  نساوا  أي  ت بحالم اج ة  لم  , فإ قواسم للصفر

deg(𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)) = deg(𝑓(𝑥)) + deg(𝑔(𝑥)) 

𝑓إنا ألم يد لم  (8 + 𝑔 =  أو  0
  deg(𝑓 + 𝑔) ≤ max{deg(𝑓) , deg(𝑔)}  

 الإثبات:

,𝑓(𝑥) لادا  𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  غير صفرياين, حيث: 

𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑛

𝑖=0

, 𝑙(𝑓) = 𝑎𝑚 ≠ 0   ,

deg(𝑓) = 𝑚 
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𝑔(𝑥) =∑𝑏𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑚

𝑖=0

, 𝑙(𝑔) = 𝑏𝑛 ≠ 0   ,

deg(𝑔) = 𝑛 

8-  

ℎ = 𝑓. 𝑔 = ∑ 𝑐𝑘 . 𝑥
𝑘

𝑚+𝑛

𝑘=0

= 𝑐𝑚+𝑛𝑥
𝑚+𝑛 + 𝑐𝑚+𝑛−1𝑥

𝑚+𝑛−1

+⋯…+ 𝑐1𝑥
1 + 𝑐0 ; 

 
𝑐𝑘 حيث    = ∑ 𝑎𝑖 . 𝑏𝑗

 
𝑘=𝑖+𝑗      و 𝑎𝑖 = 0, 𝑖 > 𝑛 ,
𝑏𝑗 = 0 , 𝑗 > 𝑚, 

𝑙(ℎ) = 𝑐𝑚+𝑛
= 𝑎0𝑏𝑚+𝑛 + 𝑎1𝑏𝑚+𝑛−1 + 𝑎2𝑏𝑚 +⋯

+ 𝑎𝑚+𝑛𝑏0 = 𝑎𝑚𝑏𝑛 

⇒ deg(𝑓. 𝑔) ≤ 𝑚 + 𝑛 = deg(𝑓) + deg(𝑔) 

𝑙(𝑔)إذا كالم  ∎ = 𝑏𝑛   ك ل ق ن  ااوت𝑅 إم  , أي  

                    ∃ 𝑏𝑛
−1 ∈ 𝑅: 𝑏𝑛𝑏𝑛

−1 = 1   

.deg(𝑓مفرفي جدلا  ألم    𝑔) < 𝑚 + 𝑛  إلم  , أي 𝑐𝑚+𝑛 , ونن  0=
𝑎𝑚 . 𝑏𝑛 =  فنجد 𝑏𝑛, م رب طرك العتاة بمق  ب 0

𝑎𝑚 . 𝑏𝑛. 𝑏𝑛
−1⏟    

=1

= 0. 𝑏𝑛
−1 = 0 ⇒ 𝑎𝑚 = 1 
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deg(𝑓)وهذا تناا   لم  = 𝑎𝑚 ≠ ووالاالي  0
deg(𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)) = 𝑚 + 𝑛  

  قابل للقلب 𝑙(𝑓)والمثل نا أجل و 

 منا  مفرفي جدلا  ألمإلا تح ي ا اس  ل  فر ف 𝑅ك حالة و 

      deg(𝑓. 𝑔) < 𝑚 + 𝑛  إلم  , أي 

 𝑐𝑚+𝑛 𝑎𝑚, ونن  0= . 𝑏𝑛 =  لا تح ي ا اس  ل  فر فيد لم 𝑅ك لم و   ,0
𝑎𝑚 = 𝑏𝑛أو  0 = deg(𝑓)هذا غير ممدا  لم و  0 = 𝑎𝑚 ≠ و  0

deg(𝑔) = 𝑏𝑛 ≠ .deg(𝑓(𝑥)ووالاالي   0 𝑔(𝑥)) = 𝑚 + 𝑛   

𝑓إذا كالم  -2 + 𝑔 = 𝑓 يا  المط  ب , أنا إذا كالم 0 + 𝑔 ≠  :إلم  ف 0

𝑓 + 𝑔 =⏟

حسن الاعري 
∑(𝑎𝑖 + 𝑏𝑖). 𝑥

𝑖

𝑡

𝑖=0

;
𝑎𝑖 = 0;  𝑖 > 𝑚
𝑏𝑖 = 0; 𝑖 > 𝑛

; 𝑡

= max(𝑚, 𝑛) 

  إلم  أي 

𝑓 + 𝑔 = (𝑎𝑡 + 𝑏𝑡)𝑥
𝑡 + (𝑎𝑡−1 + 𝑏𝑡−1)𝑥

𝑡−1

+⋯… . .+(𝑎0 + 𝑏0)𝑥
0 

⇒ deg(𝑓 + 𝑔) ≤ 𝑡 = max(𝑚, 𝑛)

= max(deg(𝑓) , deg(𝑔)) 

 وذل  يا  المط  ب و   
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حلقة كثيرات الحدود المُعرفة على منطقة  أن  ن ي  بمن خلال النتيجة الآتية ن
منطقة صحيحة العناصر القابلة للقلب في و صحيحة هي أيضا منطقة صحيحة, 

أن و ب في حلقة كثيرات الحدود المُعرفة عليها, لهي ذاتها العناصر القابلة للق
 .حلقة كثيرات الحدود المُعرفة على حقل ليس بالضرورة أن تكون حقلا  

 :. نتيجة3-1-3

   اندئذ الق ايا الاالية ص ي ة:𝐼𝐷ننطقة ص ي ة  𝑅لادا 

 ,ننطقة ص ي ة 𝑅[𝑥] إلم   (8
𝑈(𝑅)إلم    (8 = 𝑈(𝑅[𝑥]) , 
  حقت   𝑅[𝑥]ألم تد لم  لي  وال رور  م إ فحقت   𝑅إذا كامت  (3

 :ثباتلإا

ح قة واحدية تبدي ية  الية نا الق اس   𝑅لم إأي  ننطقة ص ي ة 𝑅 إلم  (8
عرفة ا    𝑅[𝑥] تد لم ح قة كثيرات الحدودووالاالي  ,ال فرية

ُ
أي ا   𝑅الم

 الية نا  𝑅[𝑥]ألم  ليا  المط  ب يجن ألم مبين  و ح قة واحدية تبدي ية , 
 تح ي ا اس  صفرية أي: 𝑅[𝑥]مفرفي جدلَا ألم ة, لذل  الق اس  ال فري

∃
0 ≠ 𝑓(𝑥)

0 ≠ 𝑔(𝑥)
∈ 𝑅[𝑥]\𝑅: 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = 0

⇒ deg(𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)) = deg(0) = ∞ 

 ننطقة ص ي ة أي لا تح ي ا اس  ل  فر فيد لم 𝑅كل    لمو 
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 deg(𝑓) + deg(𝑔) =   (8-8-3  حسددن المبرهنددة السدداوقة  ذلدد, و ∞

)وهذا غير ممدا  لم 
0 < deg(𝑓) < ∞

0 < deg(𝑔) < ∞
لا تحد ي ا اسد   𝑅[𝑥]إذلم    (

  ننطقة ص ي ة 𝑅[𝑥]  صفرية ووالاالي

𝑈(𝑅)إلم   (8 ⊆ 𝑈(𝑅[𝑥])   ذل   لم  و 
∀𝑎 ∈ 𝑈(𝑅) ⇒ ∃𝑏 ∈ 𝑅 ⊆ 𝑅[𝑥] ; 𝑎. 𝑏 = 1 

    𝑅[𝑥]ااول ل ق ن ك  𝑎أي إلم   
∀𝑓 ∈ 𝑈(𝑅[𝑥]) ⇒ ∃𝑔 ∈ 𝑅[𝑥]; 𝑓. 𝑔

= 1
𝐼𝐷
⇒ 𝑑𝑒𝑔 𝑓 + 𝑑𝑒𝑔 𝑔 = 0 

⇒ 𝑑𝑒𝑔 𝑓 = 𝑑𝑒𝑔 𝑔 = 0 ⇒ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅  ⋀  𝑓. 𝑔 = 1 

⇒ 𝑓 ∈ 𝑈(𝑅) ⇒ 𝑈(𝑅[𝑥]) ⊆ 𝑈(𝑅) 

𝑈(𝑅[𝑥])  ونن ُ  = 𝑈(𝑅)   
 

حقل فيد لم كل ان ر غير صفري نن  ن    𝑅[𝑥]فرفي جدلا  ألم م (3
 نا أجل  إم  , أي ا  نق  و

0 ≠ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]\𝑅: ∃ℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] ∶ 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)

= 1 

⇒ deg(𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)) = deg(1) 

 ي ة أي ( و ك لم كل حقل ه  ننطقة ص8-8-3حسن المبرهنة الساوقة  و 
ا اس  ل  فر  نجد تح يلا  

deg(𝑓(𝑥)) + deg(𝑔(𝑥)) = 0 
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)هذا تناا   لم  و   
0 < deg(𝑓) < ∞

0 < deg(𝑔) < ∞
)    

, ليست حقت   𝑅[𝑥]والاالي اناصر غير ااو ة ل ق ن و  تح ي  𝑅[𝑥]  والااليو 
 بذلك يتم المطلوب.و 

 :و مبرهنة الباقي في حلقة كثيرات الحدود . القسمة3-2

فيها  همةثيرات الحدود و وع  الخ اا الممعرفي ك هذا الجزي نا الف ل ح قة ك
 ا انل  نبرهنة البااث و الا  يل إىنثل   ارزنية القسمة و 

 )خوارزمية القسمة( :مبرهنة .3-2-1

 , 𝑅المعرفدددددددددة ا ددددددددد  الح قدددددددددة  كثددددددددديرات الحددددددددددودح قدددددددددة   𝑅[𝑥]ح قدددددددددة و  𝑅لدددددددددادا 
𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] حيددددددددددددث 𝑙(𝑔) ≠  قااااااااااااابلا   𝑙(𝑔)  إذا كددددددددددددالم  0

,𝑟(𝑥) وحياااااادتانحدددددددودياالم  توجااااااد, فإمدددددد   𝑅ك للقلااااااب  𝑞(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] 
 تحققالم: 

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)  ; deg(𝑟(𝑥))

< deg(𝑔(𝑥))   ∨   𝑟(𝑥) = 0 

 نميز حالاين:  الإثبات:

𝑓(𝑥)إذا كامت الحالة الأولى:  =  اندئذ ندا ا ايار 0

 𝑟(𝑥) = 0, 𝑞(𝑥) =  ووالاالي 0

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) 
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 ووذل  يا  المط  ب 

𝑓(𝑥)كامت إذا  الحالة الثانية:  ≠  , لنفرفي ألم: 0

𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖  

𝑛

𝑖=0

, deg(𝑓(𝑥)) = 𝑛, 𝑙(𝑓) = 𝑎𝑛 ≠ 0, 

  𝑔 =∑𝑏𝑗 . 𝑥
𝑗  

𝑚

𝑗=0

, deg(𝑔(𝑥)) = 𝑚, 𝑙(𝑔) = 𝑏𝑚 ≠ 0 

,𝑓(𝑥)وهنا نميز أي ا  حالاين وذل  بحسن درجة كل نا  𝑔(𝑥) وذل  كما ي ث:   

𝒎الحالة الأولى:  > 𝒏    اندئذ م 𝑓(𝑥) = 𝑟(𝑥)  و𝑞(𝑥) = 0 
 نجد ألم ف

𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑞(𝑥)  محققة, و وذل  يا  المط  ب 

𝒎الحالة الثانية:  ≤ 𝒏   يا  البرهالم والاساقراي الرياضث ا   درجة𝑓(𝑥)  ,
 و فق الآتي: 𝑛ا   لم الاساقراي إأي 

deg(𝑓(𝑥))نا أجل  = 𝑛 = deg(𝑔) , فاد لم  0 =  ووالاالي 0

        𝑓(𝑥) = 𝑎0, 𝑔(𝑥) = 𝑏0 ∈ 𝑅  حدودياالم ثاوااالم 
 ووالاالي لنعرف 𝑅ااول ل ق ن ك  𝑙(𝑔)ولدا لدينا فرضا  

 𝑞(𝑥) = (𝑔(𝑥))
−1
. 𝑓(𝑥) م    حيث 𝑟(𝑥) =  اندئذ: 0
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𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)

= ((𝑔(𝑥))
−1
. 𝑓(𝑥)) 𝑔(𝑥) + 0 = 𝑓(𝑥) 

deg(𝑓(𝑥))ص ي ة نا أجل  ووالاالي فالق ية  = 𝑛 = 0  

أي  𝑓(𝑥) ا درجة أصغر تمانا  نا درجة  كثير  حدودمفرفي ص اها نا أجل كل  
كثير  حدود   فعر  مُ نا أجل ذل     𝑛ولنثبت ص اها نا أجل , 𝑛أصغر تمانا  نا 

ℎ(𝑥)  ن  الاسافاد  نا ك لم𝑙(𝑔) = 𝑏𝑛   فق الآتي , و ل ق ن ااوت 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑎𝑚 . 𝑏𝑛
−1. 𝑥𝑛−𝑚 . 𝑔(𝑥) 

= (𝑎𝑚𝑥
𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑥

𝑚−1 +⋯…+ 𝑎0)

− 𝑎𝑚 . 𝑏𝑛
−1. 𝑥𝑛−𝑚. (𝑏𝑛

−1𝑥𝑛 + 𝑏𝑛−1𝑥
𝑛−1

+⋯…+ 𝑏0) 

 إلم  أي  𝑓(𝑥)أال نا درجة الحدودية  ℎ(𝑥) فاد لم درجة كثير  الحدود
deg (ℎ) < 𝑛 حدود  اي جد كثيرت, ووالاالي حسن الفرفي الاساقرائث

𝑟(𝑥), 𝑞1(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  تحققالموحيدتالم: 

ℎ(𝑥) = 𝑞1(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥);    

 
deg(𝑟(𝑥)) <deg(𝑔(𝑥))

𝑜𝑟   𝑟(𝑥) = 0
 

 نجد ألم:ف ℎ(𝑥)ك  مع في 

∵ ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑎𝑚 . 𝑏
−1. 𝑥𝑛−𝑚. 𝑔(𝑥)

∵ ℎ(𝑥) = 𝑞1(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)
} ⇒ 
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𝑓(𝑥) − 𝑎𝑚𝑏
−1𝑥𝑛−𝑚𝑔(𝑥) = 𝑞1(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑞1(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑎𝑚𝑏
−1𝑥𝑛−𝑚𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) 

⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑎𝑛. 𝑏𝑚
−1. 𝑥𝑛−𝑚 + 𝑞1(𝑥))⏟                

=𝑞(𝑥)

. 𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) 

 حدود اأي ي جد كثيرت

 𝑞(𝑥) = 𝑎𝑛. 𝑏𝑚
−1. 𝑥𝑛−𝑚 + 𝑞1(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] تحققالم 

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) ;   𝑟(𝑥)

= deg ((𝑟(𝑥))    أو  0 < deg(𝑔(𝑥)) 

,𝑞(𝑥)نثبت ألم ليا  المط  ب سو  𝑟(𝑥)  وحيدتالم كالآتي: 

,𝑞1(𝑥)  لنفرفي جدلا  وج د 𝑞2(𝑥), 𝑟1(𝑥), 𝑟2(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]   بحيث
𝑞1(𝑥) ≠ 𝑞2(𝑥)

𝑟1(𝑥) ≠ 𝑟2(𝑥)
 تحقق:        

𝑓(𝑥) = 𝑞1(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥); 

𝑟1(𝑥) = deg ((𝑟1(𝑥))   أو  0 < deg(𝑔(𝑥)), 

𝑓(𝑥) = 𝑞2(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟2(𝑥); 

𝑟2(𝑥) = deg ((𝑟2(𝑥))   أو  0 < deg(𝑔(𝑥)) 

⇒ 𝑞1(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥) = 𝑞2(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟2(𝑥) 

⇒ 𝑟1(𝑥) − 𝑟2(𝑥) = (𝑞2(𝑥) − 𝑞1(𝑥)). 𝑔(𝑥) 
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⇒ deg(𝑟1(𝑥) − 𝑟2(𝑥))

= deg ((𝑞2(𝑥) − 𝑞1(𝑥)). 𝑔(𝑥)) 

 ( يد لم 8-8-3ل ق ن و والاسافاد  نا المبرهنة الساوقة   ااوت   𝑙(𝑔)و ك لم 

deg(𝑟1(𝑥) − 𝑟2(𝑥))

= deg(𝑞2(𝑥) − 𝑞1(𝑥)) + deg(𝑔(𝑥))

≥ deg(𝑔(𝑥)) 

⇒ deg(𝑔(𝑥)) < deg(𝑟1(𝑥) − 𝑟2(𝑥))…… . (∗) 

𝑟1(𝑥)كالم إذا   = 𝑟2(𝑥)أو  0 =  يا  المط  ب , ن  ل ا   تناا  و ف  0

𝑟1(𝑥)أنا إذا كالم  ≠ 𝑟2(𝑥)  و  0 ≠  اندئذ: 0

deg(𝑟1(𝑥)) < deg(𝑔(𝑥))

deg(𝑟2(𝑥)) < deg(𝑔(𝑥))

} ⇒ deg(𝑟1(𝑥) − 𝑟2(𝑥))

< deg(𝑔(𝑥)) 

 و ذل   لم

 deg(𝑟1(𝑥) − 𝑟2(𝑥)) ≤ max{deg(𝑟1(𝑥)) , deg(𝑟2(𝑥))}  , 

𝑞1(𝑥) إلم  أي  ,ووالاالي الفرفي الجدلي  اطئ (∗)وهذا يناا   = 𝑟2(𝑥)

𝑟1(𝑥) = 𝑟2(𝑥)
 

 المط  ب  ووذل  يا  

𝑓(𝑥) الحدود  كثيرتا  لادامثال:  = 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 ∈ ℝ[𝑥], 
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𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 1 ∈ ℝ[𝑥]   متحظ أم 

∃𝑞(𝑥) = 𝑥, 𝑟(𝑥) = 3 ∈ ℝ[𝑥]: 

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥). 𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥) 

deg(𝑟(𝑥))حيث  = 0 < 2 = deg(𝑔(𝑥))  

 نبرهنة البااث ك ح قة كثيرات الحدود و وع  الناائج  أتيمعرفي فيما ي

 ("Remainder Theorem" :)مبرهنة الباقي مبرهنة. 3-2-2

𝑓(𝑥) ح قة تبدي ية واحدية  إذا كالم  𝑅لادا  ∈ 𝑅[𝑥]  و𝑎 ∈ 𝑅م  إ,ف
𝑞(𝑥)ي جد كثير  حدود وحيد  نثل  ∈ 𝑅[𝑥] تحقق: 

 𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥). (𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)   

 ثبات: الإ

𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)حسن   ارزنية القسمة نا أجل  = 𝑥 − 𝑎 م  ي جد  إف
,𝑞(𝑥)حدود وحيدتالم  اكثيرت 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] تحققالم 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑞(𝑥) + 𝑟(𝑥): 

  𝑟(𝑥) = deg (𝑔) أو 0 > deg (𝑟) 

  إلم  أي 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑞(𝑥) + 𝑟(𝑥):  

𝑟(𝑥) = 1 أو    0 = deg (𝑔) > deg (𝑟) 
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𝑟(𝑥)و نن   = 𝑟(𝑥)أو  0 = 𝑙 ∈ 𝑅  ان ر نا𝑅   

𝑥نا أجل  = 𝑎  مع في 

𝑓(𝑎) = (𝑎 − 𝑎)𝑞(𝑥) + 𝑟(𝑎) 

𝑓(𝑎)فيد لم  𝑅صفر أو ان ر نا  ه  𝑟(𝑥)و ك لم  = 𝑟  م  ي جد  إأي
 تحقق  𝑞(𝑥)د وحيد  و كثير  حد

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥). (𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) 

 و وذل  يا  المط  ب  

 ريف:. تع3-2-3

𝑟نا و  ح قة 𝑅دا لا ∈ 𝑅  و𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] :اندئذ , 

 𝑔(𝑥)تقبدددل القسدددمة ا ددد   𝑓(𝑥)أو  𝑓(𝑥)تقسددد   𝑔(𝑥)مقددد ا إلم  (8
( إذا و فقددددددددإ إذا وجدددددددددت كثددددددددير  حدددددددددود نثددددددددل 𝑅 أو ا دددددددد    𝑅[𝑥]ك 

ℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  تحقق𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥)   
deg (ℎ)و          >    𝑔(𝑥)|𝑓(𝑥), و مرنز لذل  0

 إذا و فقإ إذا كالم 𝑓(𝑥) صفر لدثير  الحدود 𝑟 مق ا إلم   (8
 𝑓(𝑟) = ودددددالرنز  𝑓(𝑥)و مرندددددز تم ادددددة أصدددددفار كثدددددير  الحددددددود  , 0

𝑍(𝑓) = {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑓(𝑟) = 0}   
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 . نتيجة:3-2-3

𝑟تبدي يددددة واحديددددة و ح قددددة  𝑅لددددادا  ∈ 𝑅  و𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  كثددددير  حدددددود
𝒓 إلم   , اندئددذ:8درجاهددا أكددبر نددا  ∈ 𝑹  صددفر لدثددير  الحدددود𝒇(𝒙)  إذا وفقددإ

𝒈(𝒙)إذا كامت كثير  الحدود  = (𝒙 − 𝒓)   تقس𝒇(𝒙)  ك𝑹[𝒙]  

 ثبات: الإ

𝒒(𝒙)ت جد كثير  حدود وحيد  نثل حسن نبرهنة البااث  ∈ 𝑹[𝒙]   تحقق 

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥). (𝑥 − 𝑟) + 𝑓(𝑟) 

𝒓و نن  تد لم  ∈ 𝑹  لدثير  الحدود  ا  صفر𝒇(𝒙) إذا وفقإ إذا  كالم 

 𝑓(𝑟) = 𝑓(𝑥)  و هددددددذا يدددددددافئ  0 = 𝑞(𝑥). (𝑥 − 𝑟)   و يدددددددافئ ألم
𝒈(𝒙)كثدددير  الحددددود  = (𝒙 − 𝒓)   تقسددد𝒇(𝒙)  ك𝑹[𝒙]  و ودددذل  يدددا  

 المط  ب 

لحلقاة و ذلاك مان خالال عنصارا  فاي ا 𝒏يمكن تعميم النتيجة الساابقة مان أجال 
 تية.المبرهنة الآ

 . مبرهنة:3-2-4

,𝑟1ح قدددة تبدي يدددة واحديدددة و  𝑅لدددادا  𝑟2, . . , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅  و𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] 
,𝑟1إلم  , اندئدذ:8كثير  حدود درجاها أكدبر ندا  𝑟2, …… . , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅  أصدفار

 إذا وفقإ إذا كامت كثير  الحدود 𝒇(𝒙)لدثير  الحدود 
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 𝒈(𝒙) = (𝑥 − 𝑟1). (𝑥 − 𝑟2). … . (𝑥 − 𝑟𝑛) =

∏ (𝒙 − 𝒓𝑖)
𝑛
𝑖=1   تقس𝒇(𝒙)  ك𝑹[𝒙]  

  𝑛يا  الإثبات والاساقراي الرياضث ا   الإثبات: 

𝑛ندددا أجدددل  = ة وذلددد  حسدددن النايجدددة السددداوقة  صددد ي الق دددية المدروسدددة  إلم  :  1
 3-8-3) 

𝑛مفرفي ص ة الق ية  نا أجل  = 𝑘  إلم  أي: 

∏(𝑥 − 𝑟𝑖)

𝑘

𝑖=1

|𝑓(𝑥) 

𝑔(𝑥) وهذا يعني أم  ي جد كثير  حدود ∈ 𝑅[𝑥]  تحقق 

𝑓(𝑥) =∏(𝑥 − 𝑟𝑖)

𝑘

𝑖=1

. 𝑔(𝑥)… (∗) 

𝑛نا أجل  لنثبت ص ة الق ية المدروسة = 𝑘 +  :وفق الآتي  1

𝑓(𝑟𝑘+1)اندئددذ  𝑓(𝑥) صددفر لدثددير  الحددود 𝑟𝑘+1بمدا ألم  = ونندد  وددالاع ي   0
 نجد ألم: (∗)ك 

∏(𝑟𝑘+1 − 𝑟𝑖)

𝑘

𝑖=1

. 𝑔(𝑟𝑘+1) = 0 

𝑟𝑘+1لم إحيث  ≠ 𝑟𝑖  جل كل 𝑖 ∈ {1,2, … . , 𝑘} اندئذ: 
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 (𝑟𝑘+1 − 𝑟𝑖) ≠ 𝑖 جددل كددل  0 ∈ {1,2, … . , 𝑘}  ونددا جهددة أ ددر  وبمددا ,
𝑔(𝑟𝑘+1) صدد ي ة, ونندد ننطقددة  𝑅[𝑥]  فاددد لمننطقددة صدد ي ة  𝑅ألم  = 0 
𝑥) ( يدددددد لم3-8-3  ة السددددداوقةحسدددددن النايجدددددو  − 𝑟𝑘+1)   يقسددددد𝑔(𝑥)   وننددددد

𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑟𝑘+1). ℎ(𝑥)  حيدددددددددددددثℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  ودددددددددددددالاع ي  ك و
 نجد ألم: (∗)

𝑓(𝑥) =∏(𝑥 − 𝑟𝑖)

𝑘+1

𝑖=1

. ℎ(𝑥) 

∏لم إأي  (𝑥 − 𝑟𝑖)
𝑘+1
𝑖=1 |𝑓(𝑥)  الق ددددددية صدددددد ي ة نددددددا أجددددددل و والاددددددالي تددددددد لم

𝑛 = 𝑘 + الق ددية صدد ي ة نددا أجددل أي ادددد طبيعددث وذلدد  اسددانادا  إى , ونندد   1
 وذل  يا  المط  ب و  نبدأ الاساقراي الرياضث 

 نبرهنة البااث و المبرهنة الساوقة  ماائج  اا أتيمعرفي فيما ي

أكبر من في الحالة العامة يمكن لكثيرة حدود أن تملك عددا  من الأصفار 
 أربعة أصفار.تملك و  𝟐أن كثيرة حدود درجتها يبي ن  تيالمثال الآدرجتها, و 

 (:1مثال)

𝑓(𝑥)لادا  = 𝑥2 + 3𝑥 + 2 ∈ ℤ6[𝑥] متحظ ألم , 

𝑓(0) = 2, 𝑓(1) = 𝑓(2) = 𝑓(4) = 𝑓(5) = 0, 

و  ℤ6ك الح قددة  أصددفارأروعددة  تم دد  و 2درجاهددا تسدداوي  𝑓(𝑥) الحدددودكثددير    إلم  
𝑍(𝑓)هث  =    عدد أصفارها أكبر من درجتها أي إلم  , {1,2,4,5}
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يدد لم اددد ا صدفار أصدغر أو يسداوي درجدة كثدير  الحددود  فقط في المناطق الصحيحة
 وهذا نا تبي ن  النايجة الآتية 

 :نتيجة .3-2-4

𝑓(𝑥)و  صدددددد ي ةننطقددددددة  𝑅لددددددادا  ∈ 𝑅[𝑥] درجاهددددددا  كثددددددير  حدددددددود𝑛  أي
deg(𝑓(𝑥)) = 𝑛   ي جددد لدثددير  الحدددود اندئددذ 𝑓(𝑥)   𝑛  صددفرا  ك𝑅  

  الأكثرا   

deg(𝑓(𝑥))والاساقراي الرياضث ا    يا  الإثبات :الإثبات = 𝑛  

𝑛نا أجل  مثبت ص ة الق ية  =  وذل  كما ي ث: 1

deg(𝑓(𝑥))بمدددددددددددددددددا ألم  = 𝑓(𝑥)اندئدددددددددددددددددذ  1 = 𝑎𝑥 + 𝑏  إلم  حيدددددددددددددددددث 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  و𝑎 ≠  𝑓(𝑥)فدددإلم  𝑅ل ق دددن ك  اددداوت   𝑎وا يددد  إذا لم يددددا , 0

فدددإلم  𝑅ل ق دددن ك  اددداوت   𝑎فيدددا  المط ددد ب , أندددا إذا كدددالم  𝑅ك  لا تم ددد  أي صدددفر  
𝑎−1 ∈ 𝑅  و يد لم𝑟 = −𝑏𝑎−1  لدثير  الحدودا  صفر 𝑓(𝑥)  , وهذا يعدني

صددد ي ة ندددا أجدددل  , أي الق دددية𝑅ا ددد  ا كثدددر ك  ا  ا  واحددددتم ددد  صدددفر  𝑓(𝑥)ألم 
𝑛 = 1  

 أي  𝑛أصددغر نددا  𝑘 درجاهددا كثددير  حدددودنددا أجددل كددل   صدد ة الق ددية مفددرفي الآلم 
deg(𝑓(𝑥)) = 𝑘 < 𝑛  

 :وذل  وفق الآتي 𝑛درجاها  كثير  حدودلنثبت ص ة الق ية نا أجل كل  و 
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deg لدددددددددددادا   𝑓 = 𝑛  و 𝑎 ∈ 𝑅    كثدددددددددددير  حددددددددددددود صدددددددددددفرا 𝑓(𝑥)     اندئدددددددددددذ
𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝑔(𝑥)  حيدددث𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] ذلددد  حسدددن النايجدددة  و

deg(𝑔(𝑥))وتد لم ( 3-8-3  = 𝑛 − ووالاالي حسن الفرفي الاسداقرائث  1
𝑛ا دددددد  ا كثددددددر  𝑔(𝑥) يددددددد لم لدثددددددير  الحدددددددود −  أصددددددفارلدددددددا ,  𝑅ك  صددددددفرا   1

𝑔(𝑥)  لدثدددير  الحددددود  أصدددفارهدددث𝑓(𝑥)   كثدددير  الحددددودوا يددد  تدددد لم 𝑓(𝑥)   تم ددد
صد ي ة نددا أجدل أي ادددد طبيعدث وذلدد   ونند  فالق ددية  𝑅نددا  صدفرا   𝑛ا د  ا كثددر 

  𝑅ك   صدددفرا   𝑓(𝑥)   𝑛لدثدددير  الحددددود لم إأي  اسدددانادا  إى نبددددأ الاسددداقراي الرياضدددث 
  الأكثرا   

كثيرة حدود صفرية أم لا, نها  فيما أ كثيرة الحدودالنتيجة التالية تحكم على   إن  
عرفة ا   

ُ
 غير المنتهية. المناطق الصحيحةوذل  نا أجل كثيرات الحدود الم

 :. نتيجة3-2-5

𝑓(𝑥) و غياااار منتهيااااة صدددد ي ةننطقددددة  𝑅لددددادا  ∈ 𝑅[𝑥] غددددير  كثددددير  حدددددود
deg (𝑓)لم إأي   ثاوادددددة  > 𝑓(𝑟)  إذا كدددددالم   𝑅نعرفدددددة ا ددددد  ( و  0 = 0 

𝑟وذل  نا أجل كل  ∈ 𝑅 ,  فإلم𝑓(𝑥) = 0  

 الإثبات:

𝑓(𝑥)لنفرفي جدلا  ألم  ≠ deg   و بمدا ألم  0 𝑓 = 𝑛 >  𝑛  دافيدد لم  0
ي جدد  , ونند  (4-2-3) الساابقة النتيجاةوذلد  حسدن ا د  ا كثدر  𝑅ك  صفرا  

𝑟 ∈ 𝑅  بحيدث𝑓(𝑟) ≠   وهدذا يندداا  الفددرفي   منتهيااة غياار 𝑅وذلدد  لدد لم  0
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𝑓(𝑟)تحقدددق  𝑓(𝑥)كددد لم  = 𝑟وذلددد  ندددا أجدددل كدددل  0 ∈ 𝑅 ووالادددالي فدددإلم ,
𝑓(𝑥) = 0  

كثديرات كثيرتي حددود وذلد  ندا أجدل  إلم النايجة الآتية تعطث الشرط الداك لاساوي  
عرفة ا  

ُ
  الصحيحة غير المنتهية المناطق الحدود الم

 :. نتيجة3-2-6

,𝑓(𝑥) , و غير منتهيةننطقة ص ي ة  𝑅لادا  𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]   كثيرتي
𝑓(𝑟)تحققالم:  𝑅ا   نعرفاين حدود  = 𝑔(𝑟)  وذل  أيا  كالم𝑟 ∈ 𝑅   
𝑓(𝑥)اندئذ  = 𝑔(𝑥)  

 الإثبات:

ℎ(𝑥) معرف كثير  الحدود  = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)  فاد لمℎ(𝑥)    نعرفة ا
  و تحقق 𝑅الح قة 

∀𝑟 ∈ 𝑅: ℎ(𝑟) = 𝑓(𝑟) − 𝑔(𝑟) = 0 − 0 = 0 

ℎ(𝑥)  ( 5-8-3حسن النايجة  يد لم اندئذ  = 𝑓(𝑥)ووالاالي ,  0 =

𝑔(𝑥)  ووذل  يا  المط  ب , 

هاذا أجل المنااطق الصاحيحة المنتهياة, و إن النتيجة السابقة ليست صحيحة من 
 ما نبينه في المثال الآتي.

 مثال:
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𝑓(𝑥)الحدود إلم كثيرتي  = 𝑥, 𝑔(𝑥) = 𝑥3 ∈ ℤ3[𝑥] :تحققالم 

𝑓(𝑟) = 𝑔(𝑟); ∀𝑟 ∈ ℤ3 

𝑓(𝑥)لدا و  ≠ 𝑔(𝑥)  

𝒛مااان خااالال المبرهناااة الآتياااة سااانبي ن ب ناااه إذا كاااان عااادد عقااادي  ∈ ℂ    صااافرا
𝒛̅حتما  سيكون مرافقاه  هنإلكثيرة حدود ف ∈ ℂ  أيضاا  صافرا  لهاا, بالإةاافة إلاى

أنه في حالة كانت درجة كثيرة الحدود فردية فحتما  ستملك صفرا  حقيقياا  )عادد 
 حقيقي(.

 مبرهنة: .3-2-7

𝑓(𝑥)لادا  ∈ ℝ[𝑥]   كثير  حدود نُعرفة ا   حقل ا اداد الحقيقيةℝ   

ك حقددل  𝑓(𝑥)لدثددير  الحدددود  صددفرا   𝑧إذا كددالم العدددد المركددن  العقدددي(   (8
دثددددير  ل أي ددددا  سدددديد لم صددددفرا   𝑧̅فددددإلم نرافقدددد   ℂا اددددداد العقديددددة  المركبددددة( 

   𝑓(𝑥) الحدود
deg(𝑓)إذا كالم  (8 = 𝑛  اددا  فرديا  فإلم𝑓(𝑥)   تم   صفرا  حقيقيا

 ( واحد ا   ا ال ℝ صفرا  ينامث إى حقل ا اداد الحقيقية 

 الإثبات: 

  لادا  (8

𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=1

⇒ 𝑓(𝑧) =∑𝑎𝑖𝑧
𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0 
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ع يسدددداوي مجمدددد ع تمدددد  رافددددق اون ,هدددد  مفسدددد  𝑎𝑖و بمددددا ألم نرافددددق كددددل ادددددد حقيقددددث 
 لجداي يساوي جداي المرافقات فإمنا نجد ألم:  ونرافق ا ,المرافقات

𝑓(𝑧̅) =∑𝑎𝑖 . 𝑧̅
𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑𝑎𝑖̅. 𝑧̅
𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑𝑎𝑖. 𝑧
𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑛

𝑖=1

=∑𝑎𝑖𝑧
𝑖

𝑛

𝑖=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

= 0 

  𝑓(𝑥)لدثير  الحدود  صفر 𝑧̅ لم إأي 

deg(𝑓(𝑥))بما ألم  (8 = 𝑛  فإم  ي جد𝑛  دثدير  الحددود ل صدفرر𝑓(𝑥) 
𝑍(𝑓)وذلددددددد  حسددددددددن المبرهندددددددة ا ساسددددددددية ك الجدددددددبر ولددددددددادا  ℂك  =

{𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛}  جميدد  هددذ  ا صددفار غددير حقيقيددة , لنفددرفي جدددلا  ألم
𝑍(𝑓)لم إأي  = {𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛} ⊆ ℂ\ℝ  اندئدددددددددددددذ𝑟𝑖 ≠ 𝑟𝑖̅ 

1حيدددددث  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  ولددددددا𝑟𝑖̅  صدددددفرا  لدثدددددير  الحددددددود𝑓(𝑥)  حسدددددن
𝑟𝑖)صددفر وددأزوال ةا فددة  𝑛ووالاددالي ندددا وضدد   ترتيددن( الددد  ,(8  , 𝑟𝑖̅)   

 𝑛وهددذا ياندداا  ندد  الفددرفي كدد لم  ا  زوجياا 𝑛وا يدد  يددد لم ادددد ا صددفار الدددد 
ووالادددالي ي جدددد صدددفر حقيقدددث , و ننددد  الفدددرفي الجددددلي  ددداطئ, ادددددا  فرديدددا  

  𝑓(𝑥) لدثير  الحدودنا وين هذ  ا صفار  على الأقلواحد 

 مثال:

𝑓(𝑥)إلم كثددددددددددير  الحددددددددددددود   = 𝑥3 − 1 ∈ ℝ[𝑥]  درجاهددددددددددا اددددددددددددد فدددددددددددردي
deg(𝑓) = وهدددددددث  ℂتم ددددددد  ثتثدددددددة أصدددددددفار ك حقدددددددل ا ادددددددداد العقديدددددددة و  3

1,
−1+𝑖√3

2
,
−1−𝑖√3

2
𝑖√3+1−, متحددددددددظ وددددددددألم العدددددددددد العقدددددددددي 

2
نرافقدددددددد  و    
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−1−𝑖√3

2
أصدددفار لدثددددير  الحدددددود و تم دددد  صدددفرا  حقيقيددددا   ادددددد حقيقددددث ينامددددث إى  

 ( ℝمجم اة ا اداد الحقيقية 

𝑓(𝑥)وو دددد ر  اانددددة إذا كامددددت   ∈ ℂ[𝑥]  نعرفددددة ا دددد  حقددددل ا اددددداد العقديددددة
deg(𝑓(𝑥))وتحقددق  ℂ المركبددة(  ≥ , ويط ددق ا دد   ℂصددفرا  ك  𝑛فددإلم  ددا  1

هدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددذ  الحقيقدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددة النظريدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددة ا ساسدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددية ك الجدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددبر 
"Fundamental theorem of Algebra"   العددددددددددالم  ورهنهدددددددددداوالدددددددددد

 غاوث وست طر  ةا فة والآلم ي جد  ا العديد نا الإثباتات 

 حدود:ال راتالقاسم المشترك الأعظم لكثي .3-3

 حدود ووع    اا لمش و ا اظ  أو ا كبر لدثيرتيالقاس  ا أتيمعرف فيما ي
  القاس  المش و و كيفية إيجاد 

 𝐆𝐫𝐞𝐚𝐭𝐞𝐬𝐭 𝐂𝐨𝐦𝐦𝐨𝐧 𝐃𝐢𝐯𝐢𝐬𝐨𝐫تعريف:  .3-3-1

,𝑓(𝑥) ح قة و 𝑅لادا  𝑔(𝑥) كثيرتي حدود غير صفرياين ونعرفاين ا   الح قة
𝑅   كثير  الحدود, مق ا اا 𝑑(𝑥)   عرفة ا

ُ
إنها القاس  المش و ا اظ   𝑅 الم

,𝑓(𝑥)لدثيرتي الحدود  𝑔(𝑥) :إذا تحقق 

𝑑(𝑥) |𝑓(𝑥)  و  𝑑(𝑥)| 𝑔(𝑥)  (𝑎, 

(𝑏  إذا كامت𝑐(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  تقس  كت  نا𝑓(𝑥)  و𝑔(𝑥) اد لمف 
𝑑(𝑥)   تقس𝑐(𝑥)  ومرنز ل قاس  المش و ا اظ  لدثيرتي الحدود ,

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) والرنز  
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𝑑(𝑥)  ا  أو ا ا ار    = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))  

 

  𝑑(𝑥) = gcd(𝑓, 𝑔)    

 أمثلة: .3-3-2

𝑓(𝑥)لادا   (1 = 𝑥3 + 1, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 1 ∈ ℤ[𝑥] 
 :لم    إ ℤنعرفاين ا   ننطقة ا اداد ال  ي ة كثيرتي حدود 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

𝑔(𝑥) = (𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 1)
} ⇒ gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥))

= 𝑥 + 1 

𝑓(𝑥)لادا  (2 = 𝑥4 + 2𝑥3 + 2𝑥2 − 2𝑥 − 3 ∈ ℚ[𝑥] 
 و
  𝑔(𝑥) = 𝑥3 + 4𝑥2 + 7𝑥 + 6 ∈ ℚ[𝑥] كثيرتي حدود 

    ℚ نعرفاين ا   حقل ا اداد العادية  الدسرية(
𝑓(−1)  إلم   = 𝑓(1) =  إذلم  0

𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 1)(𝑥2 + 2𝑥 + 3) 

𝑔(−2)كما ألم  = 𝑔(𝑥) و نن  0 = (𝑥 + 2)(𝑥2 + 2𝑥 + 3) 
 وا ي  يد لم

gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 
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رفتين على نعرض خوارزمية لإيجاد القاسم المشترك الأعظم لكثيرتي حدود مع 
, ا  من أجل أن يكون وحيد حلقة تبديلية واحدية و يجب أن تكون حقلا  

كون المعامل أن تكون هذه الحلقة خالية من القواسم الصفرية أو أن ي يكفيفلا
ما هو في حالة ك  الرئيسي لإحدى كثيرتي الحدود قابلا  للقلب في هذه الحلقة

ة.ثبات المبرهنة الآتيإ, و ذلك من خلال (1-2-3مبرهنة خوارزمية القسمة )  

في رك و المشت القاسمو يكفي أن تكون الحلقة منطقة صحيحة من أجل إيجاد 
لات أخر سيكون الاختلاف بالمعام, بمعنى  ا  هذه الحالة لن يكون وحيد

خاصة المعامل الرئيسي.و   

 اس  المش و ا اظ  لدثيرتي حدود(  ارزنية حساب الق  مبرهنة: .3-3-3

,𝑓(𝑥) , وحقت   𝑅لادا  𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  غير صفرياينكثيرتي حدود  

𝑑(𝑥)اندئذ ي جد   = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ∈ 𝑅[𝑥]  ااس  نش و
,𝑓(𝑥)ل  دودياين وحيد أاظ   𝑔(𝑥) حدود  ا جد كثيرت, و ي

𝑠(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] ققالمتح: 

𝑑(𝑥) = 𝑠(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑡(𝑥)𝑔(𝑥) 

 الإثبات:

حدود وحيدتالم نثل  ا( ي جد كثيرت8-8-3رزنية القسمة  حسن   ا
𝑞1(𝑥), 𝑟1(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  :تحققالم𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑞1(𝑥) +

𝑟1(𝑥)  حيث𝑟1(𝑥) = 𝑑𝑒𝑔(𝑔)أو  0 > 𝑑𝑒𝑔(𝑟1)   
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𝑟1(𝑥)ك حالة  = 𝑑(𝑥)يد لم  0 = 𝑔(𝑥)   و م ,𝑠(𝑥) = 0  

𝑡(𝑥)و  = 1  

𝑟1(𝑥)ك حالة و  ≠   𝑟1(𝑥), مطبق   ارزنية القسمة نر   أ ر  نا أجل 0

,𝑞2(𝑥)حدود وحيدتالم نثل  ا, ي جد كثيرت𝑔(𝑥)و  𝑟2(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] 
 تحققالم:

 𝑔(𝑥) = 𝑟1(𝑥)𝑞2(𝑥) + 𝑟2(𝑥)  حيث𝑟2(𝑥) =  أو 0
𝑑𝑒𝑔(𝑟1) > 𝑑𝑒𝑔(𝑟2)   

𝑟2(𝑥)ك حالة  = 𝑑(𝑥)يد لم  0 = 𝑙−1(𝑟1)𝑟1(𝑥),  و يد لم 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑞1(𝑥) + 𝑟1(𝑥) ⟹ 𝑟1(𝑥)

= 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)𝑞1(𝑥) ⟹ 

𝑙−1(𝑟1)𝑟1(𝑥) = 𝑙
−1(𝑟1)𝑓(𝑥) − 𝑙

−1(𝑟1)𝑞1(𝑥)𝑔(𝑥)

⟹ 

𝑑(𝑥) = 𝑠(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑡(𝑥)𝑔(𝑥) 

𝑠(𝑥) حيث  = 𝑙−1(𝑟1)  و𝑡(𝑥) = −𝑙−1(𝑟1)𝑞1(𝑥)  

𝑟2(𝑥)و ك حالة  ≠  𝑟2(𝑥)مطبق   ارزنية القسمة نر   أ ر  نا أجل  ,0
 فن  ل ا  نر   𝑛مدرر العم ية  مفسها طريقة المنااشةو  ,𝑟1(𝑥)و 

              𝑟𝑛−2(𝑥) = 𝑟𝑛−1(𝑥)𝑞𝑛(𝑥) + 𝑟𝑛(𝑥)    حيث 

           deg (𝑟𝑛−1) > deg (𝑟𝑛)   
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𝑟𝑛−1(𝑥)و           = 𝑟𝑛(𝑥)𝑞𝑛+1(𝑥) 

𝑟𝑛(𝑥)الحدود و تد لم كثير   ∈ 𝑅[𝑥]  ااسمة لدثيرتي الحدود𝑓(𝑥)  و
𝑔(𝑥)   و القاس  المش و ا اظ ,𝑑(𝑥) = 𝑙−1(𝑟𝑛(𝑥))𝑟𝑛(𝑥),   ,

القاس   و كااوة 𝑡(𝑥)و  𝑠(𝑥)ك العتاات نا أجل إيجاد  مرج  وشدل ناااا  و 
 والشدل 𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)كثيرتي الحدود   المش و ودلالاهما ن 

 𝑑(𝑥) = 𝑠(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑡(𝑥)𝑔(𝑥)   

ثبات وحدامية القاس  المش و ا اظ  مفرفي وج د ااس  نش و أاظ  إو نا أجل 
  اندئذ  𝑚(𝑥)و ليدا   𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥) م ر لدثيرتي  الحدود 
𝑚(𝑥)|𝑑(𝑥)  و𝑑(𝑥)|𝑚(𝑥)  حدود  ام  ي جد كثيرتإأي

𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  تحققالم𝑑(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑚(𝑥)  

𝑚(𝑥)و   = 𝑝(𝑥)𝑑(𝑥)  و نن , 

𝑚(𝑥) = 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)𝑚(𝑥) 

( تد لم 3-8-3ننطقة ص ي ة و حسن النايجة  م  إحقت  أي  𝑅و ك لم 
𝑅[𝑥]  1الا ا ار ممدا , و نن   إلم  ننطقة ص ي ة, أي = 𝑝(𝑥)𝑞(𝑥)  , 

 ( يد لم8-8-3  المبرهنة و حسن

 0 = deg (𝑝(𝑥) + deg(𝑞(𝑥)) إلم  , أي 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ 𝑅  و ,
𝑙(𝑑(𝑥))ك لم  = 𝑙(𝑚(𝑥)) = 𝑝(𝑥)فيد لم  1 = 𝑞(𝑥) = 1 
𝑑(𝑥) إلم  أي  = 𝑚(𝑥)    و وذل  يا  المط  ب 
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 أمثلة:. 3-3-4

𝑓(𝑥)لدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددادا  (8 = 𝑥3 +
1

3
𝑥2 −

1

4
𝑥 −

1

12
, 𝑔(𝑥) =

𝑥2 −
2

3
𝑥 −

1

3
∈ ℚ[𝑥] نعرفاين ا د  حقدل ا ادداد  كثيرتي حدود
deg(𝑓(𝑥))لم   إ ℚالعاديددددددددة  > deg(𝑔(𝑥))   وا يدددددددد  مقسدددددددد
𝑓(𝑥)    ا𝑔(𝑥)  وفق   ارزنية القسمة فنجد: 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥) ;   𝑟1(𝑥) =
3

4
𝑥 +

1

4
 

deg(𝑟1(𝑥))ونددددددددددا ال اضددددددددددح ألم:  < deg(𝑔(𝑥))   ووالاددددددددددالي مقسدددددددددد ,
𝑔(𝑥)    ا𝑟1(𝑥) :فنجد ألم 

𝑔(𝑥) = (
4

3
𝑥 −

4

3
) . 𝑟1(𝑥) 

 وا ي  يد لم: 

𝑑(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) =
4

3
(
3

4
𝑥 +

1

4
) = 𝑥 +

1

3
 

,𝑠(𝑥)ولإيجددددددددددددددددددددددددددددددددداد  𝑡(𝑥) ∈ ℚ[𝑥]  ال ادددددددددددددددددددددددددددددددددالم تحققدددددددددددددددددددددددددددددددددالم𝑑(𝑥) =

𝑠(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑡(𝑥)𝑔(𝑥) :متحظ ألم 

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑔(𝑥) +
3

4
(𝑥 +

1

3
) ⇒ 𝑑(𝑥)

=
4

3
𝑓(𝑥) −

4

3
(𝑥 + 1)𝑔(𝑥) 

 وا ي  يد لم 
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𝑠(𝑥) =
4

3
 , 𝑡(𝑥) = −

4

3
(𝑥 + 1) ∈ ℚ[𝑥] 

𝑔(𝑥)لدددددددددددددددادا   (8 = 𝑥3 − 1, 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 +

1 ∈ ℚ[𝑥]  نعددرفاين ا دد  حقددل ا اددداد العاديددة  كثدديرتي حدددودℚ  ,
 𝑓(𝑥)فإمدد  لإيجدداد القاسدد  المشدد و ا اظدد  ل  دددودياين السدداوقاين مقس دد  

 فن  ل ا   نا ي ث: 𝑔(𝑥)ا   

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥)…… (1) 

𝑟1(𝑥)حيث  = 𝑥 − 𝑥
2 ∈ ℚ[𝑥]  وإلم ,deg(𝑟1(𝑥)) <

deg(𝑔(𝑥))   و ا ي  ندا ألم مقس𝑔(𝑥)    ا𝑟1(𝑥)  :فنجد ألم 

𝑔(𝑥) = (−𝑥 − 1)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)…… (2) 

𝑟(𝑥)حيث   = 𝑥 − deg(𝑟(𝑥)) و   1 < deg(𝑟1(𝑥))  , 

 فنجد ألم   𝑟(𝑥)ا    𝑟1(𝑥)و ا ي  ندا ألم مقس  

 𝑟1(𝑥) = 𝑥 − 𝑥
2 = −𝑥(𝑥 − 𝑑(𝑥)ووالاالي  (1 = 𝑥 − 1  

,𝑠(𝑥)لإيجاد و  𝑡(𝑥)  ناℚ[𝑥] تحققالم 

                 𝑑(𝑥) = 𝑠(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑡(𝑥)𝑔(𝑥)  

𝑑(𝑥)ك حساب  (2)منط ق نا المساوا   = 𝑥 − 1  

𝑑(𝑥) = 𝑥 − 1 = 𝑔(𝑥) − (𝑥 − 𝑥2)(−𝑥 − 1) 

= 𝑔(𝑥) − [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)(𝑥 − 1)](−𝑥 − 1) 
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= (𝑥 + 1)𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)[1 − (𝑥 − 1)(𝑥 + 1)] 

= (𝑥 + 1)𝑓(𝑥) + (2 − 𝑥2)𝑔(𝑥) 

⇒ 𝑠(𝑥) = 𝑥 + 1 , 𝑡(𝑥) = 2 − 𝑥2 

𝑔(𝑥)لادا   (3 = 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 ∈ ℤ3[𝑥], 
𝑓(𝑥) = 𝑥5 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 ∈ ℤ3[𝑥]  كثيرتي حددود

deg(𝑔(𝑥))  متحددددددظ ألم ℤ3 ا دددددد  نعددددددرفاين < deg(𝑓(𝑥)) 
,𝑓(𝑥)وا يددددد  لإيجددددداد القاسددددد  المشددددد و ا اظددددد   𝑔(𝑥)   ددددد  𝑓(𝑥)مقس 

 فن  ل ا   𝑔(𝑥)ا   

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)𝑔(𝑥) + 𝑟1(𝑥) 

𝑟1(𝑥) حيث  = 2𝑥
3 + 2𝑥2 + 2𝑥   لا يساوي ال فر لذل  مقس

𝑔(𝑥)    ا𝑟1(𝑥)   :متحظ ألم 

𝑔(𝑥) = 𝑥(𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥) 

⇒ 𝑑(𝑥) = 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 ∈ ℤ3[𝑥] 

2حيث  = 2−1 ∈ ℤ3  لإيجاد𝑠(𝑡), 𝑡(𝑥) ∈ ℤ3[𝑥]  وال  تحقق
 العتاة الاالية:

𝑑(𝑥) = 𝑠(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑡(𝑥)𝑔(𝑥) 

𝑑(𝑥)متحظ ألم:  = 2𝑓(𝑥) + (𝑥 + 1)𝑔(𝑥)  ووالاالي 

 𝑡(𝑥) = 𝑥 + 1 , 𝑠(𝑥) = 2  



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

111 
 

 تعريف: .3-3-5

,𝑓(𝑥)حقدددت   أو ننطقدددة صددد ي ة( و  𝑅لدددادا  𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  كثددديرتي حدددددود
مسددددددددددددددددددددددددددددددبيا   أوليادددددددددددددددددددددددددددددالم 𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)غدددددددددددددددددددددددددددددير صدددددددددددددددددددددددددددددفرياين  يقُددددددددددددددددددددددددددددداا  إلم 

"𝑅𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒 𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒"  إذا وفقإ إذا كالمgcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 1  

 مثال:

𝑓(𝑥)لددددددددددادا = 𝑥3 + 1, 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 1 ∈ ℝ[𝑥]  كثدددددددددديرتي حدددددددددددود 
  ℝنعرفاين ا   حقل ا اداد الحقيقية 

,gcd(𝑓(𝑥)متحدددظ وددددل وضددد   ألم  𝑔(𝑥)) = ,𝑓(𝑥) إلم  , أي  1 𝑔(𝑥) 
 مسبيا   أولياالم

,𝑠(𝑡) كثيرتي حدود نثل  لإيجاد 𝑡(𝑥) ∈ ℝ[𝑥] تحققالم 

      1 = 𝑠(𝑥). 𝑓(𝑥) + 𝑡(𝑥)𝑔(𝑥)  ,:متحظ ألم 

2𝑑(𝑥) = 𝑔(𝑥) + (𝑥 + 1)(−𝑥 + 1)

= 𝑔(𝑥) + (𝑥 + 1)[𝑓(𝑥) − 𝑥. 𝑔(𝑥)] 

= (𝑥 + 1)𝑓(𝑥) + (1 − 𝑥 − 𝑥2)𝑔(𝑥) 

𝑠(𝑥)إذلم  =
1

2
(1 + 𝑥), 𝑡(𝑥) =

1

2
(1 − 𝑥 − 𝑥2)  

 . تعريف:3-3-6

𝑓(𝑥)ح قة واحدية تبدي ية  و  𝑅لادا  ∈ 𝑅[𝑥]     كثير  حدود نعرفة ا𝑅  
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𝑟مقد ا إلم  (8 ∈ 𝑅  صدفر لدثدير  الحددود𝑓(𝑥)   مكارر𝒎 إذا وفقددإ  مارة
 إذا تحقق نا ي ث:

𝑓(𝑥)  يقس  (𝑥 − 𝑟)𝑚

𝑓(𝑥)  لا يقس (𝑥 − 𝑟)𝑚+1
 

إذا وفقددددإ إذا كددددالم  𝑓(𝑥)ل  دوديددددة  صاااافر مضاااااعفإمدددد   𝑟مقدددد ا اددددا  (8
𝑚 ≥ 2  

إذا وفقدددإ إذا   𝑓(𝑥)ل  دوديدددة  بسااايط أو صااافر صااافرإمددد   𝑟مقددد ا ادددا  (3
𝑚كالم  = 1  

 أمثلة:

𝑓(𝑥)لددددددددادا  -1 = 𝑥3 − 7𝑥2 + 15𝑥 − 9 ∈ ℝ[𝑥]  متحددددددددظ ,
 ألم:

𝑥إلم  = 𝑥)صفر ندرر نرتين  لم:  3 − 3)2|𝑓(𝑥)

(𝑥 − 3)3 ∤ 𝑓(𝑥)
  , 

𝑥كما ألم  = 𝑥)ه  صفر وسيإ  لم  1 − 1)|𝑓(𝑥)

(𝑥 − 1)2 ∤ 𝑓(𝑥)
  

 لادا  -8
 𝑓(𝑥) = 𝑥5 + 3𝑥4 + 𝑥3 − 5𝑥2 − 6𝑥 − 2 ∈ ℝ[𝑥] 

 , متحظ ألم: 

𝑥إلم  = 𝑥)ندرر ثتث نرات  لم:  صفر 1− + 1)3|𝑓(𝑥)

(𝑥 + 1)4 ∤ 𝑓(𝑥)
  , 
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𝑥كما ألم  = ه  صفر وسيإ  لم  2√
(𝑥 − √2)|𝑓(𝑥)

(𝑥 − √2)
2
∤ 𝑓(𝑥)

  

𝑓(𝑥)ح قددة و  𝑅دا الددملاحظااة:  = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ∈ 𝐹[𝑥]   كثياارة حاادود
 يعُرف بالعلاقة  𝒇(𝒙). إن مشتق 𝑹معرفة على 

𝑓′(𝑥) =∑𝑖. 𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖−1

𝑛

𝑖=1

∈ 𝐹[𝑥] 

 . مبرهنة:3-3-7

0حقددت  جزئيددا  نندد  و   𝐹حقددت  و  𝐾لدديدا  ≠ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹[𝑥]  و𝑟 ∈ 𝐾 
دثير  الحدددددددود  لدددددددصددددددفر ن دددددداا   𝑟 إلم  اندئددددددذ:   𝑓(𝑥)دثير  الحدددددددود  صددددددفرا  لددددددد
𝑓(𝑥)  إذا تحقق𝑓′(𝑟) = 0  

 الإثبات:

والشددددددددل:  𝑓(𝑥)مددددددد  نددددددددا كااودددددددة إف 𝑓(𝑥)دثير  الحددددددددود لدددددددد صدددددددفرا   𝑟بمدددددددا ألم 
𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑟)𝑔(𝑥)  حيدددددددددددث𝑔(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥]  و ذلددددددددددد  حسدددددددددددن

 (   ووالاالي:3-8-3النايجة  

𝑓′(𝑥) = ((𝑥 − 𝑟). 𝑔(𝑥))
′
= 𝑔(𝑥) + (𝑥 − 𝑟). 𝑔′(𝑥) 

⇒ 0 =⏟

فرضا  
𝑓′(𝑟) = 𝑔(𝑟) + 0. 𝑔′(𝑥) ⇒ 𝑔(𝑟) = 0 
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والشدددددل  𝑔(𝑥)أي ندددددا كااوددددة  𝑔(𝑥)دثير  الحدددددودصددددفرا  لددددد 𝑟وهددددذا يعددددني ألم 
 الاالي:

𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑟). ℎ(𝑥); ℎ(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] 

 (   و نن  3-8-3و ذل  حسن النايجة      

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑟). 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 𝑟)2. ℎ(𝑥) 

  𝑓(𝑥)لدثير  الحدود  ا  ن ااف ا  صفر  𝑟 إلم  أي 

: للتحليااااااااااااااااااااااااااااااالغيااااااااااااااااااااااااااااااار القابلاااااااااااااااااااااااااااااااة كثيااااااااااااااااااااااااااااااارات الحااااااااااااااااااااااااااااااادود   .3-4
𝑰𝒓𝒓𝒆𝒅𝒖𝒄𝒊𝒃𝒍𝒆 𝑷𝒐𝒍𝒚𝒏𝒐𝒎𝒊𝒂𝒍𝒔 

 أو  ثدديرات الحدددود غددير القاو ددة لت اددزااسددندرث ك هددذا الجددزي نددا الف ددل الثالددث ك
الحدددوديات ك مظريددة الح قددات وا ندسددة الجبريددة وذلدد   هميددة ت دد  القاو ددة ل ا  يددل( 

وعد  الطدر  ك تح يدل   إىوماعدرف   و  اصة ك حل المعدادلات والدثير نا اتالات
فيمددا  سدداطاهاالطددر  الدد  ندددا الحددد  و  , والإضددافة إى اددرفي وعدد  كثدديرات الحدددود

  إذا كامت كثير  حدود ااو ة ل ا  يل أب لا

 تعريف: .3-4-1

ولدادا  𝑅المعرفدة ا د   كثديرات الحددود  ح قدة 𝑅[𝑥]ح قة واحدية تبدي يدة و  𝑅لادا  
𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  
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 أو ااو ددددددددددة لت اددددددددددزاا قابلااااااااااة للتحلياااااااااالإنهددددددددددا  𝑓(𝑥) كثددددددددددير  الحدددددددددددودمقدددددددددد ا اددددددددددا  
(𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑖𝑏𝑙𝑒)   ا ددددددددد𝑅  أو ك𝑅[𝑥] حددددددددددود اإذا وفقدددددددددإ إذا وجددددددددددت كثيرتددددددددد 

ℎ(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  تحققالم 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥) ;     
0 < deg(ℎ(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))

0 < deg(𝑔(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))
 

,ℎ(𝑥) لم نجاد أي إذا  لت ازااااو ة  𝑓(𝑥)وإذا لم تدا  𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] 
أو  غيار قابلاة للتحليال كثدير  حددود  𝑓(𝑥)تحقق الشرط الساوق( تسم  الحدودية 

  𝑅[𝑥]أو ك  𝑅ا    غير ااو ة لت ازاا

 أمثلة: .3-4-2

𝑓1(𝑥)لدددادا  -1 = 𝑥
2 + 𝑥, 𝑓2(𝑥) = 𝑥

2 + 1, 𝑓3(𝑥) = 𝑥
2 

ℤك  كثيرات حدود
2
[𝑥] إلم   

𝑓1(𝑥) = 𝑥(𝑥 + 1)     ,       𝑓2(𝑥)

= (𝑥 + 1)(𝑥 + 1)    ,    𝑓3(𝑥) = 𝑥. 𝑥 

ℤااو ة ل ا  يل ا    كثيرات حدود    
2

   وينما 

  𝑓4(𝑥) = 𝑥
2 + 𝑥 + 1 ∈ ℤ2[𝑥]    غير ااو ة ل ا  يل اℤ2  

𝑓(𝑥)لدددددددددددددددددددددادا  -2 = 𝑥3 + 𝑥 − 2 ∈ ℤ[𝑥]    إلم 𝑓(𝑥)  ااو دددددددددددددددددددددة
 ,  ℤل ا  يل ا   
𝑓(𝑥)وذل   لم  = 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥) حيث 

  𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1, ℎ(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 2 ∈ ℤ[𝑥]  
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 و

0 < deg(ℎ(𝑥)) = 2 < 3 = deg(𝑓(𝑥))  

  0 < deg(𝑔(𝑥)) = 1 < 3 = deg(𝑓(𝑥)) 

𝑓(𝑥)إذا كامدددت  -3 = 𝑥2 − 2 ∈ ℚ[𝑥]  نعرفدددة ا ددد  حقدددل ا ادددداد
, وذلددد   مددد  إذا   ℚغدددير ااو دددة ل ا  يدددل ا ددد   𝑓(𝑥), فدددإلم  ℚالعاديدددة 
,𝑎فإمددددد  ي جدددددد  ℚااو دددددة ل ا  يدددددل ك  𝑓(𝑥)كامدددددت  𝑏 ∈ ℚ يحققدددددالم 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)  وا يدددددددددددددددددددد  فددددددددددددددددددددإلم𝑎 + 𝑏 = 0 
.𝑎و 𝑏 = 𝑎2وننددد  يادددنج ألم  2 = 𝑎وننددد   2 = نددداا   يوهدددذا  2√

𝑎كد لم  ∈ ℚ  ووالادالي𝑓(𝑥)   غدير ااو دة ل ا  يدل ا دℚ  لددا ندددا ,
  ℝااو ة ل ا  يل ا   حقل ا اداد الحقيقية  𝑓(𝑥)نتحظة ألم 

𝑓(𝑥)و  ننطقدددددددددددددددددددددددة صددددددددددددددددددددددد ي ة 𝑅لدددددددددددددددددددددددادا  -4 ∈ 𝑅[𝑥]   حيدددددددددددددددددددددددث
deg(𝑓(𝑥)) =  مددد   𝑅غدددير ااو دددة ل ا  يدددل ا ددد   𝑓(𝑥), فدددإلم  1

𝑓(𝑥) إذا كددددددددددددددددددددددددالم = 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥)  وذلددددددددددددددددددددددددد  ندددددددددددددددددددددددددا أجدددددددددددددددددددددددددل
ℎ(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  حيدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددث

deg(ℎ(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥)) = 1

deg(𝑔(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥)) = 1
فددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددإلم  

deg(𝑔(𝑥)) = 0

deg(ℎ(𝑥)) = 0
 لدا  

 deg(𝑓(𝑥)) = deg(𝑔(𝑥)) + deg(ℎ(𝑥))   وا يددددددددددددددددددددددد
deg(𝑓(𝑥))يددددددددددددددددددددددد لم  = وهددددددددددددددددددددددذا غددددددددددددددددددددددير ممدددددددددددددددددددددددا كدددددددددددددددددددددد لم  0
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deg(𝑓(𝑥)) = غدددددير ااو دددددة ل ا  يدددددل  𝑓(𝑥)ووالادددددالي فالحدوديدددددة  1
  𝑅ا   
نعرفدددة ا ددد  ننطقدددة صددد ي ة ,  1أي كثدددير  حددددود درجاهدددا تسددداوي  إلم  أي 
ح قددة  اليددة نددا الق اسدد  ال ددفرية أو ألم كثددير  الحدددود واحديددة و نُعرفددة  أو 

 ا   ح قة واحدية تبدي ية( تد لم غير ااو ة ل ا  يل ا   هذ  المنطقة  
𝑓(𝑥)لدددادا   -5 = 𝑥2 +    ℝا ددد  حقددددل ا ادددداد الحقيقيددددة  نعرفددددة 1

,  ℂااو ة ل ا  يل ا   حقل ا اداد العقديدة  المركبدة(  𝑓(𝑥) متحظ ألم
 ندا ألم تدان ا   الشدلو 
  𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑖)(𝑥 + 𝑖)    ولدنها غير ااو ة ل ا  يل اℝ  

𝑓(𝑥)لادا   -6 = 𝑥4 + 𝑥2 + نعرفة ا د  حقدل ا ادداد الحقيقيدة  1
ℝ إلم   𝑓(𝑥)    ااو ة ل ا  يل اℝ  وذل   م 

∃ 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 1,

ℎ(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 − 1 ∈ ℝ[𝑥]:  𝑓(𝑥)

= 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥); 

0 < deg(𝑔(𝑥)) = 2 < deg(𝑓(𝑥)) = 4

0 < deg(ℎ(𝑥)) = 2 < deg(𝑓(𝑥)) = 4
 

 𝑟وذلدد   مدد  إذا كددالم  ℝا  ك أصددفار لا تم دد   𝑓(𝑥)كمددا أم دد  ندددا نتحظددة ألم 
𝑓(𝑟)فددددإلم  𝑓(𝑥)جددددذرا  لددددد  = 𝑔(𝑟)وا يدددد   0 = ℎ(𝑟)أو  0 = أي  0

𝑟2لم إ − 𝑟 + 1 = 𝑟2أو  0 + 𝑟 − 1 = وا يددد  تدددد لم الجدددذور هدددث  0

𝑟2 =
−1±√3𝑖

2
𝑟1أو   =

1±√3𝑖

2
 غددير نناميددةالحددالاين تددد لم الجددذور  ادداوك ك  

  ℝك  لا تم   أصفارا   𝑓(𝑥)ووالاالي  ℝإى حقل ا اداد الحقيقية 
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إن المثااال السااابق يبااي ن ب نااه يمكاان أن تكااون كثياارة حاادود معرفااة علااى حلقااة  ∎
الحلقااااة )أو الحقاااال( و لكنهااااا لا تملااااك )أو حقاااال( قابلااااة للتحلياااال علااااى هااااذه 

 ا  لازما ا  بشاكل عاام يمكان أن نعارض  ارطو  ,صفارا  في هذه الحلقاة )أو الحقال(أ
ماااا وعلاقاااة قابلاااة للتحليااال فاااي حقااال  كثيااارة حااادود تكاااون  مااان أجااال أن  ا  و كافيااا

 من خلال المبرهنة الآتية., وذلك في هذا الحقل امتلاكها أصفارا  

 مبرهنة: .3-4-3

𝑓(𝑥)حقددددددددددددددددت  و  𝑅 لددددددددددددددددادا ∈ 𝑅[𝑥]  حيددددددددددددددددثdeg(𝑓(𝑥)) = أو  2
deg(𝑔(𝑥)) =    اندئذ: 3

 𝑓(𝑥)  ااو ددددة ل ا  يددددل ا دددد𝑅 دثددددير  الحدددددودإذا وفقددددإ إذا كددددالم ي جددددد ل 𝑓(𝑥) 
  𝑅ك  ا  صفر 

 الإثبات:

 الموا يددددددددددددددددد  ت جدددددددددددددددددد حددددددددددددددددددوديا 𝑅[𝑥]ااو دددددددددددددددددة ل ا  يدددددددددددددددددل ك  𝑓(𝑥)لدددددددددددددددددادا 
𝑔(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] المتحقق 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥);
0 < deg(ℎ(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))

0 < deg(𝑔(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))
 

deg(𝑓(𝑥))ولدددددددددا لدددددددددينا نددددددددا الفددددددددرفي  = deg(𝑔(𝑥))أو  2 = 3 
deg(𝑓(𝑥))وا يدددددد  يددددددد لم  = deg(𝑔(𝑥))أو  1 =   ونندددددد  ندددددددا  1
 والشدل الاالي: 𝑓(𝑥)كااوة الحدودية 
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𝑓(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏). ℎ(𝑥); 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅     

𝑓(𝑥)أو                 = (𝑎𝑥 + 𝑏). 𝑔(𝑥); 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

𝑟 صفرالحالاين ي جد  ااوك ك  = −
𝑏

𝑎
∈ 𝑅  الحدود لدثير 𝑓(𝑥)   

𝑟العددددد : مفددددرفي أمدددد  ي جددددد صددددفر  ∈ 𝑅  لدثددددير  الحدددددود𝑓(𝑥)  وا يدددد  يددددد لم
(𝑥 − 𝑟)   لد  اانت𝑓(𝑥)  ندا كااوة و م  ااس   ا, إأي 𝑓(𝑥)  والشدل: 

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑟). 𝜇(𝑥); 𝜇(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥], 

deg(𝜇(𝑥)) = deg(𝜇(𝑥))  أو  1 = 2 

  𝑅ل ا  يدل ا دد   ااو دة 𝑓(𝑥)وا يدد  تدد لم ( 3-2-3)و ذلد  حسدن النايجدة  
  و وذل  يا  المط  ب

𝑙(𝑓)واحديدددة , أي  𝑓(𝑥)نتحظددة: ك حددداا كامدددت كثدددير  الحددددود  = لم إ, فددد1
 ( ص ي ة نا أجل الح قات ال احدية الابدي ية أي ا  4-4-3برهنة الساوقة الم

مددد  سددديد لم ااسمدددا   حددددهما , إدد ا ولي إذا اسددد  جدددداي اددددديين فمع ددد  ودددألم العددد ∎
نهددا سدداأ ذ إ, أي ا  ل ا  يددل يددد لم هددذا أي ددا محققددنددا أجددل كثددير  حدددود غددير ااو ددة و 

  نا  تا المبرهنة الآتية   عرضهذا نا مو دور العن ر ا ولي, 

,𝑓(𝑥)حقدددت  و  𝑅لددديدا   مبرهناااة: .3-4-4 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] إذا كامدددت   
𝑝(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]   غددددددير ااو ددددددة ل ا  يددددددل ا دددددد𝑅  وتحقددددددق𝑝(𝑥)  تقسدددددد  الجددددددداي
𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) لم إ, ف𝑝(𝑥)   تقس𝑓(𝑥)  أو𝑝(𝑥)   تقس𝑔(𝑥)  
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 الإثبات:

.𝑓(𝑥)تقسدددددد   𝑝(𝑥)لنفددددددرفي ألم  𝑔(𝑥)  و𝑝(𝑥) تقسدددددد   لا𝑓(𝑥)   وا يدددددد
ℎ(𝑥)ي جد  ∈ 𝑅[𝑥]  تحقق𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = 𝑝(𝑥). ℎ(𝑥)   

,𝑔𝑐𝑑(𝑓(𝑥)و  𝑝(𝑥)) =  ونن  ي جد حدودياالم 1

  𝑠(𝑥), 𝑡(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] :بحيث 

𝑓(𝑥). 𝑠(𝑥) + 𝑝(𝑥). 𝑡(𝑥) = 1 

𝑔(𝑥)  م رب الطرفين ود   
⇒            𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥). 𝑠(𝑥) + 𝑝(𝑥). 𝑡(𝑥). 𝑔(𝑥)

= 𝑔(𝑥) 
∵𝑓(𝑥).𝑔(𝑥)=𝑝(𝑥).ℎ(𝑥)
⇒               𝑝(𝑥). ℎ(𝑥). 𝑠(𝑥)

+ 𝑝(𝑥). 𝑡(𝑥). 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

⇒ 𝑝(𝑥)[ℎ(𝑥). 𝑠(𝑥) + 𝑡(𝑥). 𝑔(𝑥)] = 𝑔(𝑥)

⇒ 𝑝(𝑥)|𝑔(𝑥) 

ا دددددد   القسددددددمة يقبددددددل 𝑔(𝑥)إلم  أو واعبددددددير م ددددددر  𝑔(𝑥)تقسدددددد   𝑝(𝑥)لم إأي 
𝑝(𝑥) ووذل  يا  المط  ب ) 

 نتيجة: .3-4-5

,𝑓1(𝑥)لادا  𝑓2(𝑥), …… , 𝑓𝑛(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] نعرفة ا د   كثيرات حدود
𝑝(𝑥), إذا كامددت  𝑅حقددل نددا نثددل  ∈ 𝑅[𝑥]   حدوديددة غددير ااو ددة ل ا  يددل ا دد

𝑅  و𝑝(𝑥)  تقس  الجداي𝑓1(𝑥). 𝑓2(𝑥)… . 𝑓𝑛(𝑥) فإم  ي جد 
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  𝑟 ∈ {1,2, … , 𝑟}  بحيث يد لم𝑓𝑟(𝑥)    يقبل القسمة ا𝑝(𝑥)  

ندا المبرهندة السداوقة  ووالاسدافاد  𝑛يا  إثبات هذ  النايجدة والاسداقراي الرياضدث ا د  
 3-4-4)  

إذا كاناات   فيمااا سااطتهاض الطاارا التااي يمكاان الحكاام بو بعاا  تينشاارف فيمااا ياا ∎
 قابلة للتحليل أم لا. كثيرة حدود

 تعريف: .3-4-6

𝑓(𝑥)لدددددددددددددددادا  = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 ∈ ℤ[𝑥] 
 إنهدددددا 𝑓(𝑥)  مقددددد ا اددددا ℤ قددددة ا ادددددداد ال دددد ي ة كثددددير  حددددددود نعر فددددة ا ددددد  ح

إذا وفقددددددددددددددددددددددددددددددددددددإ إذا كددددددددددددددددددددددددددددددددددددالم  (𝑃𝑟𝑖𝑚𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒)ودائيددددددددددددددددددددددددددددددددددددة  حدوديددددددددددددددددددددددددددددددددددددة
gcd(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛) = القاسدددددددددددددد  المشدددددددددددددد و ا اظدددددددددددددد  ل نثددددددددددددددداا  ±1

𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛  ومرنددددز لددددذل  وددددالرنز  "1"يسدددداوي ,𝐺(𝑓(𝑥)) = ±1 
Gcd(𝑓(𝑥))أو  = ±1  

 أمثلة: .3-4-7

𝑓(𝑥)لددادا  -1 = 9𝑥3 + 8𝑥2 − 3𝑥 + 2 ∈ ℤ[𝑥]  فددإلم𝑓(𝑥) 
 حدودية ودائية وذل   لم:

gcd(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) = gcd(9,8,3,2) = 1 

𝑓(𝑥)لدددددادا  -2 = 9𝑥2 + 6𝑥 − 3 ∈ ℤ[𝑥]  فدددددإلم𝑓(𝑥)  حدوديدددددة
 ليست ودائية ولذل   لم:
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gcd(𝑏0, 𝑏1, 𝑏2) = gcd(9,6,3) = 3 

   بشكل عام:و 

𝑓(𝑥)إذا كامددددددددددددت  = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 ∈ ℤ[𝑥]  ليسددددددددددددت

𝑑حدودية ودائية وكالم  = gcd(𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑛)  ,فإلم 

  𝑔(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 +⋯+ 𝑏𝑛𝑥
𝑛 ∈ ℤ[𝑥] حيث 

  𝑏𝑖 =
𝑎𝑖

𝑑
: 𝑖 ∈ {0,1, … , 𝑛}  بدائيةتد لم حدودية  

𝑓(𝑥)      لادا -3 = 8𝑥2 + 7𝑥 + 2  

𝑔(𝑥)و  = 9𝑥2 − 5𝑥 + حددددددددودياين نعدددددددرفاين ا ددددددد  ح قدددددددة ا ادددددددداد  4
حدددودياالم ودددائياالم  وضدد ح ا( , كمددا  𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)فددنتحظ ألم  ℤال دد ي ة 
 أم  الجداي 

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = 72𝑥4 + 23𝑥3 + 15𝑥2 + 18𝑥 + 8 

 ن جادا  حادوديتين بادائيتينهذا  ما تبينه المبرهنة التالية ب و  ه  حدودية ودائية 
   هو حدودية بدائية .

 مبرهنة: .3-4-8

𝑓(𝑥)لادا  = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛    
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,و    𝑔(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥
𝑚 كثيرتي حدود نعرفاين 

 𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)إذا كالم كل نا الحدودياين    ℤا   ح قة ا اداد ال  ي ة 
ℎ(𝑥) جدائهما  لمإودائية فدية حدو  = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)  حدودية ودائية 

 الإثبات:

ℎ(𝑥)لدددددادا  = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 +⋯+ 𝑐𝑚+𝑛𝑥
𝑚+𝑛 لا  , ولنفدددددرفي جدددددد

وذلدد  نددا أجددل كددل  𝑐𝑘يقسد   𝑝ليسدت ودائيددة وا يدد  ي جددد ادددد أولي  ℎ(𝑥)ألم 
𝑘 ∈ {0, 1, … .… . . , 𝑚 + 𝑛} بمدددددددددددا ألم كددددددددددددل نددددددددددددا  𝑓(𝑥)  و𝑔(𝑥) 

لا يقبددددددل  𝑓(𝑥)هدددددد  أوا نعانددددددل ك  𝑎𝑟يمدا ألم مفددددددرفي ألم فددددددحدوديددددددة ودائيددددددة 
 لدا و   𝑝لا يقبل القسمة ا    𝑔(𝑥)ه  أوا نعانل ك  𝑏𝑠و  𝑝القسمة ا   

𝑐𝑟+𝑠 = ∑ 𝑎𝑖 . 𝑏𝑗
𝑟+𝑠=𝑖+𝑗

 

⇒ 𝑎𝑟 . 𝑏𝑠 = 𝑐𝑟+𝑠
− (𝑎0𝑏𝑟+𝑠 + 𝑎1𝑏𝑟+𝑠−1 +⋯+ 𝑎𝑟−1𝑏𝑠+1
+ 𝑎𝑟+1𝑏𝑠−1 +⋯+ 𝑎𝑟+𝑠𝑏0) 

وهددذا غددير ممدددا   𝑏𝑠يقسدد   𝑝أو  𝑎𝑟يقسدد   𝑝ونندد  إنددا  𝑎𝑟𝑏𝑠يقسدد   𝑝وا يدد  
ℎ(𝑥)إذلم الفرفي الجدلي  اطئ وا ي   = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)  حدودية ودائية 

غيار  كثيرة حدود معرفة على حلقة الأعداد الصاحيحةأي   ن  أالمبرهنة الآتية تبين 
قابلاة  فهاذا يكاافأ أنهاا غيارلتحليل على حلقة الأعداد العادية )الكسرية( قابلة ل

 للتحليل على حقلة الأعداد الصحيحة.
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 . مبرهنة:3-4-9

𝑓(𝑥)لادا  = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯… + 𝑎𝑛𝑥
𝑛     كثير  حدود نعرفة ا

ااو ة ل ا  يل ا   ح قة ا اداد  𝑓(𝑥)  إلم  ℤح قة ا اداد ال  ي ة 
ااو ة ل ا  يل ا   حقل  𝑓(𝑥)إذا وفقإ إذا كامت الحدودية  ℤال  ي ة 

  ℚا اداد العادية 

 الإثبات:

ا ألم الحدوديدة  ℤااو دة ل ا  يدل ا د   𝑓(𝑥)إذا كامدت   𝑓(𝑥), فمدا ال اضدح جدد 
  لإثبددددات العددددد  ندننددددا ألم مفددددرفي ألم الحدوديددددة ℚ[𝑥]أي  ددددا ااو ددددةر ل ا  يددددل ك 

𝑓(𝑥) ا تح ي هددا إى حدوديددة ودائيددة وذلدد  دولم المسدداث وعم نيددة المسددألة  أي نددد
و هددذا  ℚ[𝑥]حدوديدة ااو ددة ل ا  يددل ك  𝑓(𝑥)ذلدد  لددادا إى ودائيدة( والإضددافة 

,𝑔(𝑥)ت جد  يعني وأم   ℎ(𝑥) ∈ ℚ[𝑥]  المتحقق: 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥);
0 < deg(ℎ(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))

0 < deg(𝑔(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))
 

و إذلم وعددددد إيجددددداد الم ددددداا  المشددددد و ا صدددددغر لمقاندددددات نعدددددانتت كثددددديرات الحددددددود 
ال دددرب و القسددددمة ا يددد  و إ ددددرال اانددددل نشددد و نددددا أجددددل جعدددل جميدددد  المعددددانتت 

الدسر النداتج وأوسدإ شددل ممددا, اندئدذ نددا الاعبدير  اا والاعبيرص ي ة  ا  ادادأ
 والشدل الاالي: 𝑓(𝑥)اا 

𝑓(𝑥) =
𝑎

𝑏
𝜇(𝑥). 𝜈(𝑥); 𝜇(𝑥), 𝜈(𝑥) ∈ ℤ[𝑥]; 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ 
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,𝜇(𝑥) كثددددديرتي حددددددودلم  إحيدددددث  𝜈(𝑥) حسدددددن المبرهندددددة , و لمحددددددودياالم وددددددائياا
3)السدداوقة  − 4 − .𝜇(𝑥) يددد لم الجددداي  مددا  (8 𝜈(𝑥)    حدوديددة ودائيددة

.𝑏لدا  و 𝑓(𝑥) = 𝑎. 𝜇(𝑥). 𝜈(𝑥)  و نن: 

𝑏 = gcd(𝑏. 𝑓(𝑥)) = gcd(𝑎. 𝜇(𝑥). 𝜈(𝑥)) = 𝑎 ⇒ 𝑎

= 𝑏 ⇒
𝑎

𝑏
= 1 

ذلدددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددد  إى والإضددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددافة 
0 < deg(ℎ(𝑥)) = deg(𝜇(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))

0 < deg(𝑔(𝑥)) = deg(𝜈(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))
لم إ, أي  

𝑓(𝑥)  حدودية ااو ة ل ا  يل كℤ[𝑥]   و وذل  يا  المط  ب 

 : ملاحظة

( نا أجل كثيرات الحدود غير 9-4-3الساوقة  ندا صياغة المبرهنة  (8
 القاو ة ل ا  يل وفق الآتي 

𝑓(𝑥)لادا   = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯… + 𝑎𝑛𝑥
𝑛   كثير  حدود نعرفة

ا   ح قة  قابلة للتحليلغير  𝑓(𝑥)  إلم  ℤا   ح قة ا اداد ال  ي ة 
 غير قابلة للتحليل 𝑓(𝑥)إذا وفقإ إذا كامت الحدودية  ℤا اداد ال  ي ة 

  ℚا   حقل ا اداد العادية 

( تزودما وطريقة لإيجاد أصفار ص ي ة 9-4-3إلم المبرهنة الساوقة   (8
  ة( لدثير  حدود ك حالة كامت تم  تنامث إى مجم اة ا اداد ال  ي 
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أصفارا  ا   شدل كس ر  تناني إى مج اة ا اداد الدسرية(, و ذل  نا 
  تا النايجة الآتية 

 لادا   نتيجة: .3-4-10

 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 ∈ ℤ[𝑥] 

0الم ي جددد فددة ا دد  ح قددة ا اددداد ال دد ي ة   إذا كددنعر  واحديااة كثددير  حدددود ≠

𝑎 ∈ ℚ  يحقق𝑓(𝑎) = 𝑏, فإم  ي جد  0 ∈ ℤ  يحقدق𝑓(𝑏) =  𝑎0و 0
𝑎0) لمإأي  𝑏يقبل القسمة ا    ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝))  

 الإثبات:

0إذا كدددالم ي جدددد   ≠ 𝑎 ∈ ℚ  يحقدددق 𝑓(𝑎) =  كثدددير  الحددددود  دددد لمت, فأمددد  0
𝑥 − 𝑎   تقسددد𝑓(𝑥) وا يددد  تدددد لم 3-8-3  وذلددد  حسدددن النايجدددة )𝑓(𝑥) 

سددن المبرهنددة وذلدد  ح ℤااو ددة ل ا  يددل ا دد   𝑓(𝑥)  إذلم ℚااو ددة ل ا  يددل ا دد  
 ( وا ي  فإلم:9-4-3 الساوقة

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑏) (𝑥𝑛−1 +⋯+ (
−𝑎0
𝑏
)) ∈ ℤ[𝑥] 

𝑎0إذلم 

𝑏
∈ ℤ  و هذا يعني ألم 𝑏   تقس𝑎   المط  ب  ووذل  يا 

 أمثلة: .3-4-11

𝑓(𝑥)لادا  (1 = 𝑥5 + 6𝑥3 − 𝑥2 − 6 ∈ ℤ[𝑥]   كثير  حدود
( فإمد  إذا 9-4-3حسن المبرهنة  و  نعرفة ا   ح قة ا اداد ال  ي ة 

,  ℤفإنها تد لم ااو دة ل ا  يدل ا د   ℚااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)كامت 
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كثددددديرتي حددددددود,  ا ددددد  جدددددداي   𝑓(𝑥)ووالادددددالي إذا أنددددددا كااودددددة الحدوديدددددة 
𝑥 , و لددددديدا  ℤ[𝑥]هما ندددددا الدرجدددددة ا وى ك احددددددإ − 𝑏 ∈ ℤ[𝑥] 

( فإنهدددددا 81-8-3السددددداوقة   النايجدددددة, و حسدددددن  𝑓(𝑥)مددددد  يقسددددد  إأي 
𝑏نثل  تم   صفرا   ∈ ℤ ويحقق 
         −6 = 𝑎0 = −𝑏 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑏)  , 
𝑏إذلم  ∈ {±1, ±2, ±3, 𝑓(1)متحددددددددددددددددددددددددددظ ألم  , {±6 = 0 
𝑥يقبل القسمة ا    𝑓(𝑥)وا ي   −  :وا ي  يد لم 1

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥4 + 𝑥3 + 7𝑥2 + 6𝑥 + 6) ∈ ℤ[𝑥] 

  ℤااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)لم الحدودية إأي 

𝑓(𝑥)لدددددددددددددددادا  (2 = 𝑥4 − 2𝑥2 + 3𝑥 + 1 ∈ ℤ[𝑥]  كثدددددددددددددددير 
( 9-4-3حدود نعرفدة ا د  ح قدة ا ادداد ال د ي ة  و حسدن المبرهندة  

فإنهدددا تددد لم ااو ددة ل ا  يدددل  ℚااو دددة ل ا  يددل ا دد   𝑓(𝑥)فإمدد  إذا كامددت 
ا دددد  جددددداي كثدددديرتي  𝑓(𝑥), ووالاددددالي إذا أندددددا كااوددددة الحدوديددددة  ℤا دددد  

 , و ليدا ℤ[𝑥]حدود,  إحداهما نا الدرجة ا وى ك 
  𝑥 − 𝑏 ∈ ℤ[𝑥]  مدددددددددد  يقسدددددددددد  إأ ي𝑓(𝑥)  النايجددددددددددة , و حسددددددددددن

𝑏( فإنها تم   صفرا  نثل 81-8-3الساوقة   ∈ ℤ ويحقق 
         1 = 𝑎0 = −𝑏 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑏)  , 

𝑏 ∈  لدا, و  {1+,1−}
 𝑓(−1) = 3 ≠ 𝑓(1)و  0 = 3 ≠ وننددددد  لا نددددددا كااودددددة  0

  ℚ[𝑥]ك  كثيرتي حدودا   شدل جداي   𝑓(𝑥)الحدودية 
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كدل ننهمدا كثديرتي حددود  ا د  شددل جدداي   𝑓(𝑥)والآلم لننااش إندامية كااوة      
  ℚ[𝑥]نا الدرجة الثامية ك 

نددا الدرجدددة  دثدديرتي حدددودل ℚ[𝑥]ااو ددة ل ا  يددل ك   𝑓(𝑥)إذا كامددت الحدوديددة 
 ℤفإنهدددا تدددد لم ااو دددة ل ا  يدددل ا ددد   ℚل ا  يدددل ا ددد  اندئدددذ تدددد لم ااو دددة ,الثاميدددة 

 لم:إ(  أي 9-4-3وذل  حسن المبرهنة   

𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑏)(𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑); 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ 

 والمطاوقة نجد ألم:

𝑎 + 𝑐 = 0       , 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝑑 = −2      ,

𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 = 3      ,   𝑏𝑑 = 1 

⇒
𝑏 = 𝑑 = 1 ⇒ 𝑎 + 𝑐 = 3

𝑎+𝑐=0
⇒    0 = (وهذا غير ممدا)     3

𝑏 = 𝑑 = −1 ⇒ 𝑎 + 𝑐 = −3
𝑎+𝑐=0
⇒    0 = (وهذا غير ممدا)  3−

 

كدل ننهمدا ندا   كثديرتي حددودا د  جدداي   𝑓(𝑥)ووالاالي نا غير الممدا أي  ا كااوة 
و  ℤااو ددة ل ا  يددل ا دد   غددير 𝑓(𝑥) تددد لم , ممددا سددبق  ℚ[𝑥]الدرجددة الثاميددة ك 

  ℚااو ة ل ا  يل ا    والاالي غير

ماان أجاال اختبااار فيمااا إذا كاناات حدوديااة غياار قابلااة  مهمااا  نعاارض الآن معيااار ا  ∎
 .ℚللتحليل على 

 ( "Eisenstein Criterion" شاينمعيار أيزين) مبرهنة: .3-4-12
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 لادا

 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0 ∈ ℤ[𝑥] 
نثددددل  أولي د اددددددر   إذا وجِدددد ℤال دددد ي ة كثددددير  حدددددود نعرفددددة ا دددد  ح قددددة ا اددددداد 

𝑝 ∈ ℤ قق:يح 

𝑎𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝); 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 − 1}

𝑎𝑛 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

𝑎0 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝
2)

…… (∗) 

  ℚغير ااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥) لمإف

 ثبات: الإ

 ℤفاد لم ااو ة ل ا  يل ا    ℚااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)مفرفي جدلا  ألم 
,ℎ(𝑥)ي جد  أم  أي (9-4-3ذل  حسن المبرهنة   و  𝑔(𝑥) ∈ ℤ[𝑥] 

 تحققالم:

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥)

= (𝑏0 + 𝑏1𝑥 +⋯+ 𝑏𝑡𝑥
𝑡). (𝑐0 + 𝑐1𝑥 + ⋯

+ 𝑐𝑟𝑥
𝑟);
0 < 𝑡 < 𝑛
0 < 𝑟 < 𝑛

 

ℎ(𝑥)حيث  = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 +⋯+ 𝑐𝑟𝑥
𝑟 , 𝑔(𝑥) = 𝑏0 +

𝑏1𝑥 +⋯+ 𝑏𝑡𝑥
𝑡  وdeg(𝑔) = 𝑡  وdeg(ℎ) = 𝑟 

 نجد ألم: (∗)والاااماد ا   الفرفي و 
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𝑎0 = 𝑏0. 𝑐0 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

𝑎0 = 𝑏0. 𝑐0 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝
2)
} ⇒ 

𝑏0 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  ∨ 𝑐0 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) (  لي  كتهما نعا) 

 وذل   لم:

𝑏0 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

𝑐0 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)
} ⇒

𝑝|𝑏0
𝑝|𝑐0

} ⇒ 𝑝2|𝑏0. 𝑐0⏟    

وهذا غير ممدا

    

( 𝑎0 = 𝑏0. 𝑐0 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝
 (  لم  (2

𝑏0ووالادددددددالي مفدددددددرفي ألم  ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  و𝑐0 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  ولددددددديدا
𝑚  أصغر ادد ص يح ن جن يحقق𝑏𝑚 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  لمإحيث 

  0 < 𝑚 ≤ 𝑡  لم إ أي𝑏𝑚−1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) ونن ) 

𝑎𝑚 = ∑ 𝑐𝑖 . 𝑏𝑗  

 

𝑖+𝑗=𝑚

= 𝑐0. 𝑏𝑚 + 𝑐1. 𝑏𝑚−1 +⋯+ 𝑐𝑖 . 𝑏𝑚−𝑖
+⋯+ 𝑐𝑚 . 𝑏0 

𝑎𝑚ولددددا بمدددا ألم:  ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) ⇐ {

𝑏𝑚 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

𝑐0 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)

𝑏𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)
وهدددذا   

 يناا  الفرفي ك لم
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 ∀𝑖{1,2, … , 𝑛 − 1}: 𝑎𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  &    𝑚 ≤ 𝑡 < 𝑛 
  , ℚغير ااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)لم إو والاالي الفرفي الجدلي  اطئ أي 

 وذل  يا  المط  ب  و    

 أمثلة: .3-4-13

𝑓(𝑥)لددادا  (8 = 𝑥2 − 3 ∈ ℤ[𝑥]  كثددير  حدددود نُعرفددة ا دد  ح قددة
ندا أجدل شداايا تحقق شروط نعيدار أيزم 𝑓(𝑥)إلم    ℤا اداد ال  ي ة 

𝑝 العدد ا ولي =  و ذل   لم, 3
  𝑛 = 2, 𝑎2 = 1, 𝑎1 = 0, 𝑎0 = −3  
𝑎2و  ≢ 𝑜(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  و𝑎1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) , 
 𝑎0 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)  و𝑎0 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝

 𝑓(𝑥) , و نندددد (2
  ℚغير ااو ة ل ا  يل ا   

 ادد ا أولي ا و 𝑝دا لي (8
 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑝−1 + 𝑥𝑝−2 +⋯+ 𝑥 + 1 ∈ ℤ[𝑥]   

   ℤكثير  حدود نُعرفة ا   ح قة ا اداد ال  ي ة 
ا ينددددددا ألم , ولإثبددددددات ذلدددددد   ℚ[𝑥]ااو ددددددة ل ا  يددددددل ك  غددددددير 𝑓(𝑥)إلم  

الآتي  الادددددداف يادددددد لم  𝑎اددددددد صددددد يح  كااااالمتحدددددظ أولا  أمددددد  ندددددا أجدددددل 
 :ص ي ا  

𝑓(𝑥 + 𝑎) = 𝑔(𝑥 + 𝑎). ℎ(𝑥 + 𝑎) ∈ ℤ[𝑥] ⇔ 𝑓(𝑥)

= 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥) ∈ ℤ[𝑥] 

𝑓(𝑥إذا و فقدددإ إذا كامدددت  ℚغدددير ااو دددة ل ا  يدددل ا ددد   𝑓(𝑥)ووالادددالي  + 𝑎) 
   ℚيل ا     غير ااو ة ل ا
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𝑎نا أجل  =  يد لم 1

𝑓(𝑥 + 1) = 𝑥𝑝−1 + (
𝑝
1
) 𝑥𝑝−2 +⋯+ 𝑝 

 الحدددوددثددير  إذلم ف,  𝑝تحقددق شددروط ا ابددار أيزمشدداايا وذلدد  والنسددبة ل عدددد ا ولي 
𝑓(𝑥 + غددير ااو ددة ل ا  يددل ا دد   𝑓(𝑥)ونندد   ℚااو ددة ل ا  يددل ا دد   غياار (1

ℚ    نثت: 

𝑝نا أجل   = 𝑓(𝑥)و  3 = 𝑥2 + 𝑥 + 1 ∈ ℤ[𝑥]  يد لم 

𝑓(𝑥 + 1) = 𝑥2 + (
3
1
) 3 + 3 = 𝑥2 + 3𝑥 + 3 

𝑝تحقق شروط ا ابار أيزمشاايا وذل  والنسبة ل عدد ا ولي  =  إذلم ,  3
𝑓(𝑥 + غير ااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)ونن   ℚااو ة ل ا  يل ا    غير (1

ℚ   

𝑓(𝑥)لادا   (3 = 8𝑥4 + 30𝑥3 − 15𝑥2 + 25𝑥 +

35 ∈ ℤ[𝑥]  كثير  حدود نُعرفة ا   ح قة ا اداد ال  ي ةℤ   
و ذل   م  نا أجل العدد   ℚااول ل ا  يل ا   غير  𝑓(𝑥) إلم 

𝑝ا ولي  =  يد لم  5

𝑛 = 4 , 𝑎4 = 8 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 3) ⇒ 𝑎4 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

𝑎0 = 35 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)   &   𝑎1 = 25 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

𝑎2 = −15 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝)   &   𝑎3 = 30 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 
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𝑎0و   = 35 ≡ 10(𝑚𝑜𝑑 𝑝
2) ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝2)  لم إ, أي
  ℚغير ااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)تد لم  و نن  ,شروط نعيار ميزينشاايا محققة

𝑓(𝑥) كثدددددير  حددددددود   ةإلم أي دددددملاحظاااااة:  ∈ ℂ[𝑥]  نعرفدددددة ا ددددد  حقدددددل ا ادددددداد
 ℂ[𝑥]فإنهددا تددد لم ااو ددة ل ا  يددل ك   2العقديدة  المركبددة( ودرجاهددا أكددبر أو تسدداوي 
 وذل  حسن المبرهنة ا ساسية ك الجبر 

𝑓(𝑥)إلم  و  = 𝑎𝑥 + 𝑏  حيدددث𝑎, 𝑏 ∈ ℂ  و𝑎 ≠ كثدددير  الحددددود هدددث   0
  ℂ[𝑥]ال حيد  غير القاو ة ل ا  يل ك  الدرجة الم جبةذات 

و غياار قابلااة  ℝمعرفااة علااى حقاال الأعااداد الحقيقيااة  كثياارة حاادودأمااا إذا كاناات  
نحااادد  اااكلها, أي يمكااان أن نعااارف  اااكل  , فإناااه يمكااان أن  ℝللتحلياال علاااى 

, و ذلاااك مااان خااالال المبرهناااة  ℝكثيااارات الحااادود غيااار القابلاااة للتحليااال علاااى 
  الآتية

 مبرهنة: .3-4-14

الشدرط الدتزب   إلم  ℝنعرفة ا   حقل ا اداد الحقيقية  كثير  حدود 𝑓(𝑥)لادا 
هد  ألم تدد لم ندا الشددل  ℝغير قابلة للتحليال علاى  𝑓(𝑥)والداك لدث تد لم 
𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑟  حيث𝑟 ∈ ℝ أو ألم تد لم نا  الشدل 

  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑟𝑥 + (𝑟2 + 𝑠2) حيث 

                                     𝑟, 𝑠 ∈ ℝ  و𝑠 ≠ 0  
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 الإثبات:

𝑓(𝑥)مفدددرفي ألم  ∈ ℝ[𝑥]  غدددير ااو دددة ل ا  يدددل ا ددد  كثدددير  حددددودℝ ,  و دولم
مفرفي وأنها واحدية  ك نهدا نعرفدة ا د  حقدل  إذا لم تددا  المساث والعم نية ندا ألم

ألم ت ددبح مقسدد  ا دد  أنثدداا الحددد ذي الدرجددة ا كددبر نددا أجددل لم واحديددة فدديمدا أ
   نميز حالاين:ااو ية الا  يل ك هذا الحقل( كواحدية, وهذا لا ي ثر 

  إذا كامت𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝑟  حيث𝑟 ∈ ℝ فإم  يا  المط  ب , 
  إذا كامدددت أنددا𝑓(𝑥) ≠ 𝑥 − 𝑟   2نهدددا ذات درجدددة أكدددبر أو تسددداوي إأي  

 تم   صفرا  نثلحسن النظرية ا ساسية ك الجبر فإم  فيد لم 
 𝑧 = 𝑟 + 𝑖𝑠 ∈ ℂ   , وبما ألمdeg(𝑓(𝑥)) ≥ لم نرافق  يدد لم إف 2

𝑦 أي دددا  صدددفرا   دددا , أي  = 𝑧 = 𝑟 − 𝑖. 𝑠 ∈ ℂ   صدددفرا  لدثدددير  الحددددود
𝑓(𝑥)  3-8-3حسددن النايجددة   (  و7-8-3 , و ذلدد  حسددن المبرهنددة )

𝑥)الحددددود  اتدددد لم كثيرتددد − 𝑧) و  (𝑥 − 𝑦)  تقسدددمالم𝑓(𝑥)  و ك نهمدددا
 لم إأي  𝑓(𝑥)و غير ااو اين ل ا  يل فيد لم جدائهما يقس   ينغير ناساويا

(𝑥 − 𝑧)(𝑥 − 𝑦) = 

(𝑥 − 𝑟 − 𝑖. 𝑠)(𝑥 − 𝑟 + 𝑖. 𝑠) = 

= 𝑥2 − 2𝑟𝑥 + (𝑟2 + 𝑠2) ∈ ℝ[𝑥] 

,𝑧  إذلم  ℝغدددير ااو دددة ل ا  يدددل ا ددد   𝑓(𝑥), ولددددا  𝑓(𝑥) تقسددد   𝑦 ∈ ℂ 
,𝑟وليست أاداد حقيقية أي  𝑠 ∈ ℝ  و𝑠 ≠  ونن  يناج ألم 0

  𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑟𝑥 + (𝑟2 + 𝑠2)  



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

111 
 

𝑓(𝑥)إذا كامدددددت  العدددددد :  = 𝑥 − 𝑟  وذلددددد  ندددددا أجدددددل𝑟 ∈ ℝ ,  مفدددددرفي
,𝑔(𝑥)جدددددلا  وأنهددددا ااو ددددة ل ا  يددددل و والاددددالي ي جددددد  ℎ(𝑥) ∈ ℝ[𝑥]  يحققددددالم

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). ℎ(𝑥) و 

  0 < deg(𝑔) < deg(𝑓) = 1  

0و  < deg(ℎ) < deg(𝑓) = الي يدددددد لم و هددددذا غددددير ممدددددا ووالادددد,  1
  ℝغير ااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)لم إ, أي ئا  الفرفي الجدلي  اط

𝑓(𝑥)أنددا إذا كامددت  = 𝑥2 − 2𝑟𝑥 + (𝑟2 + 𝑠2)  حيددث𝑟, 𝑠 ∈ ℝ 
𝑠و  ≠ , وبمددا ألم  ℝااو ددة ل ا  يددل ا دد   𝑓(𝑥), فنفددرفي جدددلا  ألم الحدوديددة  0

deg(𝑓(𝑥)) = 𝑎اندئددددذ ي جددددد  2 ∈ ℝ  يحقددددق𝑓(𝑎) = نهددددا إ, أي  0
 ,( 3-4-3وذل  حسن المبرهنة   ,ℝتم   صفرا  ك 

𝑎2 أي  − 2𝑟𝑎 + (𝑟2 + 𝑠2) = 𝑎وننددددد  ينددددداج ألم  0 = 𝑟 ± 𝑖. 𝑠 
𝑠ولدددا  ≠ 𝑎وا يدد   0 ∉ ℝ  لم إ, إذلم الفددرفي الجدددلي  دداطئ أي وهددذا تندداا
𝑓(𝑥)    غير ااو ة ل ا  يل اℝ  ووذل  يا  المط  ب , 

عرفدددة نُ و  ندددا الدرجدددة الثاميدددة كثدددير  حددددودالشدددرط الدددتزب والدددداك لددددث تدددد لم أي  إلم 
 ندددا  دددتا يعُطددد  ℝ[𝑥]ك  ااو دددة ل ا  يدددلغدددير  ℝ حقدددل ا ادددداد الحقيقيدددة  ا ددد 

 النايجة الآتية  

 نتيجة: .3-4-15
𝑓(𝑥)لادا  = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ∈ ℝ[𝑥] نعرفة ا    كثير  حدود
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إذا وفقإ إذا   ℝغير ااو ة ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)إلم   ℝحقل ا اداد الحقيقية 
𝑏2كالم  − 4𝑎. 𝑐 < 0  

 الإثبات:

𝑓(𝑥)مفدرفي ألم  = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ∈ ℝ[𝑥]    غدير ااو دة ل ا  يدل ا د

ℝ   كثددددير  الحدددددود , فاددددد لم𝑔(𝑥) = 𝑥2 +
𝑏

𝑎
𝑥 +

𝑐

𝑎
غددددير ااو ددددة و واحديددددة  

,𝑟ي جددد أمد  ( ف84-4-3  السداوقة المبرهنددة حسدن, و  ℝل ا  يدل ا د   𝑠 ∈ ℝ 
𝑠و  ≠  :الميحقق 0

−2𝑟 =
𝑏

𝑎
       𝑎𝑛𝑑     𝑟2 + 𝑠2 =

𝑐

𝑎
 

 و نن 

𝑏2 − 4𝑎. 𝑐 = 4𝑎2𝑟2 − 4𝑎2(𝑟2 + 𝑠2) 

= −4𝑎2𝑠2 < 0 

𝑓(𝑥)مفدددرفي جددددلا  ألم العدددد :  = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐   ااو دددة ل ا  يدددل ا ددد
ℝ  صدفر نثدل ي جد ( 3-4-3حسن المبرهنة و𝑟 ∈ ℝ لدثدير  الحددود 𝑓(𝑥) , 
𝑓(𝑟)لم إأي  = 𝑎𝑟2ونن   0 + 𝑏𝑟 + 𝑐 =  ووالاالي نجد ألم 0

 𝑟 =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎.𝑐

2𝑎
∈ ℝ   أي 𝑏2 − 4𝑎. 𝑐 ≥ وهدددددددذا ينددددددداا  ,  0
  ℝغير ااول ل ا  يل ا    𝑓(𝑥)لم إأي  , الفرفي الجدلي  اطئووالاالي الفرفي,
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ر كثياارات الحاادود, و لكاان قباال نعاارض فيمااا يلااي علاقااة مميااز الحلقااة ماا  أصاافا
واحدياة هاو نفساه  نبي ن ب ن مميز حلقة كثيرات الحدود المُعرفاة علاى حلقاةذلك 

 مميز هذه الحلقة, و ذلك من خلال الملاحظة الآتية.

 ملاحظة:

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅[𝑥])ح قددددة تبدي يددددة واحديددددة, فددددألم  𝑅إذا كامددددت  = 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) ,
1𝑅ذلدد   لم و  = 1𝑅[𝑥]   و مميددز الح قددة𝐶ℎ𝑎𝑟(𝑅) = 𝑛  هدد  أصددغر ادددد

.𝑛ص يح ن جن يحقق  1𝑅 =  ( ك الف ل الثاني 8-8-8, حسن نبرهنة  0

 . نتيجة:3-4-16

𝑓(𝑥) و حقددددددت   𝑅لدددددديدا  ∈ 𝑅[𝑥] ك  غياااااار قابلااااااة للتحلياااااال كثددددددير  حدددددددود
𝑅[𝑥]   إذا كالم𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) =   𝑓(𝑥)لد  صفر ن اا فإم  لا ي جد  0

 مفرفي ألم الإثبات: 

𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=0

∈ 𝑅[𝑥] 

 نميز حالاين:

deg(𝑓)الحالة ا وى: إذا كالم  =   ا  ن ااف ا  لا تم   صفر  𝑓(𝑥), اندئذ 1

deg(𝑓) :الحالة الثامية >  دثدير  الحددودل ا  ن دااف صفرا   𝑟 , مفرفي جدلا  ألم 1
𝑓(𝑥)   اندئددددددذ𝑟  لم إصددددددفر  لمشدددددداقها أي𝑟  صددددددفرا   لدثددددددير  الحدددددددود𝑓′(𝑥)  ,
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𝑥)كثددير  الحدددود   تددد لم( , و نندد  7-3-3وذلدد  حسددن المبرهنددة   − 𝑟)   تقسدد
𝑓′(𝑥)   و تقسددددددددددد𝑓(𝑥)  مددددددددددد  إ( , أي 3-8-3, و ذلددددددددددد  حسدددددددددددن المبرهندددددددددددة
(𝑥 − 𝑟)  اانددددددددددل نشدددددددددد و لددددددددددد𝑓(𝑥)  و𝑓′(𝑥)  ونددددددددددا جهددددددددددة أ ددددددددددر  إلم ,

deg(𝑓′(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))  ولددددا بمدددا ألم𝑓(𝑥) غدددير ااو دددة ل ا  يدددل 
  فرضا ( اندئذ:

𝑓′(𝑥) =∑𝑖. 𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖−1

𝑛

𝑖=1

= 0 

⇒ 𝑖. 𝑎𝑖 = 0:    𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}… . (∗) 

𝒄𝒉𝒂𝒓(𝑹) و كون =  يد لم,  𝟎

𝑎𝑖 = 0; 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑎0 

deg(𝑓)لم إأي حدود ثاواة  كثير   𝑓(𝑥)أي ألم  = و هذا يناا  ك لم  0
deg(𝑓) > لا تم   صفرا   𝑓(𝑥)لم الفرفي الجدلي  اطئ   و نن  إ, أي 1

 وذل  يا  المط  ب و    ن اافا  

 . نتيجة:3-4-17

𝑓(𝑥)حقت  و  𝑅ليدا  ∈ 𝑅[𝑥]   ك  غير قابلاة للتحليالكثير  حدود𝑅[𝑥]  
𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)إذا كددددالم  = 𝑝  اددددددا  أوليددددا  و𝑟  صددددفرا  ن دددداافا  ل  دوديددددة𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥)فإلم  = 𝑔(𝑥𝑝)  حيث𝑔(𝑥𝑝) ∈ 𝑅[𝑥]  

 مفرفي ألم الإثبات: 
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𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=0

∈ 𝑅[𝑥] 

 𝑟لم إي لمشدداقها أ  صددفر 𝑟اندئددذ   𝑓(𝑥)صددفرا  ن دداافا  لدثددير  الحدددود  𝑟لدديدا 
  تددد لم( , و نندد  7-3-3و ذلدد  حسددن المبرهنددة  ,  𝑓′(𝑥)لدثددير  الحدددود  صددفر

𝑥)كثددددددير  الحدددددددود  − 𝑟)   تقسدددددد𝑓′(𝑥)   و تقسدددددد𝑓(𝑥)ذلدددددد  حسددددددن  , و
𝑥) لمإ( , أي 3-8-3المبرهنددددة   − 𝑟)  اانددددل نشدددد و لددددد𝑓(𝑥)  و𝑓′(𝑥)  ,

deg(𝑓′(𝑥))وندددددددددا جهدددددددددة أ دددددددددر  إلم  < deg(𝑓(𝑥))  ولددددددددددا بمدددددددددا ألم
𝑓(𝑥) :غير ااو ة ل ا  يل  فرضا ( اندئذ 

𝑓′(𝑥) =∑𝑖. 𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖−1

𝑛

𝑖=1

= 0 

⇒ 𝑖. 𝑎𝑖 = 0; 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}… . (∗) 

𝒄𝒉𝒂𝒓(𝑹) و كون = 𝒑   يد لم, اددا  أوليا 𝑎𝑖 =  أيا  كالم 0

 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}  و𝑝 ∤ 𝑖  و كددددد لم  (∗), وذلددددد  حسدددددن𝑝  هددددد  أصدددددغر
.𝑝ادد ص يح ن جن يحقق  𝑎 = 𝑎بحيث أيا  كالم  0 ∈ 𝑅  لم إ, أي 

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎𝑝𝑥
𝑝 + 𝑎2𝑝𝑥

2𝑝 +⋯⋯+ 𝑎𝑡𝑝𝑥
𝑡𝑝

= 𝑔(𝑥𝑝) 

و وذل  يا  المط  ب      

 



 نظرية الحلقات                                               قسم الرياضيات

111 
 

 

 :  نتيجة .3-4-18

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅)مميددز  ادددد أولي أي  حقددت   𝑅لدديدا  = 𝑝  ولدديدا𝑛 ا  صدد ي  ا  ادددد 
𝑓(𝑥)نا الشدل  كثير  حدودكل      إلما  ن جب = 𝑥𝑝

𝑛
− 𝑥 ∈ 𝑅[𝑥]   تم د

 ةا فة  أصفارا  

 و بما ألم,  𝑓(𝑥) صفر لدثير  الحدود 𝑟لنفرفي ألم   الإثبات:

  𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅) = 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝑅[𝑥]) = 𝑝    

𝑓′(𝑥)      و                  = 𝑝𝑛𝑥𝑝𝑛−1 − 1 = −1 

𝑟ثاواة  إذا فرضنا جدلا  وأم  ي جد حدودية  ∈ 𝑅  صفرا  ن اافا  لدثير  الحدود
𝑓(𝑥) 7-3-3م  سيد لم حسن المبرهنة  إف )𝑓′(𝑥) = و هذا تناا ,  0
لم إن اا  , أي  صفرلا تم   أي  𝑓(𝑥)ووالاالي لم الفرفي الجدلي  اطئ  إأي 

𝑓(𝑥)    ةا فة  أصفارا  تم 

         ***                ***                                  *** 
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 تمارين الفصل الثالث

:𝜑 و  𝐼𝐷 هدث ننطقدة صد ي ة 𝑅لادا  (1 𝑅[𝑥] → 𝑅[𝑥] ا  تطبيقد
   نُعرفا والعتاة

𝜑(𝑓(𝑥)) = 𝑓(−𝑥) 

 تماثل ح قث  𝜑أثبت ألم  والمط  ب:

:𝜑 و حقدددددت  ,  𝑅 لدددددادا (8 𝐹[𝑥] → 𝐹[𝑥]   والعتادددددة تطبيقدددددا  نُعرفدددددا 
𝜑(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑎𝑥) 0 ندا أجدل ≠ 𝑎 ∈ 𝐹  أثبددت ألم ,𝜑 

 تماثل ح قث 
:𝜑ح قددددددددة واحديددددددددة تبدي يددددددددة و  𝑅إذا كامددددددددت  (3 𝑅[𝑥] → 𝑅  بحيددددددددث

𝜑(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑟) ندددا أجدددل 𝑟 ∈ 𝑅  ,أثبدددت ألم ف𝜑  تشددداكل
 ح قث 

𝜑:ℚ[𝑥]إذا كالم  (4 → ℚ[√2] بحيث 
     𝜑(𝑓(𝑥)) = 𝑓(√2)  وين فيما إذا كالم ,𝜑  تماثل ح قث 

ح قاددين نامدداث اين, فأثبددت ألم ح قدد  كثدديرات الحدددود  𝑆و  𝑅إذا كامددت  (5
𝑅[𝑥]المعرفاين ا يهما تد مالم ناماث اين أي ا , أي  ≅ 𝑆[𝑥]   

 𝑟(𝑥)و  𝑞(𝑥)سدددداخدب   ارزنيددددة القسددددمة ك إيجدددداد كثدددديرتي حدددددود ا (6
𝑓(𝑥)تحققدالم  = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥)  ك كدل  ندا الحدالات ,
 الآتية: 

𝑓(𝑥) = 𝑥7 + 2𝑥6 + 3𝑥5 − 4𝑥2 + 1,  
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  𝑔(𝑥) = 𝑥3 + 4𝑥2 + 5𝑥 − 1 ∈ ℝ[𝑥] 

𝑓(𝑥) = 2𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 2,

𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1 ∈ ℤ3[𝑥] 

𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 2𝑥3 + 3𝑥2 + 𝑥 + 4,

𝑔(𝑥) = 𝑥22𝑥 + 4 ∈ ℤ5[𝑥] 

𝑓(𝑥) = 𝑥6 + 13𝑥5 + 5𝑥4 + 52𝑥3 + 3𝑥2

+ 3𝑥 − 13,

𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 4 ∈ ℤ[𝑥] 

𝑓(𝑥) = 3𝑥4 + 2𝑥2 − 1,

𝑔(𝑥) = 𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 ∈ ℚ[𝑥] 

 

 :أوجد أصفار كثيرات الحدود الاالية (7

𝑓1(𝑥) = 𝑥
5 − 6𝑥4 + 3𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 − 12 ∈

ℚ[𝑥]     كℚ 

𝑓2(𝑥) = 5𝑥
2 − 3𝑥 + 4 ∈ ℤ6[𝑥]    كℤ6 

𝑓3(𝑥) = 𝑥
2 + 2𝑥 ∈∈ ℤ8[𝑥]     كℤ8 

𝑓4(𝑥) = 𝑥
𝑝 − 𝑥 ∈ ℤ𝑝[𝑥]     كℤ𝑝   حيث𝑝 ادد أولي 

𝑓5(𝑥) = 3𝑥
3 + 5𝑥2 + 5𝑥 + 2 ∈ ℚ[𝑥]     كℚ 

𝑓4(𝑥) = 𝑥
4 + 𝑥 ∈ ℤ4[𝑥]     كℤ4 

𝑓6(𝑥) = 𝑥
4 − 2𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 2 ∈ ℝ[𝑥]    كℝ 
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𝑓7(𝑥) = 𝑥
4 + 3𝑥3 + 6𝑥2 + 12𝑥 + 8 ∈ ℂ[𝑥]   

 ℂك  

𝑓8(𝑥) = 𝑥
5 − 𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 − 2 ∈ ℚ[𝑥]    

 ℚك  

𝑓9(𝑥) = 2𝑥
4 − 11𝑥3 + 17𝑥2 − 11𝑥 + 15 ∈

ℚ[𝑥]     كℚ 

 

𝑓(𝑥) إذا كامت (1 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 2 ∈ ℚ[𝑥] 
𝑔(𝑥)تقبل القسمة ا   كثير  الحدود  = 𝑥2 + 𝑥 − ك  2

ℚ[𝑥]  ك , و وااث اسماهاℚ[𝑥]   ا   كثير  الحدودℎ(𝑥) =

𝑥 + 𝑟(𝑥)ه   1 = ,𝑎, فعين  6 𝑏, 𝑐 ∈ ℚ  
 

𝑓(𝑥)إذا كامت  (9 = 𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 + 𝑎 ∈ ℚ[𝑥]  تقبل
𝑔(𝑥)القسمة ا   كثير  الحدود  = 𝑥 − , فعين   ℚ[𝑥]ك  1

𝑎 ∈ ℚ  
𝑓(𝑥)لادا  (81 = ∑ 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=0 ∈ ℤ[𝑥]   كثير  حدود
𝑎  إذا كالم ℤنعرفة ا   ح قة ا اداد ال  ي ة 

𝑏
∈ ℚ   صفرا لدثير

حيث  𝑎𝑛يقس   𝑏و  𝑎0يقس   𝑎, فأثبت ألم 𝑓(𝑥)الحدود 
gcd(𝑎, 𝑏) = 1  

 



 نظرية الحلقات                                               قسم الرياضيات

112 
 

𝑓(𝑥)لادا  (88 = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ∈ ℚ[𝑥]   كثير  حدود
0  إذا كالم ℚنعرفة ا   ح قة ا اداد الدسرية  ≠ 𝑎 ∈ ℚ  صفرا

يد لم صفرا  لدثير   𝑎−1, فأثنت ألم نق  و  𝑓(𝑥)لدثير  الحدود 
𝑔(𝑥)الحدود  = ∑ 𝑎𝑖𝑥

𝑛−𝑖𝑛
𝑖=0  

 

 المش و ا اظ أوجد القاس   (88

                     𝑑(𝑥) = gcd(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) :ك الحالات الآتية 

8) 
𝑓(𝑥) = 𝑥6 − 6𝑥4 + 12𝑥2 − 8, 
 𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 + 2 ∈ ℝ[𝑥] 

8) 
𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑥 + 2, 
 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 4 ∈ ℤ5[𝑥] 

3) 
𝑓(𝑥) = 𝑥8 + 4𝑥6 + 8𝑥4 + 6𝑥2 + 2, 
 𝑔(𝑥) = 𝑥5 + 4𝑥4 + 2𝑥 − 6 ∈ ℤ7[𝑥] 

4) 
𝑓(𝑥) = 𝑥3 + (2𝑖 + 1)𝑥2 + 𝑖𝑥 + (1 + 𝑖),  
𝑔(𝑥) = 𝑥2 + (𝑖 − 1)𝑥 − 2(𝑖 + 1) ∈ ℂ[𝑥] 

5) 
𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 − 1, 

 𝑔(𝑥) = 𝑥4 − 𝑥 + 1 ∈ ℤ2[𝑥] 
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𝑅لادا  (83 = (ℤ6, +, . ح قة جم  و ضرب ا اداد  (
𝑓(𝑥), و 6ال  ي ة والمقاث  ∈ 𝑅[𝑥]     كثير  حدود نُعرفة ا

,𝑔(𝑥)أوجد كثيرتي حدود نثل   𝑅الح قة  ℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  حيث
deg(𝑔) = deg(ℎ) =  ك الحالات الآتية  1

8) 𝑓(𝑥) = 𝑥  ,    8 )𝑓(𝑥) = 𝑥 − 3  , 
8) 𝑓(𝑥) = 𝑥3   

 
𝑏أوجد اي  ا اداد ال  ي ة  (84 ∈ ℤ   و ال  تد لم نا أج ها

𝑔(𝑥)كثير  الحدود  = 2𝑥2 + 𝑏𝑥 − 7 ∈ ℤ[𝑥]  ا بية
  ℤل ا  يل ا   

 
𝑅لادا  (85 = (ℤ2, +, . ح قة جم  و ضرب ا اداد  (

𝑓(𝑥), و 2ال  ي ة والمقاث  = 𝑥16 − 𝑥 كثير  حدود   ∋
إى جداي ست كثيرات حدود  كل   𝑓(𝑥)ح ل   𝑅نُعرفة ا   الح قة 

𝑓𝑖(𝑥), أي أوجد 𝑅ننها درجاها أكبر نا ال فر و نُعرفة ا    ∈

𝑅[𝑥]  و تحقق𝑓(𝑥) = ∏ 𝑓𝑖(𝑥)
6
𝑖=1  وdeg (𝑓𝑖) ≥ 1 

𝑖 ∀حيث  ∈ {1,2, … . , 6}   
عرفة ا وين  أي ا  نا ك (86

ُ
ح قة ا اداد   ثيرات الحدود الآتية الم

  ا  يل ا   حقل ا اداد الدسرية, تد لم ااو ة لℤال  ي ة 
 𝑅 = (ℚ,+, . )  

8) 𝑓1(𝑥) = 𝑥
3 − 6𝑥 + 5𝑥 + 25 

8) 𝑓2(𝑥) = 𝑥
5 − 𝑥2 + 1 

3) 𝑓3(𝑥) = 𝑥
3 + 17𝑥 + 36 
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4) 𝑓4(𝑥) = 𝑥
4 − 22𝑥2 + 1 

5) 𝑓5(𝑥) = 𝑥
4 + 8𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 5 

6) 𝑓6(𝑥) = 2𝑥
3 − 8𝑥2 − 6𝑥 + 20 

7) 𝑓7(𝑥) = 𝑥
5 − 𝑥2 + 1 

1) 𝑓8(𝑥) = 2𝑥
4 + 3𝑥2 + 15𝑥 + 6 

9) 𝑓9(𝑥) = 𝑥
5 + 18𝑥2 + 4𝑥 + 6 

81) 𝑓10(𝑥) = 𝑥
4 + 𝑥2 − 2 

 
𝑅 اددا  أوليا  و 𝑝ليدا  (87 = (ℤ3, +, . ح قة جم  و ضرب  (

   𝑝ا اداد ال  ي ة والمقاث 
و ال  درجاها  𝑅أثبت ألم ادد كثيرات الحدود المعرفة ا    (8

𝑝2−𝑝ه   𝑅و تد لم غير ااو ة ل ا  يل ا    2

2
 , 

و ال  درجاها  𝑅أثبت ألم ادد كثيرات الحدود المعرفة ا    (8

𝑝3−𝑝ه   𝑅و تد لم غير ااو ة ل ا  يل ا    3

3
 

 
𝑅لادا  (81 = (ℤ3, +, . ح قة جم  و ضرب ا اداد  (

  3ال  ي ة والمقاث 
عرفة ا     𝑆2أوجد  (1

ُ
و ال   𝑅مجم اة كل كثيرات الحدود الم

 ,𝑅و غير ااو ة ل ا  يل ا    2تد لم درجة كل ننها تساوي 
عرفة ا     مجم اة 𝑆3أوجد  (2

ُ
و ال   𝑅كل كثيرات الحدود الم

  𝑅و غير ااو ة ل ا  يل ا    3تد لم درجة كل ننها تساوي 
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𝑓(𝑥)ح ل كُت  نا كثير  الحدود  (89 ∈ 𝑅[𝑥]  إى جداي كثيرات
, و ذل  ك كل  نا إلم أندا 𝑅[𝑥]حدود غير ااو ة ل ا  يل ك 

 الحالات الآتية:
𝑓1(𝑥) = 𝑥

3 + 3𝑥 + 𝑥 + 4 ∈ ℤ5[𝑥] 
𝑓2(𝑥) = 𝑥

3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 ∈ ℤ2[𝑥] 
𝑓3(𝑥) = 4𝑥

5 + 𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 + 1 ∈ ℚ[𝑥] 

𝑓4(𝑥) = 𝑥
3 − 2𝑥 + 4 ∈ ℝ[𝑥] 

𝑓5(𝑥) = 𝑥
16 − 𝑥 ∈ ℤ2[𝑥] 

𝑓6(𝑥) = 𝑥
4 + 3𝑥3 + 2𝑥 + 4 ∈ ℤ5[𝑥] 

𝑓7(𝑥) = 𝑥
4 + 𝑥2 − 2 ∈ ℝ[𝑥] 

 
𝑅لادا  (81 = (ℤ,+, . 𝑆ح قة ا اداد ال  ي ة و  ( =

(ℤ𝑚 , +, . ,  𝑚ح قة جم  و ضرب ا اداد ال  ي ة والمقاث  (
 ليدا الاطبيقو 
 𝜑: 𝑅 ⟶ 𝑆, 𝑟 ∈ 𝑅;𝜑(𝑟) = 𝑟(𝑚𝑜𝑑 𝑚) , 

:𝜑̅و الاطبيق                    𝑅[𝑥] ⟶ 𝑆[𝑥], 

 𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=0

∈ 𝑅[𝑥]:  𝜑̅(𝑓)

=∑𝑎𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝑚)𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=0
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غير  ا, فاثبت أنه𝑆كثير  حدود غير ااو ة ل ا  يل ا     𝑔(𝑥)إذا كامت 
 , حيث𝑅ااو ة ل ا  يل ا   

             deg(𝑔(𝑥)) = deg (𝜑̅(𝑔(𝑥)))   

 

     *****                         ****                       **** 
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 الفصل الرابع

 ,باقي و العمليات عليهاالمثاليات و حلقة ال

 المثاليات الأعظمية و الأولية و  الحلقات المحلية

Ideals and quotient rings and its 

Operations and Prime, maximal 

ideals and local rings 

  تساع  فيالتيو  ,تُسمى المثاليات نعرض في هذا الفصل نوعاً من الحلقات الجزئية
 في فهم الخواص همتس, و خاصة حلقات الباقيو  فهمهاالحلقات و دراسة خواص 

ا بالحقول وعلاقتهالأولية ن المثاليات كالمثاليات العظمى و الأساسية لأنواع معينة م
 .المناطق الصحيحةو 

ت الحلقا بين ن من المقارنةك  سن رس المبرهنات الأساسية في التماثل الحلقي التي تُ   
نعلم من الفصل الأول بأن الصورة المباشرة لحلقة كما أننا   ,سهلةبوسائل واضحة و 

زئية في الصورة العكسية لحلقة جو  ,قرتجزئية في المنطلق هي حلقة جزئية في المس
الصورة  نفإ من أجل المثاليات فقط لكنلقة جزئية في المنطلق, و المستقر هي ح
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 ,((4-2-4)ة لق )هذا ما تبينه المبرهنمثالي في المنط العكسية لمثالي في المستقر هو
 اً في الحالة العامة الصورة المباشرة لمثالي في المنطلق ليس بالضرورة أن يكون مثالي أيضاً و 

.𝐶  مبرهنة الباقي الصينيةعرض و  ,في المستقر 𝑅. 𝑇 
"𝑪𝒉𝒊𝒏𝒆𝒔𝒆 𝑹𝒆𝒎𝒂𝒊𝒏𝒅𝒆𝒓 𝑻𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎" في المثاليات. 

  يات الأولية و الأعظمية , وهي ذات أهمية كبيرة فيالمثال الفصل أيضاً نعرض في هذا 
"  Algebraic Geometryكثير من التطبيقات و خاصة الهن سة الجبرية "

ن للمثاليات الأولية علاقة إذ إ", Singularity Theoremنظرية الشواذ "و 
واضحة بالمناطق الصحيحة و تثل مركبات غير قابلة للاختزال  

𝐼𝑟𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑠    أن جذر أي مثالي في حلقة سنبين  و
, بينما اليكُل منها هذا المثيحوي   التي ثاليات الأولية في هذ  الحلقة و تقاطع كل الم

اسة العلاقة در و  تثل نقاط في الهن سة الجبرية.ظمية لها علاقة بالحقول و ات الأعالمثالي
ة الحلقات في حالة العامة لا يوج  علاقة بينها, و أنه في الحالنبين  فيما بينها و 

 اً لكن العكس ليس صحيحو  ,الواح ية يكون كل مثالي أعظمي هو مثالي أولي
ل ثاليات الرئيسية من أجل كسيكون العكس صحيحاً في حلقات المبالضرورة , )و 

صل هذا ما نبي نه في الف, و اً مثالي أولي مغاير للمثالي الصفري سيكون أعظمي
بالإضافة إلى عرض الشرط اللازم و الكافي من أجل أن تكون الصورة  ,الخامس(

المباشرة لمثاليات أولية أو عظمية وفق تشاكل حلقي هي أيضاً مثالي أولي أو 
أن المثالي التي تبين   "𝐀𝐯𝐨𝐢𝐝𝐨𝐧𝐜𝐞 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞" خاصةنعرض و  أعظمي. 

 تماً ثاليات أولية حلم منته   اجتماع محتوى في هو )لا يساوي كامل الحلقة( الذي
افي من الكوعرض الشرط اللازم و  ,محتوى في إح ى هذ  المثاليات الأولية سيكون
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ي وفق تشاكل حلقي هعظمية أأجل أن تكون الصورة المباشرة لمثاليات أولية أو 
في  "𝑁𝑎𝑘𝑎𝑦𝑎𝑚𝑚𝑎′𝑠 𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎"تهي ية و  أيضاً مثالي أولي أو أعظمي

بعض و  اً وحي  اً أعظمي اً بالإضافة إلى عرض الحلقات المحلية التي تلك مثالي ,الحلقات
تعين  العناصر المتعادلة فيها, بالإضافة إلى توضع الحلقات و خواصها, 

"𝑳𝒐𝒄𝒂𝒍𝒊𝒛𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒐𝒇 𝑹𝒊𝒏𝒈 "   عن  مجموعة مغلقة ضربياً وعن
تكون حلقة و  مثالي أعظمي وحي  على ويتتحكيفية بناء حلقة الأولية و المثاليات 

 .محلية

 المثاليات: .4-1

دراسة , و العمليات عليهاعريف المثاليات و سنعرض في هذا الجزء من الفصل ت
 .خواصها الأساسية

 تعريف:. 4-1-1

∅حلقة و  𝑅لتكن  ≠ 𝐼 ⊆ 𝑅  مجموعة جزئية غير خالية في𝑅 .  إن: 

1- 𝐼 في  أو مثالي يميني أو مثالي من اليمين  مثالي أيمن𝑅  :إذا تحقق 
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 ,  
∀𝑟 ∈ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝐼 ∶  𝑎. 𝑟 ∈ 𝐼 

𝐼نرمز لذلك بالرمز و  ⊴𝑟 𝑅. 

 
2- 𝐼 في  أو مثالي يساري أو مثالي من جهة اليسار مثالي أيسر𝑅 :إذا تحقق 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼   , 
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∀𝑟 ∈ 𝑅 , ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: 𝑟. 𝑎 ∈ 𝐼 

𝐼نرمز لذلك بالرمز و  ⊴𝑙 𝑅. 

3- 𝐼  مثالي في𝑅 تحقق: يساري, أي إذامثالي يميني و  إذا 
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 , 

∀𝑟 ∈ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝐼: 𝑎. 𝑟 ∈ 𝐼, 𝑟. 𝑎 ∈ 𝐼 

𝐼بالرمز نرمز لذلك و  ⊴ 𝑅. 

 . أمثلة: 4-1-2

𝑅لتكن  .1 = (𝑀2×2(ℤ), +, . حلقة المصفوفات المربعة ذات المرتبة  (
2 × عرفة على حلقة الأع اد الصحيحة,  2

ُ
 و الم

𝐼و  = {(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅  عن ئذ يكون .

𝐼 ⊴𝑟 𝑅  , 
 ذلك لأن: و  

∀𝑥 = (
𝑎    𝑏
0    0

) , 𝑦 = (
𝑐    𝑑
0    0

) ∈ 𝐼: 

𝑥 − 𝑦 = (
𝑎   𝑏
0   0

) − (
𝑐   𝑑
0  0

) = (
𝑎 − 𝑐    𝑏 − 𝑑
0            0

) ∈ 𝐼 

∀𝑟 = (
𝑎    𝑏
𝑐    𝑑

) ∈ 𝑅, ∀𝑥 = (
𝑒    𝑓
0    0

) ∈ 𝐼:   

𝑥. 𝑟 = (
𝑒  𝑓
0  0
) . (
𝑎  𝑏
𝑐  𝑑
) = (

𝑒𝑎 + 𝑓𝑐   𝑒𝑏 + 𝑓𝑑
0                  0

)  ∈ 𝐼 



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

717 
 

 لاحظ بأنه       

 𝑟. 𝑥 = (
𝑎    𝑏
𝑐    𝑑

) . (
𝑒    𝑓
0    0

) = (
𝑎𝑒    𝑏𝑓
𝑐𝑒     𝑑𝑓

)  ∉ 𝐼 

𝑅لتكن  .2 = ({(
𝑎    𝑏
0    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ,+, . حلقة  (

2المصفوفات المربعة ذات المرتبة  × عرفة على حلقة الأع اد  2
ُ
و الم

 الصحيحة, 

𝐼 و = {(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅 عن ئذ يكون . 

 𝐼 ⊴ 𝑅   ذلك لأن: و 

∀𝑥 = (
𝑎    𝑏
0    0

) , 𝑦 = (
𝑐    𝑑
0    0

) ∈ 𝐼: 

𝑥 − 𝑦 = (
𝑎  𝑏
0  0
) − (

𝑐  𝑑
0  0
) = (

𝑎 − 𝑐    𝑏 − 𝑑
0            0

) ∈ 𝐼 , 

∀𝑟 = (
𝑎    𝑏
0    𝑐

) ∈ 𝑅, ∀𝑥 = (
𝑒    𝑓
0    0

) ∈ 𝐼: 

 𝑟. 𝑥 = (
𝑎    𝑏
0    𝑐

) . (
𝑒    𝑓
0    0

) = (
𝑎𝑒    𝑎𝑓
0     0

)  ∈ 𝐼 

 كما أن      

∀𝑟 = (
𝑎    𝑏
0    𝑐

) ∈ 𝑅, ∀𝑥 = (
𝑒    𝑓
0    0

) ∈ 𝐼: 𝑥. 𝑟

= (
𝑒    𝑓
0    0

) . (
𝑎    𝑏
0    𝑐

)

= (
𝑎𝑒    𝑏𝑒 + 𝑓𝑐
0             0     

)  ∈ 𝐼 
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𝑅لتكن  .3 = (𝑀2×2(ℤ), +, . حلقة المصفوفات المربعة ذات المرتبة  (
2 × عرفة على حلقة الأع اد الصحيحة,  2

ُ
 و الم

𝐼و  = {(
0    𝑎
0    𝑏

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅  عن ئذ يكون .

𝐼 ⊴𝑙 𝑅  , 
 ذلك لأن: و 

∀𝑥 = (
0    𝑎
0    𝑏

) , 𝑦 = (
0    𝑐
0    𝑑

) ∈ 𝐼: 𝑥 − 𝑦

= (
0   𝑎
0   𝑏

) − (
0  𝑐
0  𝑑
) = (

0  𝑎 − 𝑐
0  𝑏 − 𝑑

) ∈ 𝐼 , 

∀𝑟 = (
𝑎    𝑏
𝑐    𝑑

) ∈ 𝑅, ∀𝑥 = (
0    𝑒
0    𝑓

) ∈ 𝐼:  

𝑟. 𝑥 = (
𝑎  𝑏
𝑐   𝑑

) . (
0   𝑒
0   𝑓

) = (
0    𝑎𝑒 + 𝑏𝑓
0     𝑐𝑒 + 𝑑𝑓

)  ∈ 𝐼 

 لاحظ بأنه    

 𝑥. 𝑟 = (
0    𝑒
0    𝑓

) . (
𝑎    𝑏
𝑐    𝑑

) = (
𝑒𝑐    𝑒𝑑
𝑓𝑐     𝑓𝑑

)  ∉ 𝐼 

  ن  إا مثالي في نفسها أي حلقة فإنه 𝑅إذا كانت   .4
 , 𝑅 ⊴ 𝑅 {0}و ⊴ 𝑅  و يسمى المثالي الصفري )المكون من العنصر

 .الحيادي بالنسبة إلى قانون التشكيل الأول(
𝑅 لتكن  .5 = (ℤ, 𝑛حلقة الأع اد الصحيحة و  (∗,+ ∈ ℤ  ًع دا

𝐼 إن   صحيحاً.  = 𝑛ℤ ⊴ 𝑅  , ذلك لأن: و 
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∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: 𝑎 − 𝑏 = 𝑛𝑧1 − 𝑛𝑧2 = 𝑛(𝑧1 − 𝑧2) ∈ 𝐼 , 

∀𝑟 ∈ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝐼: 𝑎. 𝑟 = 𝑟𝑎 = 𝑛(𝑧. 𝑟)  ∈ 𝐼 

,𝑧1حيث              𝑧2, 𝑧 ∈ ℤ. 

𝑅إذا كانت  .6 = (ℤ6,⊕,⊗)  و كان𝐼 = 3ℤ6 = {0,3} ,
𝐼فإن  ⊴ 𝑅.  لأن:ذلك و 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: 𝑎 − 𝑏 = 3𝑧1 − 3𝑧2 = 3(𝑧1 − 𝑧2) ∈ 𝐼 , 

∀𝑟 ∈ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝐼: 𝑎. 𝑟 = 𝑟𝑎 = 3(𝑧. 𝑟)  ∈ 𝐼 

,𝑧1حيث                  𝑧2, 𝑧 ∈ ℤ6 . 

𝑅إذا كانت   .7 = (ℝ[𝑥], 𝐼و كان  (∗,+ =

{𝑥𝑓(𝑥):   𝑓(𝑥) ∈ 𝑅}  فإن𝐼 ⊴ 𝑅. :لأن 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: 𝑎 − 𝑏 = 𝑥𝑓1(𝑥) − 𝑥𝑓2(𝑥)

= 𝑥(𝑓1(𝑥) − 𝑓2(𝑥)) ∈ 𝐼 , 

∀𝑔(𝑥) ∈ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝐼: 𝑎. 𝑟 = 𝑟𝑎 = 𝑥(𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥))  ∈ 𝐼 

,𝑓1(𝑥)حيث                  𝑓2(𝑥), 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅 . 

𝐴لتكن  .8 = {𝑎, 𝑏} مكونة من عنصرين فقط. عن ئذ مجموعة 
 𝑅 = (𝐴, 𝐼1حلقة و  (∩,∆ = {∅, {𝑎}} ⊴ 𝑅  

𝐼2و        = {∅, {𝑏}} ⊴ 𝑅. 
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𝑅لتكن  .9 = ℤ × ℤ  ,مجموعة معرف عليها قانوني تشكيل داخليين
.)و الثاني  (+)الأول   وفق الآتي: (

 ∀𝑥 = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑)   و 

𝑥. 𝑦 = (𝑎𝑐, 𝑏𝑑)ئذ تكون  . عن𝑅 = (ℤ × ℤ,+, . حلقة  (
𝐼   و = {(𝑎, 0):  𝑎 ∈ ℤ} ⊴ 𝑅 . 

 

𝑅لتكن  .11 = (ℝ,+, .  حلقة الأع اد الحقيقية  (
𝐼و  = ℚ ⋬ 𝑅 في  اً و لكنه ليس مثالي𝑅 :و ذلك لأن 
 𝑎 = 2 ∈ 𝐼, 𝑟 = √2 ∈ 𝑅: 𝑎𝑟 = 𝑟𝑎 = 2√2 ∉ 𝐼. 

 ملاحظة:

لية ي يتطابق في الحلقات التبدياليسار مفهوم المثالي اليميني و  إن   (1
لمثالي اقات التبديلية المثالي اليساري و ه في الحلن  إأي  ,ا  يكون مثاليو 

 اليميني هما مثالي.
ليس  العكسة, و إن كل مثالي في حلقة هو حلقة جزئية في هذه الحلق (2

 11رقم  (2-1-4) يوضح ذلك المثال السابق بالضرورة, ا  صحيح
𝑹أو في حالة كانت الحلقة  = (ℚ,+, . حلقة الأعداد الكسرية  (

𝑰و  = ℤ ⋪ 𝑹 . 
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 عطيترية تكون بنفس الطريقة و اليسادراسة المثاليات اليمنية و  إن   (3
لذلك سنعرض في هذا الفصل دراسة للمثاليات دون , و نفسها النتائج

أن تقاطع  نيمبرهنة تب   أتيي نعرض فيما ذكر مثالي يميني أو يساري. 
 مثاليات في حلقة ما هو مثالي في هذه الحلقة.

 مبرهنة: .4-1-3

𝐼𝑖:   𝐼𝑖}حلقة و  𝑅إذا كانت  ⊴ 𝑅}𝑖∈𝐻 بأدلة من  مجموعة مثاليات مرقمة
𝐼فإن  𝑅في  𝐻المجموعة  = ⋂ 𝐼𝑖𝑖∈𝐻 ⊴ 𝑅. 

 الإثبات:

∀𝑖 ∈ 𝐻: 0 ∈ 𝐼𝑖 ⇒ 0 ∈ 𝐼 ⇒ ∅ ≠ 𝐼 ⊆ 𝑅 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼𝑖  ; ∀𝑖 ∈ 𝐻
𝐼𝑖⊴𝑅
⇒  𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼𝑖  ; ∀𝑖

∈ 𝐻 ⇒ 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼 

∀𝑎 ∈ 𝐼 , ∀𝑟 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑎 ∈ 𝐼𝑖; ∀𝑖 ∈ 𝐻, 𝑟 ∈ 𝑅 
𝐼𝑖⊴𝑅
⇒   𝑎. 𝑟 ∈ 𝐼𝑖 ⇒ 𝑎. 𝑟 ∈ 𝐼 

𝐼و منه يكون  = ⋂ 𝐼𝑖𝑖∈𝐻  مثالي في𝑅. 

 ملاحظة:

ضح , كما تو كل مثالي هو حلقة جزئية و لكن العكس غير صحيح بالضرورة -
 .الملاحظة السابقة



 نظرية الحلقات                                                    قسم الرياضيات

711 
 

المبرهنة  في هذ  الحلقة حسب اً دائماً مثالي لمثاليات في حلقة ما يكون قاطعالت -
كون أن يليس بالضرورة لمثاليات في حلقة ما  و الاجتماع (,3-1-4السابقة )

قة ما أن حلقات جزئية في حللأنه ليس بالضرورة اجتماع مثالي في هذ  الحلقة 
كما  .يكون حلقة جزئية في هذ  الحلقة, و هذا ما وضحنا  في الفصل الأول

الة في هذ  الحلقة في ح اً اجتماع المثاليات في حلقة ما يكون دائماً مثاليأن 
د علاقة احتواء بين هذ  المثاليات, و أيضا هذا ما وضحنا  في الفصل وجو 

 الأول من أجل اجتماع الحلقات الجزئية.

𝐼1حلقة و لتكن  𝑅إذا كانت , أي              ⊴ 𝑅 &𝐼2 ⊴ 𝑅 :فإن 

𝐼1 ⊆ 𝐼2  ∨ 𝐼2 ⊆ 𝐼1 ⇔ (𝐼1 ∪ 𝐼2) ⊴ 𝑅 

𝐼𝑖:   𝐼𝑖}و يمكن تعميم ذلك من أجل     ⊴ 𝑅}𝑖∈𝐻   حيث𝑯 مجموعة 
𝑰 إن   أيجزئية من مجموعة الأعداد الطبيعية,  = ⋃ 𝑰𝒊𝒊∈𝑯 ⊴ 𝑅  إذا وفقط

𝑰𝟏إذا كان  ⊆ 𝑰𝟐 ⊆ 𝑰𝟑 ⊆ ⋯… ..  . 

لك من ذفي حلقة مساوٍ لكامل الحلقة, و  ا  نعرض الشرط الكافي ليكون مثالي
 خلال المبرهنة الآتية.

 مبرهنة: .4-1-4

𝐼 و 1𝑅واح ية واح ها حلقة تب يلية  𝑅لتكن  ⊴ 𝑅.:عن ئذ 

1إذا كان  -1 ∈ 𝐼  فإن𝐼 = 𝑅. 
𝑎إذا وج  عنصر  -2 ∈ 𝐼  ًفي  للقلب قابلا𝑅ن إ, ف𝐼 = 𝑅. 
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 الإثبات:

1. ∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟 = 1. 𝑟 ∈ 𝐼 ⇒ 𝐼 = 𝑅 

2. ∃𝑎 ∈ 𝐼; ∃𝑎−1 ∈ 𝑅: 1 = 𝑎. 𝑎−1 ∈ 𝐼
(1)
⇒  𝐼 = 𝑅. 

 ملاحظة: 

𝑰  وحقلا   𝑹إذا كانت      ⊴ 𝑹 , فإن𝑰 = 𝑰أو  {𝟎} = 𝑹 , ن  إأي 
ي كامل المثالفقط هما المثالي الصفري و ثنين ايين الحقل يحوي فقط مثال

𝑰ذلك لأنه إذا كان و الحلقة.  =  فيتم المطلوب,  {𝟎}

𝑰في حالة و  ≠ 𝟎يوجد  {𝟎} ≠ 𝒂 ∈ 𝑰 ⊆ 𝑹  كون و𝑹  حقلا  فيكون𝒂 
( 4-1-4( في المبرهنة السابقة )2حسب )و  𝑹للقلب في  قابلا   ا  عنصر 
𝑰يكون  = 𝑹 . 

𝐼حلقة و  𝑅لتكن  تعريف: .4-1-5 ⊴ 𝑅  .المثالي  إن𝐼 : 

 وفقط إذا وج ت مجموعة جزئية مثلإذا  𝑅منتهي التولي  في  -1
 𝐴 = {𝑎1, … , 𝑎𝑛} ⊆ 𝐼 :تحقق 

∀𝑎 ∈ 𝐼: 𝑎 =∑𝑎𝑖 . 𝑟𝑖

𝑛

𝑖=1

 ; 𝑟𝑖 ∈ 𝑅 

𝐼نرمز لذلك بالرمز و  =< 𝐴 >= 〈𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛〉𝑅. 
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𝐴و في حالة المجموعة  = {𝑎} بعنصر  اً ل مو  نه يكون إن عنصر واح  فمكونة م
𝐼 لذلكز رمواح  و ي = 〈𝑎〉𝑅  و أي عنصراً رئيسي اً يسمى مثاليو , 

 𝑏 ∈ 𝐼 = 〈𝑎〉𝑅  إذا وفقط إذا كان يوج  عنصر مثل𝑐 ∈ 𝑅  يحققو 

 𝑏 = 𝑎𝑐  ن إ, أي𝐼  مثالي رئيسي مول  بعنصر مثل𝑎 ∈ 𝐼 و فقط إذا  اإذ
𝑏     تحقق ∈ 𝐼 = 〈𝑎〉𝑅  ⟺ ∃ 𝑐 ∈ 𝑅 ∶   𝑏 = 𝑎𝑐 

على أنه تقاطع كل  𝑅في الحلقة  𝐴و يمكن أن يعُرف المثالي المو ل  بمجموعة مثل 
>ن إ, أي  𝐴التي تحوي المجموعة  𝑅المثاليات في  𝐴 >= ⋂ 𝐼𝐴⊆𝐼⊴𝑅  , 

 بهذ  المجموعة هو أصغر مثالي يحوي هذ  المجموعة. ول بذلك يكون المثالي المو 

 ثالي رئيسي.هو م 𝑅حلقة مثاليات رئيسية إذا كان كل مثالي في  𝑅 إن  يقُال  -2

ن إهو مثالي رئيسي, ف 𝑅و كان كل مثالي في  𝐼𝐷هي  𝑅كانت و في حال     
𝑅  ُو يرمز لها  سمى منطقة مثاليات رئيسيةت𝑃𝐼𝐷 راستها بشكل أوسع ) سيتم د

 .(امسفي الفصل الخ

 أمثلة:. 4-1-6

حلقة واح ية فهي مثالي رئيسي مو ل ة بإح ى العنصرين  𝑅إذا كانت  -1
𝑅 إن  , أي {±1} =< 1 > =< −1 >. 

و ل ة بأي عنصر مغاير للصفر حقلًا فهي مثالي رئيسي م 𝑅إذا كانت  -2
𝑅إن  أي , منها =< 𝑎 0, حيث  < ≠ 𝑎 ∈ 𝑅. 

𝑅 إذا كانت -3 = (ℤ, +, .  فإنحلقة الأع اد الصحيحة,  (
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 𝐼 = 2ℤ = يمكن أن نعمم ذلك من أجل كل و  مثالي رئيسي. 〈2〉
𝑛 ∈ ℤ  يكون𝐼 = 𝑛ℤ =< 𝑛 مو ل   𝑅مثالي رئيسي في  <
𝑛بالعنصر  ∈ 𝑅. 

𝑅إذا كانت  -4 = (2ℤ, +, .  إن  حلقة الأع اد الصحيحة الزوجية, ف (
     𝐼 = {4𝑟 + 4𝑛: 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ ℤ} = مثالي  〈4〉

𝑎رئيسي مو ل  بالعنصر  = 4 ∈ 𝑅 . 
𝑅إذا كانت  -5 = (ℤ, +, . منطقة  𝑅حلقة الأع اد الصحيحة, فإن  (

 مثاليات رئيسية.
𝑅و ذلك لأن: = (ℤ, +, . ليتم  , 𝐼𝐷هي منطقة صحيحة  (

 مو ل  بعنصر واح  كما يلي: 𝑅المطلوب سنثبت أن كل مثالي في 

𝐼ليكن  ⊴ 𝑅  فإذا كان𝐼 = 𝐼يتم المطلوب , أما إذا كان  〈0〉 ≠ 〈0〉 
𝑥عن ئذ يوج   ∈ 𝐼  بحيث𝑥 ≠  أصغر ع د صحيح 𝑚, و بفرض أن  0

𝐼, لنبين  أن  𝐼موجب في  = 〈𝑚〉 .وفق الآتي 

𝑚  إن    ∈ 𝐼  و منه〈𝑚〉 ⊆ 𝐼 , أياً كان  و من جهة أخرى∀𝑎 ∈ 𝐼 
 نهإف

∃𝑞, 𝑟 ∈ ℤ: 𝑎 = 𝑚𝑞 + 𝑟 ; 

𝑟 = 0 ∨ 0 < 𝑟 < 𝑚 (حسب خوارزمية القسمة) 

𝑟نفرض ج لًا أن   ≠ 𝑟عن ئذ  0 < 𝑚  و بالتالي𝑟 = 𝑎 −𝑚𝑞 
𝑟وبالتالي  ∈ 𝐼 , هذا غير ممكن لأن و𝑚  أصغر ع د صحيح موجب في𝐼, 
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𝑟 إن  , أي هذا تناقض و  =  بالتاليو   .0

 𝐼 ⊆ 〈𝑚〉 ⇐ 𝑎 ∈ 〈𝑚〉 ⇐ 𝑎 = 𝑚𝑞  منه و𝐼 = 〈𝑚〉. 

نها إمثالي فيها مو ل  بعنصر واح  أي و كل  𝐼𝐷هي  𝑅 مما سبق تكون و 
 منطقة مثاليات رئيسية.

عرفة على  𝑅[𝑥]  وحقلاً  𝑅 لتكن  -6
ُ
. عن ئذ 𝑅حلقة كثيرات الح ود الم

𝑅[𝑥] .أن   بما منطقة مثاليات رئيسية 𝑅  حقل فهي منطقة صحيحة
 لتكونة صحيحة وذلك من الفصل الثاني. و منطق 𝑅[𝑥]بالتالي تكون و 

𝑅[𝑥] يكفي أن نثبت بأن أي مثالي فيها هو  منطقة مثاليات رئيسية
  مثالي رئيسي أي مو ل  بعنصر واح .

𝐼ليكن   ⊴ 𝑅:نميز الحالات الآتية , 
𝐼أولًا: إذا كان  =  فيكون مو ل  بعنصر واح  هو الصفر. {0}
0∃ثانياً: إذا كان  ≠ 𝑎 ∈ 𝑅; 𝑎 ∈ 𝐼   أي𝐼  قابلاً  اً يحوي عنصر 
 ن أي عنصر منها مغاير للصفر يكون قابلاً إحقلًا ف 𝑅للقلب كون 

𝐼 ( يكون 4-1-4حسب المبرهنة السابقة )للقلب, و  = 𝑅  , وكون𝑅 
 .𝑅بأي عنصر مغاير للصفر في  اً مو ل  𝐼حقلًا فيكون 
{0}ثالثاً: إذا كان  ≠ 𝐼 ≠ 𝑅  , و في هذ  الحالة توج  كثيرة ح ود
𝑓(𝑥)غير ثابتة مثل   ∈ 𝐼 تكون درجتها أصغرية )أي لا توج  كثيرة  إذ

 (, 𝑓(𝑥)تكون درجتها أصغر من درجة  𝐼ح ود غير ثابتة في 
>و منه  𝑓(𝑥) >⊆ 𝐼 لتكن . من جهة ثانية∀ 𝑔(𝑥) ∈ 𝐼    يوج
,𝑞(𝑥)ح ود وحي تين  اكثيرت 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] تحققان 
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𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑓(𝑥) + 𝑟(𝑥) ; 
  𝑟(𝑥) = أو 0 deg(𝑟(𝑥)) < deg(𝑓(𝑥))  

 و ذلك حسب خوارزمية القسمة في حلقة كثيرات الح ود.
𝑟(𝑥)نفرض ج لًا أن  ≠ deg(𝑟(𝑥))أي أن   0 <

deg(𝑓(𝑥))  و منه , 
 𝑟(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑞(𝑥)𝑓(𝑥) ∈ 𝐼  , هذا يناقض كون لا و

, 𝑓(𝑥)تكون درجتها أصغر من درجة  𝐼توج  كثيرة ح ود غير ثابتة في 
 ن الفرض الج الي خاطئ, إأي 

𝑟(𝑥)منه و  = 𝑔(𝑥)أي  0 = 𝑞(𝑥)𝑓(𝑥)  , 
𝑔(𝑥)منه و   ∈< 𝑓(𝑥) 𝐼أي  < ⊆< 𝑓(𝑥) >   , 
𝐼بالتالي و  =< 𝑓(𝑥) > . 

تكون منطقة مثاليات  𝑅[𝑥]منه , و  اً رئيسي اً مثالي 𝐼مما سبق يكون 
 رئيسية.

( هو 6-1-4من الأمثلة السابقة ) (6رقم )حقل في المثال  𝑹  إن    ملاحظة:
ه في ن  إمنطقة مثاليات رئيسية, أي  𝑹[𝒙]شرط ضروري من أجل أن تكون 

منطقة مثاليات  𝑹[𝒙]منطقة صحيحة فليس بالضرورة أن تكون  𝑹حالة 
 يمكن أن نبي ن ذلك من خلال المثال الآتي.رئيسية, و 

 مثال: .4-1-7

𝑅لتكن  = (ℤ, +, . حلقة كثيرات  𝑅[𝑥]الأع اد الصحيحة, و  حلقة (
عرفة على 

ُ
منطقة صحيحة ) من الفصل الثاني(  𝑅[𝑥] ن. عن ئذ تكو 𝑅الح ود الم
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ي  ليس حذلك لأنه يوج  على الأقل مثالي و هي ليست منطقة مثاليات رئيسية, و و 
 𝑅[𝑥] هو مجموعة كل كثيرات الح ود من 𝐼فيها, وليكن هذا المثالي  اً رئيسي اً مثالي

 ن  إأي  اً  يكون فيه الح  الثابت زوجيتيالو 

𝐼 = {𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=0

∶ 𝑎𝑖 ∈ ℤ, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑎0 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)} 

𝐼من الواضح أن  ≠ 𝑅  مثالي في𝑅  ن  إلا يساويها. أي و 𝐼 ≠< ±1 > .
 إن   مثالي رئيسي أي 𝐼نفرض ج لًا أن 

∃𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]:  𝐼 =< 𝑓(𝑥) > , 

𝑔(𝑥)لكن و     = 2 ∈ 𝐼 =< 𝑓(𝑥)  , منه يوج و 

ℎ(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]: 2 = 𝑓(𝑥). ℎ(𝑥), 

 منطقة صحيحة يكون 𝑅لأن و 

 0 = deg(𝑔(𝑥)) = deg(𝑓(𝑥)) + deg(ℎ(𝑥)) ن  إ, أي 
𝑓(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ 𝑅  2أي  كثيرات ح ود ثابتة = 𝑓. ℎ ∈ ℤ  ,  و بما أن 

𝑓 ≠ 𝑔فتكون  ±1 ≠ 𝑓ن إأي  ±2 = ℎو  ±2 =  ن  إ, أي ±1
𝐼 =< 2 𝑠(𝑥)و لكن  < = 𝑥 + 2 ∈ 𝐼 =< 2 ه ن  إأي  <

∃ 𝑚(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]:  𝑥 + 2 = 𝑓(𝑥)𝑚(𝑥) = ±2𝑚(𝑥) , 

 هذا غير ممكن لأن كثيرات الح ود هذ  معرفة على حلقة الأع اد الصحيحة, و 
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منه تكون و  𝑅[𝑥]في  اً رئيسي اً ليس مثالي 𝐼ن إبالتالي الفرض الج لي خاطئ , أي و 
𝑅[𝑥] .ليست منطقة مثاليات رئيسية 

 يات.المثالبعض خواص العمليات الجبرية على و  اً تعريف أتينعرض فيما ي

 تعريف: .4-1-8

𝐼حلقة و  𝑅لتكن  ⊴ 𝑅  و𝐽 ⊴ 𝑅 :فإن 

1)            𝐼 + 𝐽 = {𝑎 + 𝑏 ∶    𝑎 ∈ 𝐼, 𝑏 ∈ 𝐽} 

2)       𝐼. 𝐽 = {∑𝑎𝑖 . 𝑏𝑖 ∶     𝑎𝑖 ∈ 𝐼 , 𝑏𝑖 ∈ 𝐽

𝑖

} 

إن   عناصر الج اء لمثاليين هو مجموع منتهي لج اء عنصر من المثالي الأول بعنصر من 
 المثالي الثاني.

 " 𝐽 "The quotient of I by Jللمثالي  𝐼تعُرف نسبة المثالي  (4
 بالشكل:

𝐼: 𝐽 = {𝑟 ∈ 𝑅   |   𝑟. 𝐽 ⊆ 𝐼} 

 بالشكل التالي: 𝐼عرف جذر المثالي يُ  (5

√𝐼 = {𝑟 ∈ 𝑅; ∃𝑛 ∈ ℤ+; 𝑎𝑛 ∈ 𝐼} 

𝐼في حالة و              = √𝐼    يُسمى المثالي𝐼 اً جذري اً مثالي. 

 بالشكل  𝐼عادم المثالي يعُرف  (6
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𝑎𝑛𝑛(𝐼) = {𝑟 ∈ 𝑅:  𝑟. 𝐼 =< 0 >} 

 في و عادم المثالي مثالياتو نسبة و جذر المبرهنة الآتية تبين  بأنه جمع و ضرب 
الحلقة, بالإضافة إلى بعض الخواص.مثالي في هذ   ما هو أيضاً  حلقة  

مبرهنة: .4-1-9  

𝐼حلقة و  𝑅ليكن  ⊴ 𝑅  و𝐽 ⊴ 𝑅  مثاليات في𝑅:عن ئذ . 

1- 𝐼. 𝐽 ⊴ 𝑅   و   𝐼 + 𝐽 ⊴ 𝑅, 𝐽 ⊆ 𝐼 + 𝐽   و   𝐼 ⊆ 𝐼 +
𝐽     و𝑎𝑛𝑛(𝐼) ⊴ 𝑅 . 

,𝐼1إذا كان  -2 𝐼2, … , 𝐼𝑛  مثاليات في𝑅 :فإن 

∑𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

⊴ 𝑅     &∏𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

⊴ 𝑅 

3- 𝐼: 𝐽 ⊴ 𝑅  
,𝐼1إذا كانت  -4 𝐼2, … , 𝐼𝑛  مثاليات في𝑅   فإن: 

(⋂𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

) : 𝐼 =⋂(𝐼𝑖 ∩ 𝐼) 

𝑛

𝑖=1

 , 

    𝐼:∑𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

=⋂(𝐼: 𝐼𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

𝐾كان إذا   -5 ⊴ 𝑅  :فإن(𝐼: 𝐽. 𝐾) = (𝐼: 𝐾): 𝐽 

ثبات: لإا  

𝐽  أنمن الواضح  -1 ⊆ 𝐼 + 𝐽   و   𝐼 ⊆ 𝐼 + 𝐽. 



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

111 
 

,𝐼بما أن  𝐽 ⊴ 𝑅 0, فأن ∈ 𝐼, 0 ∈ 𝐽 , 
0و منه  = 0 + 0 ∈ 𝐼 + 𝐽 , 
𝐼ن إأي           + 𝐽 ≠ ∅ , 

∀𝑥 ∈ 𝐼 + 𝐽: ∃𝑎 ∈ 𝐼, 𝑏 ∈ 𝐽; 
  𝑥 = 𝑎 + 𝑏, ∀ 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑟𝑎 ∈ 𝐼, 𝑟𝑏 ∈ 𝐽 
𝑟𝑥 = 𝑟(𝑎 + 𝑏) = 𝑟𝑎 + 𝑟𝑏 ∈ 𝐼 + 𝐽 
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 + 𝐽: ∃𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐼, 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐽; 

  𝑥 = 𝑎1 + 𝑏1 , 𝑦 = 𝑎2 + 𝑏2 
𝑥 − 𝑦 = (𝑎1 + 𝑏1) − (𝑎2 + 𝑏2)

= (𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2)  ∈ 𝐼 + 𝐽 
𝐼 و بالتالي يكون   + 𝐽 ⊴ 𝑅. 

,𝐼بما أن  𝐽 ⊴ 𝑅0ن إ, ف ∈ 𝐼, 0 ∈ 𝐽  , 
0و منه  = 0.0 ∈ 𝐼. 𝐽 , 

.𝐼ن إأي           𝐽 ≠ ∅, 

∀𝑥 ∈ 𝐼. 𝐽: 𝑥 =∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

,

𝑎𝑖 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 ∈ 𝐽, ∀ 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑟𝑎𝑖 ∈ 𝐼 

𝑟𝑥 = 𝑟 (∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

) =∑(𝑟𝑎𝑖)𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

∈ 𝐼. 𝐽 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼. 𝐽: 𝑥 =∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

, 𝑦 =∑𝑐𝑗𝑑𝑗

𝑚

𝑗=1

,

𝑎𝑖 , 𝑐𝑗 ∈ 𝐼, 𝑏𝑖 , 𝑑𝑗 ∈ 𝐽;  
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𝑥 − 𝑦 =∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

−∑𝑐𝑗𝑑𝑗

𝑚

𝑗=1

= ∑ 𝑒𝑘𝑓𝑘

𝑛+𝑚

𝑘=1

  

𝑒𝑘حيث  = 𝑎𝑘 , ∀ 𝑘 ∈ {1,2, … . . , 𝑛} , 
𝑒𝑘+𝑠و  = −𝑐𝑠, ∀ 𝑠 ∈ {1,2, … . , 𝑚} 

𝑓𝑘 = 𝑏𝑘 , ∀ 𝑘 ∈ {1,2, … . . , 𝑛}  
𝑒𝑘+𝑠و  = 𝑑𝑟 , ∀ 𝑠 ∈ {1,2, … . , 𝑚} , 

𝑒𝑘و منه  ∈ 𝐼  و𝑓𝑘 ∈ 𝐽  ,و ذلك 
 ∀ 𝑘 ∈ {1,2, …… ,𝑚 + 𝑛} ن إ, أي𝑒𝑘𝑓𝑘 ∈ 𝐼. 𝐽  منه و 

𝑥 − 𝑦 =∑𝑎𝑖𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

−∑𝑐𝑗𝑑𝑗

𝑚

𝑗=1

= ∑ 𝑒𝑘𝑓𝑘

𝑛+𝑚

𝑘=1

 

∈ 𝐼 + 𝐽 
𝐼بالتالي و           + 𝐽 ⊴ 𝑅. 

0بما أن  ∈ 𝑅: 0. 𝐼 =< 0 >⟹ 0 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝐼)  أي إن
𝑎𝑛𝑛(𝐼) ≠ ∅ , 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝐼): 𝑥. 𝐼 = 𝑦. 𝐼 =< 0 > , 
𝑥)و منه   − 𝑦). 𝐼 =< 0 𝑥أي إن  < − 𝑦 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝐼) . 

∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝐼): 𝑥. 𝐼 =< 0 > 
⟹ 𝑟𝑥. 𝐼 =< 0 >⟹ 𝑟𝑥 ∈ 𝑎𝑛𝑛(𝐼) 

 .𝑅مثالي في  𝑎𝑛𝑛(𝐼)و بالتالي 
ع د  𝑛و لكن بالاستقراء الرياضي على ثبات بشكل مشابه يتم الإ   -2

 المثاليات.
3-  
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∀𝑎 ∈ 𝐽: 0. 𝑎 = 0 ⟹ 0. 𝐽 = 0 ⊆ 𝐼 ⟹ 0 ∈ 𝐼: 𝐽

⟹ 𝐼: 𝐽 ≠ ∅ 

∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼: 𝐽, ∀ 𝑟 ∈ 𝑅, ∀ 𝑧 ∈ 𝐽: 𝑥𝑧 ∈ 𝐼, 𝑦𝑧 ∈ 𝐼 

 و منه 
{(𝑥 − 𝑦)𝑧 = 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 ∈ 𝐼, ∀ 𝑧 ∈ 𝐽}

⟹ (𝑥 − 𝑦)𝐽 ⊆ 𝐼 
⟹ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼: 𝐽 

(𝑟𝑥)𝐽 = 𝑟(𝑥𝐽) ⊆ 𝑟𝐼 ⊆ 𝐼 ⟹ 𝑟𝑥 ∈ 𝐼: 𝐽 
:𝐼و بالتالي    𝐽 ⊴ 𝑅 . 

4-  

𝐼:∑𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑(𝐼: 𝐼𝑖)

𝑛

𝑖=1

= {𝑥 ∈ 𝑅:  𝑥 (∑𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

) ⊆ 𝐼 }

= {𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥𝐼𝑖 ⊆ 𝐼, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}

=⋂(𝐼: 𝐼𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

}و ذلك لأن    
𝐼𝑖 ⊆ ∑ 𝐼𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑥 ∈ 𝑅:  𝑥(∑ 𝐼𝑖
𝑛
𝑖=1 ) ⊆ 𝐼

} ⟹ 𝑥𝐼𝑖 ⊆ 𝐼 
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(⋂𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

) : 𝐼 = {𝑥 ∈ 𝑅:  𝑥𝐼 ⊆⋂𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

 }

= {𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥𝐼 ⊆ 𝐼𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}

=⋂{𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥𝐼 ⊆ 𝐼𝑖}

𝑛

𝑖=1

=⋂(𝐼𝑖 ∩ 𝐼) 

𝑛

𝑖=1

 

5-  

(𝐼: 𝐽. 𝐾) = {𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥(𝐽𝐾) ⊆ 𝐼}

= {𝑥 ∈ 𝑅: (𝑥𝐽)𝐾 ⊆ 𝐼}

= {𝑥 ∈ 𝑅: 𝑥𝐽 ⊆ 𝐼: 𝐾} = (𝐼: 𝐾): 𝐽 

 : . أمثلة4-1-11

𝐼بأنه  امس الآتيصل الخ)سنبين  لاحقاً في الف + 𝐽 =< gcd(𝑎, 𝑏) و  <
𝐼. 𝐽 =< 𝑙𝑐𝑚(𝑎, 𝑏) 𝐼في حالة  < =< 𝑎 𝐽و  < =< 𝑏 > .) 

𝑅 لتكن  (1 = (ℤ,+, . 𝐽حلقة الأع اد الصحيحة و ( = 〈5〉,

𝐼 = 〈3〉 ⊴ 𝑅   مثاليات في𝑅. 
 عن ئذ:

 √𝐼 =< 3 >,√𝐽 =< 5 >, √𝑅 =< 0 >⊴ 𝑅  
       𝐼 + 𝐽 =< 1 > = 𝑅 ⊴ R , 
.𝐼   و         𝐽 =< 15 >⊴ 𝑅 , 
        𝐽: 𝐼 =< 5 >⊴ 𝑅   و   𝐼: 𝐽 = 〈3〉 ⊴ 𝑅 . 
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𝐽لتكن  (2 = 〈6〉 ⊴ 𝑅, 𝐼 = 〈4〉 ⊴ 𝑅 , 𝑅 = (ℤ, +, . ) 
𝐼√ فإن: =< 2 > , 

               𝐼 + 𝐽 =< 2 > ⊴ R   و𝐼. 𝐽 =< 12 >⊴ 𝑅 

           𝐽: 𝐼 =< 3 >⊴ 𝑅   و   𝐼: 𝐽 = 〈2〉 ⊴ 𝑅. 

𝑅 لتكن  (3 = (ℤ8, +, . المعرف عليها حلقة الأع اد الصحيحة (
 ,  8الضرب و الجمع بالمقاس 

𝐽و  = 〈4〉 = {0,4}, 𝐼 = 〈2〉 = {0,2,4,6} ⊴ 𝑅  
 . عن ئذ:𝑅مثاليات في 

 𝐼 + 𝐽 =< 2 > ⊴ R   و𝐼. 𝐽 =< 0 >⊴ 𝑅 , 
 , √𝑅 =< 2 >,√𝐽 =< 2 >,√𝐼 =< 2 > 

    𝐽: 𝐼 =< 2 >⊴ 𝑅   و   𝐼: 𝐽 = 𝑅 ⊴ 𝑅  . 
𝑅 لتكن  (4 = (ℤ24, +, . ) 

ُ
عرف عليها حلقة الأع اد الصحيحة الم

 ,  24الضرب و الجمع بالمقاس 
𝐽و  = 〈4〉 = {0,4,8,12,16,20} ⊴ 𝑅, 

  𝐼 = 〈12〉 = {0,2} ⊴ 𝑅   مثاليات في𝑅:عن ئذ . 
 𝐼 + 𝐽 =< 4 > ⊴ R   و𝐼. 𝐽 =< 12 >⊴ 𝑅 , 
 , √𝑅 =< 6 >,√𝐽 =< 2 >,√𝐼 =< 6 > 

           𝐽: 𝐼 = 𝑅 ⊴ 𝑅   و   𝐼: 𝐽 = 𝐽 ⊴ 𝑅 , 

                      𝑎𝑛𝑛(𝐼) =< 2 >, 𝑎𝑛𝑛(𝐽) =< 6 > . 
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𝑅 لتكن  (5 = (ℚ,+, . حلقة   𝑅[𝑥]حلقة الأع اد الكسرية و (
عرفة على 

ُ
𝐼  ليكن , و𝑅كثيرات الح ود الم = 〈𝑥〉 ⊴ 𝑅[𝑥]   مثالي

 . عن ئذ:𝑅في 
 𝐼 + 𝐼 =< 𝑥 > ⊴ R   و𝐼. 𝐼 =< 𝑥2 >⊴ 𝑅  

𝐼√و   =< 𝑥 >⊴ 𝑅 . 
𝑅 لتكن  (6 = (ℝ,+, . حلقة   𝑅[𝑥]حلقة الأع اد الحقيقية و (

عرفة على 
ُ
 ,𝑅كثيرات الح ود الم

𝐼و ليكن  = 〈𝑥3〉, 𝐽 =< 𝑥2 − 2𝑥 >⊴ 𝑅[𝑥]   مثاليات
 . عن ئذ:𝑅في 

 𝐼 + 𝐽 =< 𝑥 > ⊴ R و 𝐼. 𝐽 =< 𝑥5 − 2𝑥4 >⊴ 𝑅 , 

        𝐽: 𝐼 =< 𝑥 − 2 >⊴ 𝑅   و   𝐼: 𝐽 = 〈𝑥2〉 ⊴ 𝑅. 
𝑅 لتكن  (7 = (ℝ,+, . ,𝑅[𝑥حلقة الأع اد الحقيقية و ( 𝑦]   حلقة

عرفة على 
ُ
 .𝑅كثيرات الح ود الم

𝐼  و ليكن  = 〈𝑦〉, 𝐽 =< 𝑥 >⊴ 𝑅[𝑥, 𝑦]   مثاليات في𝑅 .
 عن ئذ:

  𝐼 + 𝐽 =< 𝑥, 𝑦 > ⊴ R  و𝐼. 𝐽 =< 𝑥𝑦 >⊴ 𝑅 , 
  𝐽: 𝐼 =< 𝑦 >⊴ 𝑅   و   𝐼: 𝐽 = 〈𝑥〉 ⊴ 𝑅           . 

𝑅لتكن  (8 = ({(
𝑎    𝑏
0    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ,+, .  حلقة (

2المصفوفات المربعة ذات المرتبة  × 2  
ُ
عرفة على حلقة الأع اد و الم

𝐼 الصحيحة = {(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅, 
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𝐽 = {(
0    𝑐
0    𝑑

) : 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅 :عن ئذ . 

,𝐼يكون              𝐽 ⊴ 𝑅   مثاليات في𝑅 ( 2-1-4من المثال ,) 

𝑰 + 𝑱 = {(
𝑚    𝑛
0    𝑘

) :𝑚, 𝑛, 𝑘 ∈ ℤ} = 𝑅 

𝑰. 𝑱 = {(
0    𝑛
0    0

) : 𝑛 ∈ ℤ} ⊴ 𝑅 

       𝐽: 𝐼 = 𝐽 ⊴ 𝑅   و   𝐼: 𝐽 = 𝐼 ⊴ 𝑅     

𝑅√و    = {(
0    𝑡
0    0

) :   𝑡 ∈ ℤ } . 

 تعريف: .4-1-11

,𝐼1 ليكن 𝐼2, … , 𝐼𝑛  مثاليات في حلقة𝑅   المجموع . يقُال إن 

𝐼 = ∑𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝐼1 + 𝐼2 +⋯…+ 𝐼𝑛 

𝐼رمز له بـ مجموع مباشر لهذ  المثاليات و يُ  = ⨁𝑖=1
𝑛 𝐼𝑖  في𝑅 قق إذا وفقط إذا تح 

𝑎كل عنصر منه مثل    ∈ 𝐼 = ∑ 𝐼𝑖
𝑛
𝑖=1  ُكتب بشكل وحي  على الشكل , ي

 التالي:

𝑎 =∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

   ; 𝑎𝑖 ∈ 𝐼𝑖  
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 جمع مباشر للمثاليات إذا تحقق: 𝑅تكون الحلقة و 

𝑅 = ⨁𝑖=1
𝑛 𝐼𝑖  ; 𝐼𝑖 ⊴ 𝑅  ; 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} 

 ملاحظة: المقصود بأن كل عنصر يُكتب بشكل وحيد هو أنه في حالة 

(

 
 
 
𝑎 =∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

   ; 𝑎𝑖 ∈ 𝐼𝑖

𝑎 =∑𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

   ; 𝑏𝑖 ∈ 𝐼𝑖
)

 
 
 
⟹ 𝒂𝒊 = 𝒃𝒊 ;   ∀ 𝒊 ∈ {𝟏, 𝟐,…… , 𝒏} 

 :مثال. 4-1-12

𝑅إذا كانت  = (ℤ12,⊕,⊗)  حلقة , و ليكن𝐼1 = {0,2} ⊴

𝑅  &𝐼2 = {0,6} ⊴ 𝑅   فإن 𝐼1 + 𝐼2  جمع مباشر في𝑅  أي
𝐼1⨁𝐼2 = {0,2,6,8} =< 2 >. 

𝐽1بينما   = 〈4〉 = {0,4,8} ⊴ 𝑅  و𝐽2 = 〈2〉 =

{0,2,4,6,8,10} ⊴ 𝑅  يكون مجموعهما𝐽1 + 𝐽2 =< 2 > 
10 لأنليس مجموعاً مباشراً, و ذلك  ∈ 𝐽1 + 𝐽2  يكُتب بشكلين

10 ين هما مختلف = 4 + 6 = 2 + 8 ∈ 𝐼1 + 𝐼2. 

من أجل أن يكون مجموع  نعرض من خلال المبرهنة الآتية الشرط اللازم و الكافي
 .مثاليات مجموعاً مباشراً 
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 مبرهنة: .4-1-13

,𝐼1 لتكن 𝐼2, … , 𝐼𝑛  مثاليات في حلقة𝑅  .:إن الشروط التالية متكافئة 

1) ∑ 𝐼𝑖
𝑛
𝑖=1 مجموع مباشر 

2) (𝑎𝑖 ∈ 𝐼𝑖  , ∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 = 0)  ⇒ 𝑎𝑖 = 0∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} 

3) 𝐼𝑖 ∩ ∑ 𝐼𝑗
𝑛
𝑖≠𝑗 = {0} . 

 الإثبات:

2 ⇐ 1  

∑أن  نفرض 𝐼𝑖
𝑛
𝑖=1 مباشر و لنثبت أن  الصفر يكتب بشكل وحي  كما  مجموع

 يلي:

𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 =∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

= 0 + 0 +⋯+ 0 

∑بما أن   𝐼𝑖
𝑛
𝑖=1 جمع مباشر عن ئذ: 𝑎𝑖 = 0 ; ∀𝑖{1,2, … , 𝑛} 

3 ⇐ 2  

{
{0} ⊆ 𝐼𝑖

{0} ⊆ ∑ 𝐼𝑗
𝑛
𝑖≠𝑗

} ⇒ {0} ⊆ 𝐼𝑖 ∩ ∑ 𝐼𝑗
𝑛
𝑖≠𝑗 و من جهة أخرى 

∀𝑥 ∈ 𝐼𝑖 ∩∑𝐼𝑗

𝑛

𝑖≠𝑗

⇒ 𝑥 ∈ 𝐼𝑖  ∧ 𝑥 ∈∑𝐼𝑗

𝑛

𝑖≠𝑗

 

⇒ ∃𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}, 𝑎𝑖 ∈ 𝐼𝑖 ∶ 𝑥 = 𝑎𝑖  ∧ 



 نظرية الحلقات                                                    قسم الرياضيات

171 
 

و    

∃𝑎1 ∈ 𝐼1, … , 𝑎𝑖−1 ∈ 𝐼𝑖−1, 𝑎𝑖+1 ∈ 𝐼𝑖+1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐼𝑛 ; 

𝑥 = 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑖−1 + 𝑎𝑖+1 +⋯+ 𝑎𝑛 

⇒ 0 = 𝑥 − 𝑥

= 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑖−1 − 𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1 +⋯+ 𝑎𝑛 
  حسب(2)
⇒    𝑎𝑖 = 0; ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}  ⇒ 𝑥 = 𝑎𝑖 = 0 

⇒ 𝑥 = 0 ⇒ 𝐼𝑖 ∩∑𝐼𝑗

𝑛

𝑖=1

⊆ {0} 

𝐼𝑖و بالتالي     ∩ ∑ 𝐼𝑗
𝑛
𝑖=1 = {0} 

1 ⇐ 3  

𝑎نفرض أنه يوج  عنصر مثل  ∈ ∑ 𝐼𝑖
𝑛
𝑖=1   أن هذين يكُتب بشكلين, ولنبين

 ن و فق الآتي.ا متطابقالشكلين

𝑎 ∈∑𝐼𝑖

𝑛

𝑖=1

; 𝑎 =∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

=∑𝑏𝑖   

𝑛

𝑖=1

;   𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ 𝐼𝑖  ,

∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} 

⇒ 0 =∑(𝑎𝑖 − 𝑏𝑖)

𝑛

𝑖=1

= (𝑎𝑖 − 𝑏𝑖) +∑(𝑎𝑖 − 𝑏𝑖)

𝑛

𝑖≠𝑗
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⇒ 𝑏𝑖 − 𝑎𝑖 =∑(𝑎𝑖 − 𝑏𝑖)

𝑛

𝑖≠𝑗

∈ 𝐼𝑖 ∩∑𝐼𝑗

𝑛

𝑖≠𝑗

= {0} 

⇒ 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖; ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} 

∑ نإ, أي يكتب بشكل وحي   𝑎و بالتالي  𝐼𝑖
𝑛
𝑖=1 . مجموع مباشر 

 أمثلة: .4-1-14

𝑅 لتكن  (1 = (ℤ,+, .  حلقة الأع اد الصحيحة (
𝐽و  = 〈5〉, 𝐼 = 〈3〉 ⊴ 𝑅   مثاليات في𝑅. :عن ئذ 
 𝐼⨁𝐽 = 𝑅 ⊴ R  مجموع مباشر لكامل الحلقة , 

𝐼و ذلك لأن  + 𝐽 = 𝑅    و𝐼 ∩ 𝐽 = {0} . 
         

𝐽لتكن  (2 = 〈6〉 ⊴ 𝑅, 𝐼 = 〈4〉 ⊴ 𝑅 , 𝑅 = (ℤ, +, . ) .
𝐼  إن   + 𝐽 =< 2 > ⊴ R   اً ليس مجموعاً مباشر , 

𝐼و ذلك لأن          ∩ 𝐽 =< 12 >≠ {0} . 
𝑅 لتكن  (3 = (ℤ8, +, .  و لتكن حلقة . (

𝐾 =< 3 > = {0,3,6}, 𝐽 = 〈4〉 = {0,4}, 
  𝐼 = 〈2〉 = {0,2,4,6} ⊴ 𝑅   مثاليات في𝑅:عن ئذ . 

 𝐼 + 𝐽 =< 2 > ⊴ R   اً مجموعاً مباشر ليس , 
𝐼و ذلك لأن  ∩ 𝐽 =< 4 >≠ {0}  , 

𝐼 كما أن    + 𝐾 = 𝑅 ⊴ R   اً ليس مجموعاً مباشر , 
𝐼و ذلك لأن  ∩ 𝐾 =< 6 >≠ {0} , 
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𝐾 في حين أن   + 𝐽 = 𝑅 ⊴ R  لكامل الحلقة و ذلك  مجموع مباشر
𝐾لأن  + 𝐽 = 𝑅    و𝐾 ∩ 𝐽 = {0} . 

𝑅 لتكن  (4 = (ℝ,+, .   حلقة 𝑅[𝑥]حلقة الأع اد الحقيقية و (
عرفة على 

ُ
 ,𝑅كثيرات الح ود الم

𝐼  و ليكن   = 〈𝑥3〉, 𝐽 =< 𝑥2 − 2𝑥 >⊴ 𝑅[𝑥]  
𝐼 . عن ئذ:𝑅مثاليات في  + 𝐽 =< 𝑥 > ⊴ R   ًليس مجموعا

𝐼و ذلك لأن ,  اً مباشر  ∩ 𝐽 ≠ {0} . 
𝑅 لتكن  (5 = (ℝ,+, . ,𝑅[𝑥حلقة الأع اد الحقيقية و ( 𝑦]   حلقة

عرفة على 
ُ
  ,𝑅كثيرات الح ود الم

𝐼  و ليكن = 〈𝑦〉, 𝐽 =< 𝑥 >⊴ 𝑅[𝑥, 𝑦]   مثاليات في𝑅 .
 عن ئذ:

      𝐼 + 𝐽 =< 𝑥, 𝑦 > ⊴ R  اً ليس مجموعاً مباشر  , 

𝐼 و ذلك لأن         ∩ 𝐽 =< 𝑥𝑦 >≠ {0} . 

𝐴لتكن  (6 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}  مجموعة مكونة من أربعة عناصر. نعُرف
𝑅على  = 𝑃(𝐴)  مجموعة أجزاء المجموعة𝐴  ,قانوني تشكيل داخليين

.)و الثاني  (+)الأول   و فق الآتي. (
∀𝑋, 𝑌 ∈ 𝑅: 𝑋 + 𝑌 = 𝑋∆𝑌, 𝑋. 𝑌 = 𝑋 ∩ 𝑌  

,𝑅)عن ئذ تكون  +, . 0𝑅حلقة تب يلية واح ية صفرها  ( = ∅  
1𝑅واح ها  و = 𝐴. و ليكن 
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 𝐼 = {∅, {𝑎}, {𝑏}, {𝑎, 𝑏}}, 𝐽 = {∅, {𝑐}, {𝑑}, {𝑐, 𝑑}} 
 عن ئذ:. 𝑅مثاليات في 

 𝐼 + 𝐽 = 𝑅 ⊴ R ذلك لأن مباشر و  مجموع𝐼 ∩ 𝐽 = {∅} = {0𝑅}. 

𝐾  و إذا كان = {∅, {𝑐}, {𝑎}, {𝑐, 𝑎}} ⊴ R 
 :فإن  

  𝐼 + 𝐾 ⊴ R  ًليس مجموعاً مباشرا, 
𝐼ذلك لأن  و ∩ 𝐾 = {∅, {𝑎}} ≠ {0𝑅} . 

𝑅لتكن  (7 = ({(
𝑎    𝑏
0    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ,+, . حلقة  (

2المصفوفات المربعة ذات المرتبة  × عرفة على حلقة الأع اد  2
ُ
و الم

𝐼 و , الصحيحة = {(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅 , 

𝐽 = {(
0    𝑐
0    𝑑

) : 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅 :عن ئذ . 

,𝐼يكون              𝐽 ⊴ 𝑅   مثاليات في𝑅 ( 2-1-4من المثال ,) 

 عن ئذ:

 𝐼 + 𝐽 = 𝑅 ⊴ R  ,ًليس مجموعاً مباشرا 

𝐼و ذلك لأن  ∩ 𝐽 ≠ {(
0    0
0    0

)} = {0𝑅} 

𝑰 حيث + 𝑱 = {(
𝑚    𝑛
0    𝑘

) :𝑚, 𝑛, 𝑘 ∈ ℤ} = 𝑅 . 

 ه يوج  عنصر واح  على الأقل مثلو يمكن أن نلاحظ بأن  
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 𝑥 = (
2  − 1
0      4

) ∈ 𝐼 + 𝐽  مختلفتين:يكُتب بطريقتين 

𝑥 = (
2     2
0      0

) + (
0 − 3
0     4

) = (
2     0
0      0

) + (
0 − 1
0     4

) 

)ث حي  
2    2
0    0

) , (
2    0
0    0

) ∈ 𝐼, (
0 − 3
0     4

) , (
0 − 1
0     4

) ∈ 𝐽 . 

 :مبرهنة الباقي الصينيةو  )الباقي( حلقة القسمة .4-2

𝐼حلقة و  𝑅لتكن  ⊴ 𝑅  علاقة تكافؤ معرفة بالشكل: ~و لتكن 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥~𝑦 ⇔ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 

عرف بالعنصر فإن صف التكافؤ 
ُ
 وفق الآتي 𝑥الم

[𝑥] = {𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥~𝑦} = {𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼}

= {𝑥 + 𝑎 ∈ 𝑅:  ∃𝑎 ∊ 𝐼;  𝑦 = 𝑥 + 𝑎}

=: 𝑥 + 𝐼 

عرف بعنصر مثل  نرمز
ُ
𝑥بالرمز  𝑥لصف التكافؤ الم + 𝐼  أو𝑥̅   أو[𝑥]  و نرمز ,

𝑅لمجموعة كل صفوف التكافؤ بالرمز 
𝐼⁄ . 

𝑅عرف على نُ  
𝐼⁄ و الثاني  (+)داخليين الأول  تشكيلوني قان(. بالشكل  (

 الآتي 

∀𝑥̅ = 𝑥 + 𝐼 , 𝑦̅ = 𝑦 + 𝐼 ∈ 𝑅 𝐼⁄ : 

𝑥̅ + 𝑦̅ ≔ (𝑥 + 𝐼) + (𝑦 + 𝐼) = (𝑥 + 𝑦) + 𝐼

𝑥̅. 𝑦̅ ≔ (𝑥 + 𝐼). (𝑦 + 𝐼) = (𝑥. 𝑦) + 𝐼    
 



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

171 
 

 

𝑅)عن ئذ    𝐼⁄ ,+, . الخرج( أو القسمة ) الباقيسمى حلقة شكل حلقة و تُ تُ  (
"Quotient ring"  0̅صفرها = 0 + 𝐼 = 𝐼. 

 ملاحظة:

𝑅حلقة تب يلية فإن  𝑅إذا كانت  ( 1
𝐼⁄ . حلقة تب يلية 

𝑅ن إ, ف1واح ها  واح ية 𝑅إذا كانت ( 2
𝐼⁄ حلقة واح ية واح ها 

                  1̅ = 1 + 𝐼. 

3)  

𝑥 ∈ 𝐼 ⟺ 𝑥 = 𝑥 − 0 ∈ 𝐼 ⟺ 𝑥~0 ⟺ 𝑥̅ = 0̅ 

⟺ 𝑥 + 𝐼 = 0 + 𝐼 ⟺ 𝑥 + 𝐼 = 𝐼. 

𝑦 ( إن  4 ∈ 𝑥 + 𝐼 ⟺ 𝑦 ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝐼) . 

𝑅 ( إن  5
𝑅⁄ =< 0 𝑅و       <

< 0 >⁄ = 𝑅 . 

 المقام دوماً مثالي في إن   علاقة التكافؤ لا تعرف إلا على مثالي حصراً )أي -
 (. (6-2-4( و )5-2-4) ما سنوضحه في هذاو  ,البسط

 أمثلة: .4-2-1

𝑅 لتكن  (1 = (ℤ,+, .  ,حلقة الأع اد الصحيحة (
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𝐽و  = 〈4〉, 𝐼 = 〈3〉 ⊴ 𝑅   مثاليات في𝑅:عن ئذ. 
 𝑅

𝐼⁄ = {0̅, 1̅, 2̅} = {𝐼, 1 + 𝐼, 2 + 𝐼}  

𝑥̅و يمكن أن نبين بأن أي عنصر   ∈ 𝑅 𝐼⁄  سيكون هو أح  العناصر
0̅, 1̅, ,𝑥و ذلك بتطبيق خوارزمية القسمة من أجل  2̅  فنج  3

 ∃𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅: 𝑥 = 3𝑞 + 𝑟  حيث𝑟 = 0أو  0 < 𝑟 < 3  , 

 و منه

𝑥̅ = 𝑥 + 𝐼 = (3𝑞 + 𝑟) + 𝐼

= (3𝑞 + 𝐼) + (𝑟 + 𝐼)

= 𝐼 + (𝑟 + 𝐼) = 𝑟 + 𝐼 = 𝑟̅ 
𝑟و لكن الباقي  ∈ 𝑥̅ ن  إأي  {0,1,2} = 𝑟̅ ∈ {0̅, 1̅, 2̅} . 

𝑅 كما أن
𝐽⁄ = {𝐽, 1 + 𝐽, 2 + 𝐽, 3 + 𝐽}   و بشكل عام إذا ,

𝐼كان  = 〈𝑛〉 ⊴ 𝑅نإ, ف 
 𝑅

𝐼⁄ = {0̅, 1̅, 2̅, … . ., 𝑛 − 1
̅̅ ̅̅ ̅̅ ن إأي  ℤ𝑛و هي ثماثل  {̅

𝑅
< 𝑛 >⁄ = ℤ𝑛 .        

𝑅 لتكن  (2 = (ℤ8, +, .  و لتكن .حلقة(
  𝐾 =< 3 >, 𝐼 = 〈2〉 = {0,2,4,6} ⊴ 𝑅  مثاليات في
𝑅:عن ئذ . 
  𝑅

𝐼⁄ = {0̅, 1̅} = {𝐼, 1 + 𝐼}   
𝑅و 

𝐽⁄ = {0̅, 1̅, 2̅} = {𝐼, 1 + 𝐼, 2 + 𝐼}. 
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𝑅لتكن  (3 = ({(
𝑎    𝑏
0    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ,+, . حلقة  (

2المصفوفات المربعة ذات المرتبة  × عرفة على حلقة الأع اد  2
ُ
و الم

𝐼لتكن  الصحيحة, و = {(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅  , 

        𝐽 = {(
0    𝑐
0    𝑑

) : 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅 . :عن ئذ 

,𝐼يكون    𝐽 ⊴ 𝑅   مثاليات في𝑅 ( 2-1-4من المثال ,) تكونو 

𝑅
𝐼⁄ = {(

0    0
0    𝑑

) : 𝑑 ∈ ℤ}  , 

𝑅و   
𝐽⁄ = {(

𝑎    0
0    0

) : 𝑎 ∈ ℤ} . 

𝑅لتكن   (4 = (ℝ[𝑥], +, . حلقة كثيرات الح ود المعرفة على حقل  (
𝐼, و ℝالأع اد الحقيقية  = 〈𝑥2 + 2〉 ⊴ 𝑅 .عن ئذ 

𝑅
𝐼⁄ = {𝑓(𝑥) + 𝐼:  𝑓(𝑥) ∈ 𝑅} 

 :نطبق خوارزمية القسمة

 ∃ 𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅: 𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)(𝑥2 + 1) + 𝑟(𝑥) 
𝑟(𝑥)حيث  = deg(𝑟(𝑥))أو  0 < deg(𝑥2 + 1) =  منه و  2

𝑅
𝐼⁄ = {0 + 𝐼, 𝑟(𝑥) + 𝐼:  𝑟(𝑥) ∈ 𝑅, deg(𝑟(𝑥)) < 2} 
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عرف ن حلقة الباقي هي مجموعة كلإأي    
ُ
 ود بكثيرة الح ةصفوف التكافؤ الم

عرفة على حقل الأع اد الحقيقية و كثيرات الح ودب الصفرية و
ُ
درجتها تساوي  التي الم

 أو الواح .الصفر 

ح هو أن العكس صحيكل مثالي هو نواة لتشاكل حلقي, و نعرض مبرهنة تبين  بأن  
 في المنطلق. اً نواة التشاكل الحلقي تكون مثالي

 مبرهنة: .4-2-2

∅حلقة و  𝑅لتكن  ≠ 𝐼 ⊆ 𝑅  مجموعة جزئية غير خالية في𝑅عن ئذ .: 

𝐼 ⇔ 𝐼 ⊴ 𝑅 نواة تشاكل حلقي 

 الإثبات:

⇐  

𝐼 نفرض أن   ⊴ 𝑅  نعرف التشاكل الحلقي و𝜋: 𝑅 → 𝑅 𝐼⁄

∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝜋(𝑟) = 𝑟 + 𝐼
  ( 

 التشاكل الطبيعي(سمى يُ 

∀𝑥 ∈ ker 𝜋 :
𝜋(𝑥) = 0̃ = 0 + 𝐼
𝜋(𝑥) = 𝑥 + 𝐼        

} ⇒ 𝑥 + 𝐼 = 𝐼

⇒ 𝑥 − 0 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐼 

ker ن  إأي       𝜋 ⊆ 𝐼 . 

∀𝑥 ∈ 𝐼: 𝑥 = 𝑥 − 0 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑥 + 𝐼 = 0 + 𝐼 
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⇒ 𝜋(𝑥) = 𝐼 = 0̅ ⇒ 𝐼 ⊆ ker 𝜋 

kerو بالتالي            𝜋 = 𝐼. 

⇒  

kerنفرض أن  𝜑 = 𝐼 ⊆ 𝑅  حيث𝜑: 𝑅 → 𝑆  تشاكل حلقي, فيكون
ker 𝜑 = 𝐼 ⊴ 𝑅:وذلك لأن   , 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼: ∀𝑟 ∈ 𝑅: 

𝜑(𝑎 − 𝑏) = 𝜑(𝑎) − 𝜑(𝑏) = 0 

⇒ 𝑎 − 𝑏 ∈ ker𝜑 = 𝐼 

𝜑(𝑟. 𝑎) = 𝜑(𝑟). 𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑟). 0 = 0 

⇒ 𝑟. 𝑎 ∈ ker𝜑 = 𝐼 

𝐼و بالتالي    ⊴ 𝑅. 

 (في التماثلأو الأولى المبرهنة الأساسية )مبرهنة : .4-2-3

:𝜑إذا كان  𝑅 → 𝑆  ًفإن, تشاكلًا حلقيا 𝑅
ker𝜑⁄ ≅ 𝐼𝑚𝜑 , 

𝑅غامراً يكون  𝜑و في حالة                       
ker𝜑⁄ ≅ 𝑆 . 

 الإثبات:

𝐼 نضع ≔ ker 𝜑 ومنه ,𝐼 ⊴ 𝑅 2-4) ذلك حسب المبرهنة السابقة, و-
1.) 
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 بالتالي يمكن أن نعرف العلاقة و 
𝑔: 𝑅 𝐼⁄ → 𝐼𝑚𝜑

∀𝑟 + 𝐼 ∈ 𝑅 𝐼⁄ : 𝑔(𝑟 + 𝐼) = 𝜑(𝑟)
 

 :   لأن )تطبيق( معرف جي اً  𝑔إن 

𝑟1 + 𝐼, 𝑟2 + 𝐼 ∈
𝑅
𝐼⁄ :  𝑟1 + 𝐼 = 𝑟2 + 𝐼 ⇒ 𝑟1 − 𝑟2 ∈ 𝐼

= ker 𝜑 ⇒ 𝜑(𝑟1 − 𝑟2) = 0 

⇒ 𝜑(𝑟1) = 𝜑(𝑟2) 

⇒ 𝑔(𝑟1 + 𝐼) = 𝑔(𝑟2 + 𝐼) 

 

𝑟1 ∀:                          تشاكل حلقي لأن 𝑔إن  + 𝐼, 𝑟2 + 𝐼 ∈

𝑅
𝐼⁄ :     

∎ 𝑔((𝑟1 + 𝐼) + (𝑟2 + 𝐼)) = 𝑔((𝑟1 + 𝑟2) + 𝐼)

= 𝜑(𝑟1 + 𝑟2) 

= 𝜑(𝑟1) + 𝜑(𝑟2) = 𝑔(𝑟1 + 𝐼) + 𝑔(𝑟2 + 𝐼) 

∎ 𝑔((𝑟1 + 𝐼). (𝑟2 + 𝐼)) = 𝑔((𝑟1. 𝑟2) + 𝐼)

= 𝜑(𝑟1. 𝑟2) = 𝜑(𝑟1). 𝜑(𝑟2) 

= 𝑔(𝑟1 + 𝐼). 𝑔(𝑟2 + 𝐼) 

  :   متباين لأن 𝑔 إن  
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𝑟1 + 𝐼, 𝑟2 + 𝐼 ∈
𝑅
𝐼⁄ : 𝑔(𝑟1 + 𝐼) = 𝑔(𝑟2 + 𝐼)

⇒ 𝜑(𝑟1) = 𝜑(𝑟2) ⇒ 𝜑(𝑟1 − 𝑟2) = 0

⇒ 𝑟1 − 𝑟2 ∈ 𝐼 = ker𝜑 

⇒ 𝑟1 + 𝐼 = 𝑟2 + 𝐼 ⇒ 𝑟1 = 𝑟2 

 :غامر لأن 𝑔 إن  

∀𝑥 ∈ 𝐼𝑚𝜑: ∃𝑟 ∈ 𝑅; 
𝜑(𝑟) = 𝑥

𝜑(𝑟) = 𝑔(𝑟 + 𝐼)
}

⇒
∀𝑥 ∈ 𝐼𝑚𝜑: ∃𝑟 ∈ 𝑅;

𝑟 + 𝐼 ∈ 𝑅 𝐼⁄  ; 𝑔(𝑟 + 𝐼) = 𝑥
 

⇒ 𝑅 𝐼⁄ ≅ 𝐼𝑚𝜑 

𝑆ن إغامراً, ف 𝜑و في حالة     = 𝐼𝑚𝜑  ن إأي𝑅
𝐼⁄ ≅ 𝑆  , و بذلك يتم

 المطلوب.

نعلم من الفصل الأول بأن الصورة المباشرة لحلقة جزئية في المنطلق هي حلقة جزئية 
ية في المنطلق, ة جزئحلقالصورة العكسية لحلقة جزئية في المستقر هي قر و تفي المس

من أجل المثاليات فقط الصورة العكسية لمثالي في المستقر هو مثالي في المنطلق لكن و 
(( و لكن في الحالة العامة الصورة المباشرة 4-2-4) )هذا ما تبينه المبرهنة الآتية

ال على ذلك هو المثفي المستقر و  اً يكون مثاليلمثالي في المنطلق ليس بالضرورة أن 
:𝜑ليكن التشاكل الحلقي   المثال الآتي. 𝑅 → 𝑆 عرف بالعلاقة

ُ
 الم

∀ 𝑟 ∈ 𝑅: 𝜑(𝑟) = 𝑟 حيث , 
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 𝑅 = (ℤ, +, . 𝑆حلقة الأع اد الصحيحة و  ( = (ℚ,+, . حلقة  (
𝜑(ℤ)الأع اد الكسرية. عن ئذ:  = ℤ ≤ ℚ اً هي حلقة جزئية و ليست مثالي 

 ذلك لأن, و 𝑆في 

2 ∈ 𝜑(ℤ),
1

3
∈ 𝑆: 2(

1

3
) ∉ 𝑆 

 المبرهنة الآتية تبين  بأن الصورة المباشرة لمثالي هي مثالي في حالة كان التشاكل غامراً.

 . مبرهنة:4-2-4

:𝜑ليكن  𝑅 → 𝑆  تشاكلًا حلقياً و𝐼 ⊴ 𝑅, 𝐽 ⊴ 𝑆:عن ئذ . 

1) 𝜑
−1
(𝐽) ⊴ 𝑅 , 

𝜑(𝐼)ن إغامراً, ف 𝜑إذا كان  (2 ⊴ 𝑆 , 

𝜑−1(𝐽)ن إغامراً, ف 𝜑إذا كان  (3
ker (𝜑)
⁄ ≅ 𝐽 . 

 الإثبات:

 تعُطى بالشكل في المستقر الصورة العكسية لأي مثالي إن    

                             𝜑
−1
(𝐽) = {𝑟 ∈ 𝑅: 𝜑(𝑟) ∈ 𝐽}, 

𝜑(I)و الصورة المباشرة لأي مثالي في المنطلق    = {𝜑(𝑎) ∈ 𝑆: 𝑎 ∈ 𝐼} 

𝜑(0𝑅)و  𝑆مثالي في  𝐽بما أن  (1 = 0𝑆 ∈ 𝐽 نإف 

 0𝑅 ∈ 𝜑
−1
(𝐽)  إن  , أي 𝜑

−1
(𝐽) ≠ ∅ . 
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∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝜑
−1
(𝐽), 𝑟 ∈ 𝑅: 

 𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏) ∈ 𝐽, 𝜑(𝑟)  ∈ 𝑆 , 
𝐽وكون   ⊴ 𝑆   و𝜑 تشاكلًا  فيكون 

𝜑(𝑎 − 𝑏) = 𝜑(𝑎) − 𝜑(𝑏) ∈ 𝐽 
⟹ 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝜑

−1
(𝐽)  

𝐽 و كون  ⊴ 𝑆   و𝜑(𝑟)  ∈ 𝑆  و𝜑   فيكون تشاكلًا 

𝜑(𝑟𝑎) =  𝜑(𝑟)𝜑(𝑎) ∈ 𝐽 ⟹ 𝑟𝑎 ∈ 𝜑
−1
(𝐽) 

𝜑ن إأي      
−1
(𝐽) ⊴ 𝑅 

𝜑(0𝑅)و  𝑅في  مثالي 𝐼بما أن  (2 = 0𝑆 ∈ 𝜑(I)  ن إ, أي
𝜑(I) ≠ ∅ . 

∀ 𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏) ∈ 𝜑(𝐼): 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 
𝑠 ∀غامراً يكون  𝜑وكون  ∈ 𝑆: ∃𝑟 ∈ 𝑅; 𝑠 = 𝜑(𝑟) 

𝜑(𝑎) − 𝜑(𝑏) = 𝜑(𝑎 − 𝑏) ∈ 𝜑(I) 
 𝑠𝜑(𝑎) =   𝜑(𝑟)𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑟𝑎) ∈ 𝜑(I) 

𝜑(𝐼)ن  إتشاكلًا, أي  𝜑و  اً مثالي 𝐼وذلك كون  ⊴ 𝑆. 
:𝜏, و ليكن 𝐽المثالي  على 𝜑نأخذ مقصور التشاكل  (3 𝜑−1(𝐽) ⟶ 𝐽 

عرف بالعلاقة 
ُ
𝜏(𝑎)الم = 𝜑(𝑎)  و كون𝜑  تشاكلاً غامراً فيكون𝜏 

𝐼𝑚𝜏ن إأيضاً تشاكلًا غامراً, أي  = 𝐽 .  حسب مبرهنة التماثل

𝜑−1(𝐽)( 3-2-4الأساسية )
ker (𝜑)
⁄ ≅ 𝐽  و ليتم المطلوب

ker(𝜑)سنبين أن  = ker (𝜏) .وفق الآتي 
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𝑎 ∈ ker(𝜑) ⟺ 𝜑(𝑎) = 0𝑆 
⟺ 𝜑(𝑎) = 𝜏(𝑎) = 0𝑆⟺ 𝑎 ∈ ker(𝜏) 

𝑅يمكن أن نح د شكل الحلقات الجزئية و المثاليات في حلقة الباقي 
𝐼⁄ و ذلك من ,

 . هذا ما تعرضه المبرهنة الآتية.𝑅خلال معرفة الحلقات الجزئية و المثاليات في الحلقة 

 . مبرهنة:4-2-5

𝐼حلقة و  𝑅لتكن  ⊴ 𝑅:عن ئذ . 

𝐾إذا كانت  (1 ≤ 𝑅 𝐼⁄ ن إ, ف𝐾 = 𝑆 𝐼⁄  حيث𝐼 ⊆ 𝑆 ≤ 𝑅 أي ,

𝑅كل حلقة جزئية في حلقة الباقي   ن  إ
𝐼⁄  تكون من الشكل𝑆̅ = 𝑆 𝐼⁄ 

𝐼حيث  ⊆ 𝑆 ≤ 𝑅, 

𝐾إذا كان  (2 ⊴ 𝑅 𝐼⁄ ن إ, ف𝐾 =
𝐽
𝐼⁄  حيث𝐼 ⊆ 𝐽 ⊴ 𝑅 ن  إ, أي  

𝑅كل مثالي في حلقة الباقي 
𝐼⁄  يكون من الشكل𝐾 =

𝐽
𝐼⁄  حيث

𝐼 ⊆ 𝐽 ⊴ 𝑅 . 

 الإثبات:

:𝜋 التشاكل الطبيعي ليكن 𝑅 → 𝑅 𝐼⁄

∀𝑟 ∈ 𝑅: 𝜋(𝑟) = 𝑟 + 𝐼
   

 
𝐾ذا كانت إ (1 ≤ 𝑅 𝐼⁄ 𝑆ن إف   = 𝜋−1(𝐾) ≤ 𝑅  حلقة جزئية في

𝑅  و ذلك من الفصل الأول. و كون𝑘𝑒𝑟𝜋 = 𝐼  و𝐼 ⊴ 𝑅 
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  (4-2-4والتشاكل الطبيعي غامر, فيكون حسب المبرهنة السابقة )

𝑆
I⁄ =

𝜋−1(𝐽)
ker (𝜋)
⁄ ≅ 𝐽  كما أن . 

∀ 𝑎 ∈ 𝑆: 𝜋(𝑎) = 𝑎 + 𝐼 ∈ 𝐾 ⟹ 𝑆
I⁄ ⊆ 𝐾 

∀𝑘 ∈ 𝐾: ∃𝑟 ∈ 𝑅; 𝑘 = 𝑟 + 𝐼 = 𝜋(𝑟) ∈ 𝐾 
⟹ 𝑟 ∈ 𝑆 ⟹ 𝑘 ∈ 𝑆 I⁄ ⟹ 𝐾 ⊆ 𝑆 I⁄  

𝐾و بالتالي             = 𝑆 I⁄  حيث𝐼 ⊆ 𝑆 = 𝜋−1(𝐾) ≤ 𝑅 . 

𝐾إذا كان  (2 ⊴ 𝑅 𝐼⁄ فأن ,𝐽 = 𝜋−1(𝐾) ⊴ 𝑅  و ذلك حسب
( و كون كل مثالي هو حلقة جزئية يكون 4-2-4المبرهنة السابقة )

𝐾(   1حسب) =
𝐽
I⁄  إن  , أي 

     𝐾 =
𝐽
I⁄ ⊴
𝑅
𝐼⁄  و𝐼 ⊆ 𝐽 ⊴ 𝑅 .و بذلك يتم المطلوب , 

في هذ   اً أن تقاطع مثالي مع حلقة جزئية في حلقة سيكون مثالينعرض تهي ية تبين  
الحلقة الجزئية, بالإضافة إلى أن المثالي إذا كان حلقة جزئية في حلقة جزئية في حلقة 

في هذ  الحلقة الجزئية, وهذا ما نحتاجه من أجل مبرهنة التماثل  اً سيكون أيضا مثالي
 الثانية والثالثة.

 :. تمهيدية4-2-6

𝐼حلقة و ليكن  𝑅لتكن  ⊴ 𝑅  و𝑆 ≤ 𝑅 عن ئذ .: 

1- 𝑆 ∩ 𝐼 ⊴ 𝑆. 
𝐼 إذا كان -2 ⊆ 𝑆  فإن𝐼 ⊴ 𝑆. 
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 الإثبات:

𝐼إن  (1 ∩ 𝑆 ≠  و ذلك لأن  ∅

{
0 ∈ 𝑆
0 ∈ 𝐼

} ⟹  0 ∈ 𝐼 ∩ 𝑆 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝑆, 𝑟

∈ 𝑆:  {
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 , 𝑟 ∈ 𝑆 ⊆ 𝑅 ⟹ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼, 𝑥𝑟 ∈ 𝐼
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 , 𝑟 ∈ 𝑆 ⟹ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥𝑟 ∈ 𝑆

}

⟹ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼 ∩ 𝑆, 𝑥𝑟 ∈ 𝐼 ∩ 𝑆 ⟹ 𝑆 ∩ 𝐼 ⊴ 𝑆 

𝐼( و كون 1حسب ) (2 ≤ 𝑆  يكون𝐼 = 𝐼 ∩ 𝑆 ⊴ 𝑆. 

 )مبرهنة التماثل الثانية و الثالثة( مبرهنة: .4-2-7

𝐽 حلقة و 𝑅 لتكن ⊴ 𝑅  &  𝐼 ⊴ 𝑅 عن ئذ .: 

1)               𝐼 𝐼 ∩ 𝐽⁄ ≅
𝐼 + 𝐽

𝐽⁄, 

𝐽 إذا  كان      (2 ⊆ 𝐼      فأن 

𝑅

𝐽
𝐼

𝐽

⁄ ≅ 𝑅 𝐼⁄ 

 الإثبات:

   إن   1

𝐽 ≤ 𝐼 + 𝐽 ≤ 𝑅 ⇒  𝐽 ⊴ 𝐼 + 𝐽  و    𝐼 ∩ 𝐽 ≤ 𝐼 ≤ 𝑅
⇒  𝐼 ∩ 𝐽 ⊴ 𝐼 

(. و بالتالي يمكن أن نعُرف العلاقة 6-2-4و ذلك حسب التمهي ية السابقة )    
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𝜑: 𝐼 →
𝐼 + 𝐽

𝐽⁄

∀𝑎 ∈ 𝐼: 𝜑(𝑎) = 𝑎 + 𝐽
 

 لأن )تطبيق( معرف جي اً  𝜑إن 

𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐼; 𝑎1 = 𝑎2 ⇒ 𝑎1 + 𝐽 = 𝑎2 + 𝐽 ⇒ 𝜑(𝑎1)

= 𝜑(𝑎2) 

 تشاكل حلقي لأن 𝜑إن 

𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐼;   𝜑(𝑎1 + 𝑎2) = (𝑎1 + 𝑎2) + 𝐽

= (𝑎1 + 𝐽) + (𝑎2 + 𝐽)

= 𝜑(𝑎1) + 𝜑(𝑎2) 

𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐼;  𝜑(𝑎1. 𝑎2) = (𝑎1. 𝑎2) + 𝐽

= (𝑎1 + 𝐽). (𝑎2 + 𝐽) = 𝜑(𝑎1). 𝜑(𝑎2) 

 غامر لأن 𝜑إن 

∀𝑥 + 𝐽 ∈
𝐼 + 𝐽

𝐽⁄ : ∃ 𝑏 ∈ 𝐽, 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑏 ∈ 𝐽 ;  𝑥 + 𝐽

= (𝑎 + 𝑏) + 𝐽 = (𝑎 + 𝐽) + (𝑏 + 𝐽)

= (𝑎 + 𝐽) + 𝐽 = 𝑎 + 𝐽 = 𝜑(𝑎) 

هإن  أي      

∃𝑎 ∈ 𝐼: 𝑥 + 𝐽 = 𝑎 + 𝐽 = 𝜑(𝑎) 

 يكون  (3-2-4) الأساسية في التماثل المبرهنةحسب و 
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𝐼
ker𝜑
⁄ ≅

𝐼 + 𝐽
𝐽⁄  

kerنثبت أن يتم المطلوب ل 𝜑 = 𝐼 ∩ 𝐽 

ker𝜑 = {𝑥 ∈ 𝐼:  𝜑(𝑥) = 0} = {𝑥 ∈ 𝐼 ∶    𝑥 + 𝐽 = 𝐽}

= {𝑥 ∈ 𝐼 ∶   𝑥 ∈ 𝐽} 

= {𝑥 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽} = 𝐼 ∩ 𝐽 

𝐼 و منه  ,
𝐼 ∩ 𝐽⁄ ≅

𝐼 + 𝐽
𝐽⁄. 

𝐽 إن  2 ≤ 𝐼 ⊆ 𝑅  ( يكون6-2-4و حسب التمهي ية السابقة ) 

      𝐽 ⊴ 𝐼  و𝐼

𝐽
⊴
𝑅

𝐽
 . 

 العلاقة  و لنعرف
𝜑:𝑅 𝐽⁄ →

𝑅
𝐼⁄

∀𝑟 + 𝐽 ∈ 𝑅 𝐽⁄ : 𝜑(𝑟 + 𝐽) = 𝑟 + 𝐼
 

 لأن )تطبيق( معرف جي اً  𝜑 إن  

𝑟1 + 𝐽, 𝑟2 + 𝐽 ∈
𝑅

𝐽
: 𝑟1 + 𝐽 = 𝑟2 + 𝐽 

⇒ (𝑟1 − 𝑟2) + 𝐽 = 𝐽 ⇒ 𝑟1 − 𝑟2 ∈ 𝐽 ⊆ 𝐼 

⇒ 𝑟1 + 𝐼 = 𝑟2 + 𝐼 ⇒ 𝜑(𝑟1 + 𝐽) = 𝜑(𝑟2 + 𝐽) 

 تشاكل حلقي لأن 𝜑إن 
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𝑟1 + 𝐽, 𝑟2 + 𝐽 ∈
𝑅

𝐽
:  𝜑((𝑟1 + 𝐽) + (𝑟2 + 𝐽))

= 𝜑((𝑟1 + 𝑟2) + 𝐽) = (𝑟1 + 𝑟2) + 𝐼

= (𝑟1 + 𝐼) + (𝑟2 + 𝐼)

= 𝜑(𝑟1 + 𝐽) + 𝜑(𝑟2 + 𝐽) 

𝑟1 + 𝐽, 𝑟2 + 𝐽 ∈
𝑅

𝐽
: 𝜑((𝑟1 + 𝐽). (𝑟2 + 𝐽))

= 𝜑((𝑟1. 𝑟2) + 𝐽) = (𝑟1. 𝑟2) + 𝐼 

= (𝑟1 + 𝐼). (𝑟2 + 𝐼) = 𝜑(𝑟1 + 𝐽). 𝜑(𝑟2 + 𝐽) 

 غامر لأن 𝜑إن 

∀𝑟 + 𝐽 ∈ 𝑅 𝐼⁄ : 𝑟 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑟 + 𝐽 ∈
𝑅
𝐽⁄ ; 𝜑(𝑟 + 𝐽)

= 𝑟 + 𝐼 

 ( يكون3-2-4و حسب المبرهنة الأساسية في التماثل )

𝑅
𝐽
ker 𝜑
⁄ ≅ 𝑅 𝐼⁄  

𝐼نثبت أن يتم المطلوب ل
𝐽⁄ ≅ ker𝜑 وفق الآتي: 

∀𝑟 ∈ ker𝜑 :
𝜑(𝑟 + 𝐽) = 𝐼

𝜑(𝑟 + 𝐽) = 𝑟 + 𝐼
} ⇒ 𝑟 + 𝐼 = 𝐼 

⇒ 𝑟 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑟 + 𝐽 ∈ 𝐼 𝐽⁄  
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⇒ ker𝜑 ⊆ 𝐼 𝐽⁄ … (1) 

∀𝑟 + 𝐽 ∈ 𝐼 𝐽⁄ ∶ 𝑟 ∈ 𝐼 ⇒
𝑟 + 𝐼 = 𝐼

𝑟 + 𝐼 = 𝜑(𝑟 + 𝐽)
}

⇒ 𝜑(𝑟 + 𝐼) = 𝐼 

⇒ 𝑟 + 𝐽 ∈ ker 𝜑  ⇒ 𝐼 𝐽⁄ ⊆ ker𝜑… (2) 

(2)  و  (1) ⇒ ker 𝜑 = 𝐼 𝐽⁄  

 و بالتالي      
𝑅

𝐽
𝐼

𝐽

⁄ ≅ 𝑅 𝐼⁄ . 

كن قبل ذلك للصينية في الحلقات والمثاليات, و نعرض فيما يلي مبرهنة الباقي ا
 نعرض تعرف المثاليات الأولية فيما بينها.

,𝐼1حلقة و  𝑅لتكن  . تعريف:4-2-8 𝐼2 ⊴ 𝑅. 
,𝐼1إن      𝐼2  : أوليان فيما بينهما إذا وفقط إذا تحقق𝑅 = 𝐼1 + 𝐼2 

,𝐼1 حلقة تب يلية واح ية و 𝑅لتكن : . مبرهنة 4-2-9 𝐼2, … , 𝐼𝑛 ⊴ 𝑅  ,
 التشاكل الحلقيوليكن 

𝜑 ∶ 𝑅
                 
→     ∏  

𝑖=1

𝑛

𝑅/𝐼𝑖  

∀ 𝑟 ∈ 𝑅 ∶  𝜑(𝑟) = (𝑟1̅, 𝑟2̅, … , 𝑟𝑛̅ ) ; 

𝑟𝑖̅ = 𝑟 + 𝐼𝑖   , ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}  
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 القضايا التالية صحيحة :عن ئذ  

⋂مثاليات أولية فيما بينها مثنى مثنى فإن  :  𝐼𝑖ـ  إذا كانت  1
𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖 = ∏  

𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖   

 أولية فيما بينها مثنى مثنى . 𝐼𝑖 ⟺غامر   𝜑ـ   2

𝑘𝑒𝑟(𝜑)ـ   3 = ⋂
𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖 . 

 :الإثبات

𝑛: من أجل  𝑛 ع د المثاليات بالاستقراء الرياضي على -1  = 2  

𝐼1𝐼2 ⊆ 𝐼1
𝐼1𝐼2 ⊆ 𝐼2

} ⟹ 𝐼1𝐼2 ⊆ 𝐼1⋂𝐼2…(1)  

∀ 𝑥 ∈ 𝐼1⋂𝐼2  ∶  𝑥 ∈ 𝐼1, 𝑥 ∈ 𝐼2  

,𝐼1بما أن   𝐼2   أوليان فيما بينهما فإن𝑅 = 𝐼1 + 𝐼2 : 

⟹ ∃ 𝑎 ∈ 𝐼1, 𝑏 ∈ 𝐼2 ;  1 = 𝑎 + 𝑏  

𝑥 = 𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 ∈ 𝐼1𝐼2⟹ 𝐼1⋂ 𝐼2 ⊆ 𝐼1𝐼2…(2)  

,(1)ين ومن الاحتواء 𝐼1⋂𝐼2يكون  (2) = 𝐼1𝐼2  ومنه القضية محققة من
𝑛أجل  = 2 . 

𝑛 مثاليات ع دها نفرض صحة القضية من أجل − , ولنثبت صحتها من أجل  1
𝑛 . 

𝑅 = 𝐼1 + 𝐼𝑛⟹ ∃ 𝑥1 ∈ 𝐼1, 𝑥𝑛 ∈ 𝐼𝑛 ∶ 1 = 𝑥1 + 𝑥𝑛  

⟹ 𝑥𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝐼1)  
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∀ 𝑖 ∈ { 2,3, … , 𝑛 }: 𝑥𝑖 ∈ 𝐼𝑖 

⟹ 𝑥2𝑥3…𝑥𝑛 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝐼1)  

⟹ 𝐼2𝐼3…𝐼𝑛    و    𝐼1 أوليان فيما بينهما  

 ( نج 𝐼2𝐼3…𝐼𝑛و  𝐼1ي )من أجل المثاليين حسب الفرض الاستقرائ 

𝐼1 ∩ 𝐼2𝐼3…𝐼𝑛 = 𝐼1(𝐼2𝐼3…𝐼𝑛) = 𝐼1𝐼2…𝐼𝑛 

𝑛و حسب الفرض الاستقرائي )من أجل مثاليات ع دها  − ,𝐼2هي   1 𝐼3,

… , 𝐼𝑛  الأولية فيما بينها( نج 

∏  
𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖 = 𝐼1𝐼2…𝐼𝑛 = 𝐼1⋂𝐼2𝐼3… 𝐼𝑛 = ⋂

𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖  

من أجل أي ع د صحيح  القضية صحيحة وبالتالي 𝑛ومنه القضية محققة من أجل 
 . موجب

3- (⟸)  
مسقط  𝑃𝑟و الثاني  𝜑كتركيب للتشاكلين الأول    𝛹نعُرف تشاكل حلقي 

∏ الج اء   
𝑖=1

𝑛
𝑅
𝐼𝑖
𝑅على  ⁄

𝐼𝑖
⁄ × 𝑅 𝐼𝑛

 و فق الآتي: ⁄

            𝛹 ∶ 𝑅
        𝜑       
→      ∏  

𝑖=1

𝑛
𝑅
𝐼𝑖
⁄

       𝑝𝑟        
→      𝑅 𝐼𝑖

⁄ × 𝑅 𝐼𝑛
⁄    

𝑟 ∈ 𝑅: 𝛹(𝑟) = 𝑝𝑟(𝜑(𝑟)) = 𝑝𝑟(𝑟1̅, 𝑟2̅, … . , 𝑟𝑛̅)

= (𝑟𝑖̅, 𝑟𝑛̅) 
𝑖∀حيث     ∈ {1,2, … , 𝑛}: 𝑟𝑖̅ = 𝑟 + 𝐼𝑖. 
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𝑖غامراً, و منه أياً كان    𝛹غامرين فيكون  𝑝𝑟و  𝜑كون  ∈

{1,2, … . , 𝑛 −  نج  {1

(1̅, 0̅) ∈ 𝑅 𝐼𝑖
⁄ × 𝑅 𝐼𝑛

⁄  

⟹ ∃ 𝑥 ∈ 𝑅 ; (1̅, 0̅) = 𝛹(𝑥) = 𝑝𝑟(𝜑(𝑥)) = (𝑥𝑖̅, 𝑥𝑛̅̅ ̅)  

⟹ 1̅ = 𝑥𝑖̅ , 0̅ = 𝑥𝑛̅̅ ̅  

1 + 𝐼𝑖 = 𝑥 + 𝐼𝑖  , 𝐼𝑛 = 𝑥 + 𝐼𝑛  

1 = 𝑥 + 𝑦  ;   𝑦 ∈ 𝐼𝑖 , 𝑥 ∈ 𝐼𝑛⟹ 𝐼𝑛 + 𝐼𝑖 = 𝑅 ⟹

𝐼𝑖 أوليين فيما بينهما , 𝐼𝑛   

 فيما بينها . ا أوليةهجميعُ  𝐼𝑖وبالمثل نج  أن  

(⟹)  : 

𝐼𝑚(𝜑) ⊆ ∏  
𝑖=1

𝑛
𝑅
𝐼𝑖
⁄  

∀ 𝑥̅ = (𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 𝑥𝑛̅̅ ̅) ∈ ∏  
𝑖=1

𝑛
𝑅
𝐼𝑖
⁄  

𝑖و ل ينا من أجل كل  ∈ {2,3, … . , 𝑛}  يكون𝐼1, 𝐼𝑖  أيأوليان فيما بينهما 
𝑅 = 𝐼1 + 𝐼𝑛و منه . 

∃ 𝑟1 ∈ 𝐼1 , 𝑟𝑖 ∈ 𝐼𝑖   ;   1 = 𝑟1 + 𝑟𝑛⟹ 𝑟𝑖 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝐼1)  

⟹ 𝑟2𝑟3…𝑟𝑛 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝐼1)  
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𝑦 ≔ 𝑥𝑟2𝑟3…𝑟𝑛 ∈ 𝑅 ∶  𝜑(𝑦) = (𝑦1̅̅ ̅, 𝑦2̅̅ ̅, … , 𝑦𝑛̅̅ ̅)  

= (𝑥1̅̅̅, 0̅, … , 0̅) ∈ 𝐼𝑚(𝜑) 

  و ذلك لأن   

𝑦𝑖̅ = (𝑥𝑟2…𝑟𝑛)
⏞      

∈𝐼𝑖

+ 𝐼𝑖 = 𝐼𝑖 = 0̅ , 𝑖 ∈ {2,3, … . , 𝑛}  

, 𝑦1̅̅ ̅ = (𝑥 𝑟2…𝑟𝑛⏞  
1(𝑚𝑜𝑑𝐼1)

) + 𝐼1 = 𝑥 + 𝐼1  

,0̅) و بالمثل نج  0̅, … , 𝑥𝑖̅, … , 0̅) ∈ 𝐼𝑚(𝜑)  , 

𝑖 ∀وذلك                   ∈ {1,2, … , 𝑛} 

𝑥̅لكن  = (𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 𝑥𝑛̅̅ 𝐼𝑚(𝜑)و  (̅ ≤ ∏  
𝑖=1

𝑛
𝑅
𝐼𝑖
⁄ )مغلقة   

 , أي :بالنسبة للجمع(

𝑥̅ = (𝑥1̅̅ ̅, 0̅, … , 0̅) + (0̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 0̅) + ⋯+

(0̅, 0̅, … , 𝑥𝑛̅̅ ̅) ∈ 𝐼𝑚(𝜑)  

𝑥̅حلقة فهي مغلقة بالنسبة للجمع أي   𝐼𝑚(𝜑)ن  ي إأ   ∈ 𝐼𝑚(𝜑)  

∏وبالتالي    
𝑖=1

𝑛
𝑅
𝐼𝑖
⁄ ⊆ 𝐼𝑚(𝜑)  

𝐼𝑚(𝜑)  نج ين ومن الاحتواء = ∏  
𝑖=1

𝑛
𝑅
𝐼𝑖
 غامر . 𝜑 نإ, أي  ⁄

3-                  𝑥 ∈ 𝑘𝑒𝑟(𝜑) ⟺ 𝜑(𝑥) =

(𝑥1̅̅̅, 𝑥2̅̅ ̅, … , 𝑥𝑛̅̅ ̅) = (0̅, … , 0̅) 
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         𝑥𝑖̅ = 𝑥 + 𝐼𝑖    ;   ∀ 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}  

⟺   𝑥 + 𝐼𝑖 = 𝐼𝑖    ,   𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}  

⟺     𝑥 ∈ 𝐼𝑖     , ∀  𝑖 ∈ { 1,2, … , 𝑛 }  

⟺ 𝑥 ∈  ⋂
𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖  

𝑘𝑒𝑟(𝜑) ومنه يكون              = ⋂
𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖 . 

 الصينية( تمثل مبرهنة الباقي 9-2-4نتيجة هذه المبرهنة )إن النتيجة الآتية 
 𝑪𝒉𝒊𝒏𝒆𝒔𝒆 𝑹𝒆𝒎𝒂𝒊𝒏𝒅𝒆𝒓 𝒕𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎 .في المثاليات 

 مبرهنة الباقي الصينية) :نتيجة .4-2-11
 𝑪𝒉𝒊𝒏𝒆𝒔𝒆 𝑹𝒆𝒎𝒂𝒊𝒏𝒅𝒆𝒓 𝒕𝒉𝒆𝒐𝒓𝒆𝒎) 

,𝐼1حلقة تب يلية واح ية و  𝑅لتكن  𝐼2, … , 𝐼𝑛 ⊴ 𝑅 اليات أولية فيما بينها مث
 . عن ئذمثنى مثنى

∏𝑅/𝐼𝑖  

𝑖=1

𝑛

≅ 𝑅

∏  
𝑖=1

𝑛

𝐼𝑖
⁄  

 الإثبات:

 التشاكل الحلقيليكن   
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𝜑 ∶ 𝑅
                 
→     ∏ 

𝑖=1

𝑛

𝑅/𝐼𝑖 

,𝐼1و كون   𝐼2, … , 𝐼𝑛 ⊴ 𝑅  يكون فيما بينها مثنى مثنى مثاليات أولية𝜑 

⋂تشاكلاً غامراً و 
𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖 = ∏  

𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖  و𝑘𝑒𝑟(𝜑) = ⋂

𝑛

𝑖=1
𝐼𝑖 ذلك حسب و ,   

  حسب مبرهنة التماثل الأساسية(. و 11-2-4مبرهنة الباقي الصينية )

𝑅
𝑘𝑒𝑟(𝜑)⁄ ≅ ∏  

𝑖=1

𝑛

𝑅/𝐼𝑖   و منه𝑅

∏  
𝑖=1

𝑛

𝐼𝑖
⁄ ≅ ∏  

𝑖=1

𝑛

𝑅/𝐼𝑖 . 

  مثال:

𝑅لتكن  = (ℤ, +, .  حلقة الأع اد الصحيحة  إذا كان (

 𝐼 =< 66 >, 𝐼1 =< 2 >, 𝐼2 < 3 >, 𝐼3 < 11 >⊴ 𝑅  ,
 ن إف

    𝑅 𝐼⁄ =
𝑅
𝐼1
⁄ × 𝑅 𝐼2

⁄ × 𝑅 𝐼3
 ن إأي  ⁄

ℤ
< 66 >⁄ = ℤ < 2 >⁄ × ℤ < 3 >⁄ × ℤ < 11 >⁄. 

 :لأعظمي ةالمثاليات الأولية و ا -4-3

تي هي , و ال المثاليات الأولية و الأعظميةهذا الجزء من الفصل الرابع  نعرض في
 Algebraic" و خاصة الهن سة الجبرية كثير من التطبيقاتفي   ذات أهمية كبيرة
Geometry" و نظرية الشواذ  "Singularity Theorem",   إذ إن 
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ة علاقة واضحة بالمناطق الصحيحة و تثل مركبات غير قابلة للمثاليات الأولي
سنبين  بأن جذر أي و    𝐼𝑟𝑟𝑒𝑑𝑢𝑐𝑖𝑏𝑙𝑒 𝐶𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡𝑠للاختزال  

هذا كُل منها وي  يح التي ثاليات الأولية في هذ  الحلقة و مثالي في حلقة تقاطع كل الم
  الهن سة الجبرية.في اً و تثل نقاطعلاقة بالحقول  نما المثاليات الأعظمية لها, بيالمثالي 

 ين  بأنه في الحالة العامة لا يوج  علاقة بينها, وفيبدراسة العلاقة فيما بينها و نو 
يس لكن العكس لكل مثالي أعظمي هو مثالي أولي و   حالة الحلقات الواح ية يكون

سيكون العكس صحيحاً في حلقات المثاليات الرئيسية من , )و بالضرورة  اً صحيح
في الفصل  هذا ما نبي نه, و اً أجل كل مثالي أولي مغاير للمثالي الصفري سيكون أعظمي

الكافي من أجل أن تكون الصورة اللازم و  بالإضافة إلى عرض الشرط الخامس(
لي أو لي أو المباشرة لمثاليات أولية أو عظمية وفق تشاكل حلقي هي أيضاً مثا

 .أعظمي

 تعريف: .4-3-1

𝓂,𝑃و   حقلة تب يلية 𝑅لتكن  ⊲ 𝑅  مثاليات في𝑅    لاحظ بأنهما لا يساويا(
 كامل الحلقة(.

𝑃المثالي  (1 ⊲ 𝑅 يسمى مثالي أولي "𝑃𝑟𝑖𝑚𝑒 𝐼𝑑𝑒𝑎𝑙"  في𝑅  إذا
 :تيةقق أح  الشروط الآتح

1).  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅;  𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃 ⇒ 𝑎 ∈ 𝑃  ∨   𝑏 ∈ 𝑃 

2). 𝐼 ⊴ 𝑅, 𝐽 ⊴ 𝑅;  𝐼. 𝐽 ⊆ 𝑃 ⇒ 𝐼 ⊆ 𝑃 ∨ 𝐽 ⊆ 𝑃  

𝐼𝐷  𝑅  (يجب أن تكون الحلقة واح ية) منطقة صحيحة    (3 𝑃⁄     
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 الشكل:ب 𝑅موعة كل المثاليات الأولية في لمج يرُمز

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) = {𝑃 ⊲ 𝑅:  مثالي  أولي  𝑃} 

𝓂المثالي  (2 ⊲ 𝑅 يسمى مثالي أعظمي "𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑙 𝐼𝑑𝑒𝑎𝑙"  إذا
 :الشرطين التاليينأح   تحقق

1).  𝐼 ⊴ 𝑅 ;  𝓂 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 ⇒ 𝐼 = 𝓂   أو   𝐼 = 𝑅 

𝑅 (حلقة واح ية  𝑅يجب أن تكون ) 
𝓂⁄  2حقل).  

𝓂 للمثالي الأعظمي بالرمز نرمز  ⊲∙ 𝑅  لمجموعة كل المثاليات الأعظمية في , و
𝑅 :بالرمز 

𝓂− 𝑠𝑝𝑒𝑐(𝑅) = {𝓂 ⊲∙ 𝑅 ∶  {𝓂 مثالي أعظمي 

 أساس جاكبسون Rكل المثاليات الأعظمية في   تقاطع يُسمى   (3
"𝐽𝑎𝑐𝑜𝑏𝑠𝑜𝑛 𝑅𝑎𝑑𝑖𝑐𝑎𝑙"   بالشكل :, يرُمز 

𝐽(𝑅) =∩𝓂 ;𝓂 ∈ 𝓂 − 𝑠𝑝𝑒𝑐(𝑅) 
 اً أساسي اً جذر  𝑅تقاطع كل المثاليات الأولية في  يُسمى (4

"𝑁𝑖𝑙𝑒 𝑅𝑎𝑑𝑖𝑐𝑎𝑙"  بالشكل:و يرمز 
𝑁(𝑅) =∩ 𝑃  ; 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) 

 ملاحظة:

كن جميع , و لالمثالي الأوليإن بعض المراجع تعتم  الشرط الأول في تعريف  -
 ن  إتعريف هي متكافئة, أي الالشروط في 
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1) 𝑃 ⊲ 𝑅 في  مثالي أولي𝑹   إذا و فقط إذا كان 
                            ( 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅;  𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃 

⇒ 𝑎 ∈ 𝑃  ∨   𝑏 ∈ 𝑃 ) 
𝑃حلقة واح ية:    𝑅في حالة  (2 ⊲ 𝑅 في  مثالي أولي𝑹    فقط إذا و

𝑅 إذا كان
𝑃⁄   منطقة صحيحة 𝐼𝐷. 

 ثبات ذلك بسهولة وفق الآتي.إيمكن 

𝑃إذا كان  (1 ⊲ 𝑅 في  مثالي أولي𝑹  , 
,𝑎و         𝑏 ∈ 𝑅;  𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃عن ئذ . 

< 𝑎 >< 𝑏 >⊆ 𝑃  و منه< 𝑎 >⊆ 𝑃  أو< 𝑏 >

⊆ 𝑃  نإأي 𝑎 ∈ 𝑃  أو  𝑏 ∈ 𝑃. 
 العكس:  إذا كان

 ( 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅;  𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃 ⇒ 𝑎 ∈ 𝑃  ∨   𝑏 ∈ 𝑃 )  
𝐼و ليكن  ⊴ 𝑅, 𝐽 ⊴ 𝑅;  𝐼. 𝐽 ⊆ 𝑃 و بفرض .𝐼 ⊈ 𝑃 

 عن ئذ
∀𝑏 ∈ 𝐽: ∃𝑎 ∈ 𝐼; 𝑎 ∉ 𝑃, 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 ⇒ 𝑏 ∈ 𝑃

⇒ 𝐽 ⊆ 𝑃 

 .𝑅مثالي أولي في  𝑃ن إأي                  

𝑃إن   (2 ⊲ 𝑅 في  مثالي أولي𝑹  في حالة,𝑅  حلقة واح ية تب يلية

𝑅فتكون 
𝑃⁄  حلقة واح ية تب يلية و من أجل أن تكون𝐼𝐷 

 سنبين  بأنها لا تحوي قواسم للصفر. 
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𝑥̅, 𝑦̅ ∈ 𝑅 𝑃⁄ ; 𝑥̅. 𝑦̅ = 0̅  ⇒ 𝑥. 𝑦 ∈ 𝑃 
⇒ 𝑥 ∈ 𝑃أو 𝑦 ∈ 𝑃 ⇒ 𝑥̅ = 𝑦̅ أو 0̅ = 0̅ 

𝑅نه إي أ
𝑃⁄  منطقة صحيحة𝐼𝐷 . 

𝑅العكس: نفرض أن 
𝑃⁄  منطقة صحيحة𝐼𝐷 , 

,𝑎و ليكن          𝑏 ∈ 𝑅;  𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃عن ئذ . 

𝑎. 𝑏̅̅ ̅̅̅ = 0 ⟹ 𝑎̅ . 𝑏̅ = 0̅  ⟹ 𝑎̅ = b̅ أو 0̅ = 0̅
⟹ 𝑎 ∈ 𝑃 أو  𝑏 ∈ 𝑃 

 .𝑅مثالي أولي  𝑃ن إأي 
𝓂ليكن المثالي  - ⊲ 𝑅   في  مثالي𝑹  و𝑥 ∈ 𝑅  و𝑥 ∉ 𝓂  إن .𝓂 

>وفقط إذا كان    إذا 𝑅مثالي أعظمي  𝓂, 𝑥 > = 𝑅 . 
>)إن  𝓂, 𝑥 >∪𝓂مو لد بالمجموعة  < 𝒙 >) 

 ثبات ذلك بسهولة وفق الآتي.إيمكن        

𝑥و  𝑅 اً أعظمي اً مثالي 𝓂كان إذا          ∉ 𝓂 نإ,ف 

          𝓂 ⊂< 𝓂, 𝑥 >⊆ 𝑅  منه ,  و< 𝓂, 𝑥 ≥ 𝑅  ذلك و
 حسب تعريف المثالي الأعظمي.

> ليكنالعكس:       𝓂, 𝑥 > = 𝑅  و𝑥 ∈ 𝑅  و𝑥 ∉ 𝓂 . 

𝐼 إذا كان       ⊴ 𝑅;  𝓂 ⊂ 𝐼 ⊆ 𝑅نإ, ف 

        𝓂 ⊂< 𝓂, 𝑥 >⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 و لكن ,< 𝓂, 𝑥 > = 𝑅   
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𝐼 منهو         = 𝑅  ن إأي𝓂  مثالي أعظمي في𝑅. 

لكن , و  المثالي الأعظميإن بعض المراجع تعتم  الشرط الأول في تعريف  -
 نإ, أي ئانتعريف متكاففي ال الشرطين

𝓂واح ية:    تب يلية حلقة 𝑅في حالة  ⊲ 𝑅 في  مثالي أعظمي𝑹   

𝑅 إذا و فقط إذا كان
𝓂⁄    ًحقلا. 

 يمكن اثبات ذلك بسهولة وفق الآتي.     
𝓂نفرض أن       ⊲ 𝑅 في  مثالي أعظمي𝑹 و منه ,𝓂 ≠ 𝑅 كون , و
𝑅 ثلم أنه أي عنصر مغاير للصفرة تب يلية واح ية يكفي أن نبين  حلق 
 0̅ ≠ 𝑥̅ ∈ 𝑅 𝓂⁄   يملك مقلوب في𝑅

𝓂⁄ .  حسب الملاحظة و
 السابقة يكون

0̅ ≠ 𝑥̅ ∈ 𝑅 𝓂⁄   ⟹ 𝑥 ∉ 𝓂 
⟹ 1 ∈ 𝑅 =< 𝓂. 𝑥 > 

 ⟹ ∃𝑦 ∈ 𝓂, 𝑟 ∈ 𝑅: 1 = 𝑦 + 𝑟𝑥 
⟹ 1̅ = 𝑟𝑥̅̅ ̅ = 𝑟̅ 𝑥̅ ⟹ 𝑥̅ ∈ 𝑈(𝑅 𝓂⁄ ) 

𝑦و ذلك كون  ∈ 𝓂  أي𝑦̅ = 𝑅. و بالتالي 0̅
𝓂⁄ .حقل 

𝑅لتكن العكس: 
𝓂⁄  منه حقلًا, و𝑅

𝓂⁄   حلقة واح ها لا يساوي صفرها
1̅ ≠ 𝓂ن إأي  0̅ ≠ 𝑅 , 

𝐼ليكن و  ⊴ 𝑅 ;  𝓂 ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 في حالة .𝓂 = 𝐼  فيكون𝓂  مثالي
𝓂أعظمي, و في حالة  ≠ 𝐼  فأنه∃𝑥 ∈ 𝐼; 𝑥 ∉ 𝓂  ن  إأي 
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 0̅ ≠ 𝑥̅ ∈ 𝑅 𝓂⁄  و كون𝑅
𝓂⁄  حقلاً فأنه قابل للقلب في𝑅

𝓂⁄ 
𝑦̅∃ ن  إأي  ∈ 𝑅 𝓂⁄ ; 𝑥̅ 𝑦̅ =  اً يحوي عنصر  𝐼, و هذا يعني بأن  1̅
𝐼( يكون 4-1-4) للقلب و حسب المبرهنة قابلاً  = 𝑅  ن  إ,أي 

 𝓂 ⊲ 𝑅 في  مثالي أعظمي𝑹.و هذا حسب تعريف المثالي الأعظمي , 
 اً الصفري في أي حلقة واح ية تب يلية ليس بالضرورة أن يكون مثاليإن المثالي  -

 , مثال:اً أولي
o  لتكن𝑅 = (ℤ6, +, . حلقة الأع اد الصحيحة المعرف  (

𝑃و ,  6عليها الجمع و الضرب بالمقاس  =< 0 المثالي  <
 و ذلك لأن 𝑅ليس أولياً في  𝑃عن ئذ .  𝑅الصفري في 

                  2,3 ∈ 𝑅: 
 2(3) = 0 ∈ 𝑃, 2 ∉ 𝑃, 3 ∉ 𝑃  

 
>ن المثالي الصفري إمنطقة صحيحة ف 𝑅كانت   و في حال 0 حتماً  <

 , و ذلك لأنفيها اً أولي   اً سيكون مثالي
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎. 𝑏 ∈< 0 >⟹ 𝑎. 𝑏 = 0 

⟹ 𝑎 = 𝑏 أو 0 = 0 ⟹ 𝑎 ∈< 0 > 𝑏 أو   ∈< 0 > 
نه في أي حلقة لا تحوي إلا تحوي قواسم للصفر , أي  𝑅و ذلك لأن    

 يكون المثالي الصفري هو مثالي أولي في هذ  الحلقة.قواسم للصفر 

 أمثلة:. 4-3-2

𝑅 لتكن -1 = (ℤ, +, .  اً ع د 𝑝حلقة الأع اد الصحيحة و  (
 اً. عن ئذ:أولي
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 𝑃 = 〈𝑝〉 ⊲ 𝑅  مثالي أولي في𝑅.  ذلك لأنو 𝑃 ≠ 𝑅 
(𝑝 ∤ 1 ⟹ 1 ∉ 𝑃 و ) 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅;  𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃 = 〈𝑝〉 ⊲ 𝑅 ⇒ 𝑝|𝑎. 𝑏

⇒ 𝑝|𝑎 ∨  𝑝|𝑏 

⇒ 𝑎 ∈ 〈𝑝〉   ∨   𝑏 ∈ 〈𝑝〉  ⇒ = 𝑃 مثالي أولي 〈𝑝〉. 

𝑃كما أن  = 〈𝑝〉 ⊲ 𝑅  مثالي أعظمي في𝑅وذلك لأن . 
             p ∤ 1 ⟹ 1 ∉ P ⟹ P ≠ R  

𝑄 و من أجل    ⊴ 𝑅  مثالي يحقق𝑃 ⊂ 𝑄 ⊆ 𝑅      و منه 

∃𝑎 ∈ 𝑅;  𝑎 ∈ 𝑄, 𝑎 ∉ 𝑃 = 〈𝑝〉 ⇒ 𝑝 ∤ 𝑎 

⇒ gcd(𝑝, 𝑎) = 1 

⟹ ∃ 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅: 1 = 𝑠𝑎 + 𝑡𝑝 ∈ 𝑄 ⟹ 𝑄 = 𝑃 =< 𝑝 > 

 ⇒ = 𝑃 مثالي أعظمي 〈𝑝〉. 

>كما أن المثالي الصفري                         0 هو مثالي أولي في  <
𝑅  و ذلك لأن𝑅 ≠< 0 >  

,𝑎       و 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎. 𝑏 ∈< 0 >⟹ 𝑎. 𝑏 = 0 

⟹ 𝑎 = 0 ∨  𝑏 = 0 

𝑎 إن  أي  ∈< 0 𝑏أو  < ∈< 0  منطقة صحيحة. 𝑅و ذلك لأن  <

 و مما سبق يكون
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𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) = {< 𝑝 >: 𝑝 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒} ∪ {< 0 >} 

= 𝓂 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ∪ {< 0 >} 

𝐽(𝑅)كذلك و   = 𝑁(𝑅) = {0} 

𝑅 لتكن -2 = (2ℤ, +, .  ,حلقة الأع اد الزوجية  (
𝓂و      = 〈4〉 ⊴ 𝑅 عن ئذ . 

 𝓂 (2)2 و ذلك لأن اً أولي اً مثالي ليس = 4 ∈ 𝓂  و لكن
2 ∉ 𝓂. 

 مثالي أعظمي و ذلك لأن 𝓂كما أن 
 2 ∈ 𝑅, 2 ∉ 𝓂 ⟹𝓂 ≠ 𝑅  , 

𝑄 من أجلو  ⊴ 𝑅  مثالي يحقق𝓂 ⊂ 𝑄 ⊆ 𝑅  يكون 

∃𝑎 ∈ 𝑅;  𝑎 ∈ 𝑄  , 𝑎 ∉ 𝓂 ⇒ 4 ∤ 𝑎 

⟹ ∃ 𝑠 ∈ ℤ: 4𝑠 ∈ 𝓂 ⊂ 𝑄 ∶ 𝑎 = 4𝑠 + 2 ⟹ 2 ∈ 𝑄

⟹ 𝑄 = 𝑅 ⇒  .𝑄 مثالي أعظمي

𝑹ليست و احدية و    𝑹لاحظ أن  

𝑸
𝑹ليست حقلا  , و   

𝑸
ليست منطقة    

 . صحيحة

𝑅لتكن  -3 = (ℤ6, +, . المعرف عليها  حلقة الأع اد الصحيحة (
𝑃و  6بالمقاس  الجمع و الضرب =< 3 عن ئذ  𝑅مثالي في  <

𝑃  مثالي أولي في𝑅 و ذلك لأن 
                  2 ∈ 𝑅, 2 ∉ 𝑃 ⟹ 𝑃 ≠ 𝑅  
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 كما أن 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅; 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃 ⟹ 3|𝑎. 𝑏 

⟹ 3|𝑎 3 أو|𝑏  ع د أولي( 3) لأن 
𝑎و منه  ∈ 𝑃  أو𝑏 ∈ 𝑃. 

𝑅لتكن  -4 = (ℤ × ℤ , +, . اح ية )يمكن حلقة تب يلية و  (
 ,مراجعة ذلك في الفصل الأول( 

𝑃و  = ℤ × {0} = {(𝑥, 0): 𝑥 ∈ ℤ}  مثالي في𝑅 .
(1,2)و ذلك لأن:  أولي 𝑃عن ئذ  ∈ 𝑅, (1,2) ∉ 𝑃  أي

𝑃ن إ ≠ 𝑅كما أنه . 
𝑎 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑏 = (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝑅: 
𝑎. 𝑏 = (𝑥1𝑥2, 𝑦1𝑦2) ∈ 𝑃 

⟹ 𝑥1𝑥2  ∈ ℤ , 𝑦1𝑦2 ∈ ℤ; 𝑦1𝑦2 = 0 
𝑦1منطقة صحيحة يكون   ℤو كون   = 𝑦2 أو 0 = 0  , 

 منه و 

𝑎 = (𝑥1, 𝑏  أو  (0 = (𝑥2, 0) ∈ 𝑃 
𝑅و يمكن ملاحظة أن 

𝑃
≅ ℤ .منطقة صحيحة 

𝓂كما أن  = ℤ × 2ℤ = {(𝑥, 2𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ} 
 و ذلك لأن, 𝑅مثالي أعظمي في 

 1𝑅 = (1,1) ∉ 𝓂 ⟹𝓂 ≠ 𝑅   و من أجل ,
𝑄 ⊴ 𝑅  مثالي يحقق𝓂 ⊂ 𝑄 ⊆ 𝑅   يكون 

  ∃𝑎, 𝑏 ∈ ℤ: 𝑥 = (𝑎, 2𝑏 + 1) ∈ 𝑄,  
𝑥 = (𝑎, 2𝑏 + 1) ∉ 𝓂  
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,𝑎)و لكن                     2𝑏) ∈ 𝓂 ⊆ 𝑄  نإأي 

             (0,1) = (𝑎, 2𝑏 + 1) − (𝑎, 2𝑏) ∈ 𝑄 

(1,0)و                         ∈ 𝑄 و منه , 

          1𝑅 = (1,1) = (1,0) + (0,1) ∈ 𝑄  ن إأي𝑄 = 𝑅 . 

𝑅ويمكن ملاحظة أن                      

𝓂
≅ ℤ2  .حقل 

𝑅لتكن  -5 = (ℤ[𝑥], +, . عرفة على  (
ُ
حلقة كثيرات الح ود الم

𝑃حلقة الأع اد الصحيحة و  =< 𝑥  . عن ئذ:𝑅مثالي في  <
 𝑃 = 〈𝑥〉 ⊲ 𝑅  مثالي أولي في𝑅 وذلك لأن .𝑃 ≠ 𝑅 
(𝑥 ∤ 1 ⟹ 1 ∉ 𝑃 و ) 

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅;  𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∉ 𝑃 = 〈𝑥〉 ⇒ 𝑥

∤ 𝑓(𝑥), 𝑥 ∤ 𝑔(𝑥) 

⇒ 𝑓(𝑥) ∈ ℤ و   𝑔(𝑥) ∈ ℤ ⟹ 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) ∉ 𝑃 

⇒ = 𝑃  أولي 〈𝑥〉. 

𝑅ويمكن ملاحظة أن        

𝑃
≅ ℤ  .منطقة صحيحة 

𝑄كما أن المثالي                =< 𝑥, 3 و ذلك لأن  𝑅مثالي أعظمي في  <
𝑅

𝑄
≅ ℤ3  وذلك لأن ,ℤ3 حقل )يمكن مراجعة  منطقة صحيحة منتهية فهي

𝑄الفصل الثاني(, بالإضافة إلى أن أي مثالي له الشكل  =< 𝑥, 𝑝 يكون  <
 ع د أولي. و أساس جاكبسون 𝑝 , حيث 𝑅في  اً أعظمي اً مثالي
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𝐽(𝑅) = ⋂ < 𝑥, 𝑝 > =< 𝑥 >

𝑝  ع د أولي

 

𝑅لتكن  -6 = (ℤ12, +, . الأع اد الصحيحة المعرف  حلقة (
 . عن ئذ12عليها الجمع و الضرب  بالمقاس 

 𝓂− 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) = {< 2 >,< 3 >}  
𝐽(𝑅)      و =< 2 >∩< 3 >=< 6 > 

𝑅لتكن  -7 = (ℤ30, +, . حلقة الأع اد الصحيحة المعرف  (
 . عن ئذ30عليها الجمع و الضرب  بالمقاس 

 𝓂− 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) = {< 2 >,< 3 >,< 5 >}  

𝐽(𝑅)   و =< 2 >∩< 3 >∩< 5 >=< 0 > 

𝑅لتكن  -8 = ({(
𝑎    𝑏
0    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ,+, . حلقة  (

2المصفوفات المربعة ذات المرتبة  × عرفة على حلقة الأع اد  2
ُ
و الم

 الصحيحة, و 

𝑃 = {(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅 

𝐼 = {(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅, 

𝐽 = {(
0    𝑐
0    𝑑

) : 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅   مثاليات في𝑅. 
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𝐼𝐽, و ذلك لأن اً ليس أولي 𝑃إن  ⊆ 𝑃  و لكن𝐼 ⊈ 𝑃  و𝐽 ⊈ 𝑃  
 𝑅في  مثاليات أولية 𝐽و  𝐼بينما  .𝑅في  اً أولي اً ليس مثالي 𝑃ن إأي 

𝑅ذلك لأن و 

𝐼
≅ ℤ  و𝑅

𝐽
≅ ℤ  وℤ   منطقة صحيحة, ويكون الجذر

𝑁(𝑅) الأساسي  = {(
0    𝑎
0    0

) : 𝑎 ∈ ℤ} . 

 ويمكن ملاحظة أن

 𝐼 ⊆ 𝐾 = {(
𝑎    𝑏
0    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ⊲ 𝑅   ن إأي𝐼 

, فهي مثاليات أولية و لكنها  𝐽و كذلك بالنسبة للمثالي  اً أعظميليس 
 .𝑅ليست أعظمية في 

𝑅لتكن  -9 = ({(
𝑎    𝑏
0    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ} ,+, . حلقة  (

2المصفوفات المربعة ذات المرتبة  × عرفة على حقل الأع اد  2
ُ
و الم

1𝑅و اح ها  الحقيقية = (
1    0
0    1

𝐼  , و ( =

{(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊲ 𝑅  مثالي في𝑅 عن ئذ .𝐼  مثالي

  و ذلك لأن: 𝑅أعظمي في 
1𝑅 ∈ 𝑅, 1𝑅 ∉ 𝐼 ⟹ 𝐼 ≠ 𝑅  

𝑄و من أجل  ⊴ 𝑅  مثالي يحقق𝐼 ⊂ 𝑄 ⊆ 𝑅  يكون  

∃𝑥 = (
𝑎    𝑏
0    𝑐

) ∈ 𝑄, 𝑥 = (
𝑎    𝑏
0    𝑐

) ∉ 𝐼

⟹ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, 𝑐 ≠ 0 
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𝑐−1∃ن إقابلة للقلب أي  𝑐و منه  ∈ ℝ: 𝑐. 𝑐−1 = 1  ,
 وبالتالي

(
0    0
0    𝑐−1

) . (
𝑎    𝑏
0    𝑐

) = (
0   0
0    1

) ∈ 𝑄 

) كما أن   
1   0
0    0

) ∈ 𝑄  و منه 

1𝑅 = (
1   0
0    1

) = (
1   0
0    0

) + (
0   0
0    1

) ∈ 𝑄 
𝑄و بالتالي   = 𝑅 ن إ, أي𝐼  مثالي أعظمي𝑅.  و بشكل مماثل

 من أجل المثالي

𝐽 = {(
0    𝑏
0    𝑎

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊲ 𝑅 
 أساس جاكبسون  أيضاً, و 𝑅مثالي أعظمي في يكون هو 

𝐽(𝑅) = {(
0    𝑏
0    0

) : 𝑏 ∈ ℤ} ⊲ 𝑅 . 

أنه في الحالة العامة ليس بالضرورة  ين  ( يب2-3-4( في المثال السابق )2إن المثال )
لة الحلقة ا, و لكن في حتب يليةفي حلقة  اً أولي اً أن يكون المثالي الأعظمي مثالي

يحاً و لكن العكس ليس صح اً أولي اً نه حتماً سيكون مثاليإالواح ية التب يلية ف
 .تيةا نبي نه من خلال النتيجة الآ, و هذا مبالضرورة

 نتيجة:.4-3-3

مثالي أولي  𝜇ن إ, ف𝑅في  اً أعظمي اً مثالي 𝜇حلقة واح ية تب يلية. إذا كان  𝑅لتكن 
 .أن العكس ليس صحيحاً بالضرورة, إلا 𝑅في 

 الإثبات:
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𝜇 أعظمي ⟹
𝑅

𝜇
⟹ حقل 

𝑅

𝜇
𝐼𝐷 هي    ⟹ 𝜇 أولي  

>العكس ليس صحيحاً بالضرورة, مثال على ذلك: إن المثالي الصفري      0 > 
𝑅هو مثالي أولي في  = (ℤ, +, . حلقة الأع اد الصحيحة و لكنه ليس  (

 .اً أعظمي

كون يو أن جذر أي مثالي لا يساوي كامل الحلقة من خلال المبرهنة الآتية نبين  
لكن قبل ذلك  و ,المثالي في هذ  الحلقةتحوي هذا  تقاطع كل المثاليات الأولية التي

 ذكر بتمهي ية زورن.نُ 

 "Zorn's Lemma" : تمهيدية زورنتذكرة

. إذا كانت أي سلسلة متزاي ة )متناقصة( من مجموعة مرتبة جزئياً  (≥,𝑀)لتكن 
نه يوج  عنصر أعظمي )أصغري( إ, ف 𝑀تلك حً اً أعلى )أدنى( في  𝑀عناصر 

 .𝑀في 

 مبرهنة: .4-3-4

𝐼و  تب يلية حلقة 𝑅لتكن  ⊲ 𝑅  مثالي فيR عن ئذ . 

√𝐼 = ⋂ 𝑃

𝐼⊆𝑃∈𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)

 

 الإثبات:

∀𝑥 ∈ √𝐼 ⇒ ∃𝑛 ≥ 0 ; 𝑥𝑛 ∈ 𝐼 ⊆ 𝑃 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑃; ∀𝑃

∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅); 𝐼 ⊆ 𝑃 
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⇒ √𝐼 ⊆ ⋂ 𝑃𝐼⊆𝑃∈𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)      ……(1) 

∩نفرض ج لًا أن  𝑃 ⊈ √𝐼  , حيث𝐼 ⊆ 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)  . عن ئذ 

∃𝑥 ∈ ⋂ 𝑃

𝐼⊆𝑃∈𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)

  ∧   𝑥 ∉ √𝐼   , 

 𝐼 ⊆ 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)    

∃𝑥 ∈∩ 𝑃  ∧   ∀𝑛 ≥ 0: 𝑥𝑛 ∈ 𝐼 ,    𝐼 ⊆ 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) 

𝑀المجموعة  نعرف = {𝐽 ⊲ 𝑅 , 𝐼 ⊆ 𝐽, ∀𝑛 ≥ 0; 𝑥𝑛 ∉ 𝐽} 

𝑀إن  ≠ 𝐼 و ذلك لأن:  ∅ ⊲ 𝑅 , 𝐼 ⊆ 𝐼 , 𝑥𝑛 ∈ 𝐼  إن  أي 𝐼 ∈ 𝑀. 

 جزئياً بالنسبة لعلاقة الاحتواء.مرتبة مجموعة  (⊇,𝑀) وبالتالي تكون

𝐽1)و لتكن   ⊆ 𝐽2 ⊆  . 𝑀سلسلة من عناصر  (⋯

𝐽نعرف  ≔ ⋃ 𝐽𝑖
∞
𝑖=1 فيكون 𝐽 ⊲ 𝑅  في  اً مثالي𝑅  و ذلك بسبب علاقة

 الاحتواء ,

𝐼و   ⊆ 𝐽  و ∀𝑛: 𝑥𝑛 ∉ 𝐽 و ذلك لأن 

𝑛∀)لأن   ≥ 0; 𝑥𝑛 ∉ 𝐽𝑖  ,∀𝑖 ∶ 𝐼 ⊆ 𝐽𝑖). 

:𝑖∀  و بما أن 𝐽𝑖 ⊆ 𝐽 كونه اجتماع لهذ  المثاليات, فيكون 𝐽  أعلى  اً ح
في  𝓂 مثل حسب تهي ية زورن فإنه يوج  عنصر أعظمي, و 𝑀للسلسلة في 

𝑀. 
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,𝑎مثالي أولي لأن  𝓂إن  𝑏 ∈ 𝑅; 𝑎. 𝑏 ∈ 𝓂  , نفرض ج لًا أن 

𝑎 ∉ 𝓂 , 𝑏 ∉ 𝓂 ⇒𝓂 ⊊ 〈𝑎,𝓂〉 ⊲ 𝑅  &𝓂 ⊊ 〈𝑏,𝓂〉

⊲ 𝑅 

〈𝑏,𝓂〉و   𝑀اً في أعظمي اً عنصر  𝓂 كون و   ∉ 𝑀  &〈𝑎,𝓂〉 ∉ 𝑀 
 فيكون

∃𝑚 ≥ 0 ; 𝑥𝑚 ∈ 〈𝑎,𝓂〉  ,   ∃𝑡 ≥ 0 ; 𝑥𝑡 ∈ 〈𝑏,𝓂〉 

⇒ 𝑥𝑚 . 𝑥𝑡 ∈ 〈𝑎,𝓂〉. 〈𝑏,𝓂〉 = 〈𝑎. 𝑏,𝓂〉 

⇒ 𝑥𝑚+𝑡 = 𝑥𝑚 . 𝑥𝑡 ∈ 𝓂 

 ه إن  أي 

∃𝑞 = 𝑚 + 𝑡: 𝑥𝑞 ∈ 𝓂 

𝓂و هذا تناقض كون  ∈ 𝑀   ن إ)أي(∀𝑛 ≥ 0: 𝑥𝑛 ∈ 𝓂) ) بالتالي و
 يحقق 𝑅مثالي أولي في  𝓂 إن  أي , الفرض الج لي خاطئ 

      𝐼 ⊆ 𝓂,∀𝑛 ≥ 0; 𝑥𝑛 ∉ 𝓂   لكن  , و 

𝑥 ∈ ⋂ 𝑃

𝐼⊆𝑃∈𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)

⊆ 𝓂  

منه, و ئاً و بالتالي يكون الفرض الج لي خاطو هذا تناقض ,    

⋂ 𝑃

𝐼⊆𝑃∈𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)

⊆ √𝐼   …… (2) 
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 إن  يتم المطلوب أي  (2)  و(1)من الاحتواءين 

√𝐼 = ⋂ 𝑃

𝐼⊆𝑃∈𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)

 

 . نتيجة:4-3-5

 إن  إن الجذر الأساسي لحلقة يساوي جذر المثالي الصفري, أي 

𝑵(𝑹) = √< 𝟎 > 

 الإثبات:

 ( من أجل5-3-4حسب تعرف الجذر الأساسي و تطبيق المبرهنة السابقة )

     𝐼 =< 0 > . 

 "𝐀𝐯𝐨𝐢𝐝𝐨𝐧𝐜𝐞 𝐩𝐫𝐢𝐦𝐞"خاصة:  .4-3-6

,p𝑛 و تب يلية  حلقة 𝑅 لتكن p𝑛−1, 𝐼 p1, p2, … , p𝑛−2,   مثاليات في
𝑅عن ئذ . 

,p1إذا كان   p2, … , p𝑛−2 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)   مثاليات أولية في𝑅  

𝐼 و ⊆ ⋃ p𝑖
𝑛
𝑖=1 نه يوج  ,فأ∃ 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} يحقق 𝐼 ⊆ p𝑖 . 

 الإثبات:

 :وفق الآتي 𝑛بالاستقراء الرياضي على  يتم الإثبات
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𝑛من أجل  = 𝐼فإن  1 ⊆ ⋃ p𝑖
1
𝑖=1 = p1 .محققة 

𝑛نفرض صحتها من أجل  − ,p𝑛−2إذا كان  نهإ , أي 1 p𝑛−1  مثاليات في
𝑅  وp𝑖 , … , p𝑛−3 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)   عن ئذ يوج𝑖 ∈ {1,… , 𝑛 −

𝐼 يحقق {1 ⊆ p𝑖. 

  من الفرض ل ينا 𝑛نبرهن صحتها من أجل ل  

𝐼 ⊆⋃p𝑖

𝑛

𝑖=1

= (⋃p𝑖

𝑛−1

𝑖=1

)⋃p𝑛 

 لنفرض ج لًا أن:

∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝐼 ⊆ p𝑖 

⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: ∃𝑥 ∈ 𝐼  و  𝑥 ∉ p𝑖 

𝑥و منه  ∈ 𝐼 ⊆ (⋃ p𝑖
𝑛−1
𝑖=1 )⋃p𝑛  ه يوج  الحالات الآتيةإن  أي 

⇒

{
 
 

 
 
𝑥 ∈⋃p𝑖

𝑛−1

𝑖=1

⇒ 〈𝑥〉 ⊆⋃p𝑖

𝑛−1

𝑖=1

𝑥 ∈ p𝑛
𝑥 = 𝑥1𝑥2… .… . 𝑥𝑛

 

⇒

{
 

 ∃𝑖 ∈ {1, . . , 𝑛}: 𝑥 ∈ p𝑖 (حسب الفرض الاستقرائي)
𝑥 ∈ p𝑛

∀𝑖 ∈ {1, . . , 𝑛}: 𝑥 ∈ p𝑖 (𝑥𝑖 ∈ 𝑃𝑖 ( لأن 
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𝑖∀وفي كلِّ الحالات غير ممكن لأن  ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑥 ∉ p𝑖   أي الفرض
𝑖∃الج لي خاطئ, و بالتالي  ∈ {1,… , 𝑛}: 𝐼 ⊆ p𝑖 .  تكون  بذلكو

 المطلوب.القضية صحيحة من أجل أي ع د صحيح موجب و يتم 

إذا كان مثالي يساوي اجتماع مثاليات أولية فهو حتماً مثالي أولي, هذاما نعرضه في 
 النتيجة الآتية.

 . نتيجة:4-3-7

,p1و  𝑅مثالي في   𝐼و   تب يلية حلقة 𝑅لتكن  p2, … , p𝑛 ∈

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)   مثاليات أولية في𝑅:عن ئذ . 

𝐼إذا كان  = ⋃ p𝑖
𝑛
𝑖=1   فأنه يوج,∃ 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}  يحقق𝐼 = p𝑖 

 الإثبات:

𝑖∀ل ينا  ∈ {1,2, . . . . , 𝑛}: 𝑝𝑖 ⊆ ⋃ p𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝐼 و حسب المبرهنة 

𝑖∃( ل ينا  6-3-4السابقة ) ∈ {1,… , 𝑛}: 𝐼 ⊆ p𝑖  و منه ,∃𝑖 ∈

{1,… , 𝑛}: 𝐼 = p𝑖 .و بذلك يتم المطلوب , 

أنه من أجل أي مثالي لا يساوي كامل الحلقة يوج  مثالي نبين  في المبرهنة الآتية 
 .يحتويهأعظمي 

 مبرهنة: .4-3-8

𝐼 و تب يلية حلقة  𝑅لتكن  ⊲ 𝑅  مثالي في𝑅 مثالي  يوج  و لا يساويها. عن ئذ
𝓂 مثل أعظمي ⊲∙ 𝑅  يحقق𝐼 ⊆ 𝓂. 
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 الإثبات:

𝑀نعُرف المجموعة  = {𝐽 ⊲ 𝑅 | 𝐼 ⊆ 𝐽}  ,و منه 

∴ 𝐼 ⊆ 𝐼  &  𝐼 ⊲ 𝑅 ⇒ 𝐼 ∈ 𝑀 ⇒ 𝑀 ≠ ∅ 

تكن و ل الاحتواء.جزئياً بالنسبة لعلاقة مجموعة مرتبة  (⊇,𝑀) و بالتالي تكون
(𝐽1 ⊆ 𝐽2 ⊆ 𝐽 . نضع 𝑀سلسلة متزاي ة من عناصر  (⋯ = ⋃ 𝐽𝑖

∞
𝑖=1  

𝐽𝑖لأن و ذلك بسبب علاقة الاحتواء ) 𝑅مثالي في  𝐽فيكون  ⊆ 𝐽𝑗  حيث
𝑖, 𝑗 ∈ ℕ  و𝑖 ≥ 𝑗, )  كما أن𝐼 ⊆ 𝐽  لأن∀𝑖 ∈ ℤ+: 𝐼 ⊆ 𝐽𝑖 . 

𝐽نفرض ج لًا أن و ل = 𝑅  1عن ئذ ∈ 𝐽  1و منه ∈ 𝐽 = ⋃ 𝐽𝑖
∞
𝑖=1 

𝑖وبالتالي يوج   ∈ ℕ  1بحيث ∈ 𝐽𝑖   و منه يوج𝑖 ∈ ℕ  بحيث𝐽𝑖 = 𝑅  و
𝐽𝑖هذا غير ممكن لأن و  ∈ 𝑀 و بالتالي(𝐽 = ⋃ 𝐽𝑖

∞
𝑖=1 ) ⊲ 𝑅  يكون  منهو𝐽 

 𝓂, و حسب تهي ية زورن يوج  عنصر أعظمي مثل 𝑀ح اً أعلى للسلسة في 
أي  𝐼لمثالي حتواء او يحقق بأنه أعظمي بالنسبة لا 𝑅مثالي في  𝓂ن إ, أي 𝑀في 

𝐼ن إ ⊆ 𝓂  يلي ليكن  أنه مثالي أعظمي وفق ما. و لنبين𝑁 ⊲ 𝑅  مثالي في𝑅 
𝓂 يحقق  ⊆ 𝑁 ⊂ 𝑅  و منه ,𝐼 ⊆ 𝓂 ⊆ 𝑁 ⊂ 𝑅  إن  أي 𝑁 ∈ 𝑀 

𝓂و  𝑀في  اً أعظمي اً عنصر  𝓂و كون  ⊆ 𝑁 ⊂ 𝑅  فيكون𝓂 = 𝑁  ,
𝓂 إن  أي  ⊲∙ 𝑅 .مثالي أعظمي , وبذلك يتم المطلوب 

 :. نتيجة4-3-9

𝐼و   تب يلية حلقة 𝑅لتكن  ⊲ 𝑅  مثالي في𝑅 عندئذ .و لا يساوي كامل الحلقة 
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𝑃 ∃ إن  , أي  𝐼يوج  مثالي أولي يحوي المثالي  ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅): 𝐼 ⊆ 𝑃. 

 الإثبات:

كون كل مثالي أعظمي   (3-3-4من النتيجة ) ( و8-3-4من المبرهنة السابقة )
 و بذلك يتم المطلوب. الواح ية هو مثالي أولي, التب يلية في الحلقة

 . نتيجة:4-3-11

𝑎واح ية  و  تب يلية حلقة 𝑅لتكن  ∉ 𝑈(𝑅)  عنصر غير قابل للقلب في𝑅. 
 عندئذ

 إن  يوج  مثالي أعظمي يحوي هذا العنصر, أي 

∃ 𝓂 ∈ 𝓂 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅): 𝑎 ∈ 𝓂. 

 الإثبات:

𝑎بما أن  ∉ 𝑈(𝑅)  فيكون< 𝑎 >⊲ 𝑅 في  اً مثالي𝑅 كامل   يساويو لا
𝓂( يوج  مثالي أعظمي مثل 8-3-4المبرهنة السابقة )الحلقة, و حسب  ⊲∙

𝑅  يحقق𝑎 ∈< 𝑎 >⊆ 𝓂 .و بذلك يتم المطلوب , 

 مبرهنة: .4-3-11

𝑄و  واح يةحلقة تب يلية  𝑅لتكن  ⊴ 𝑅  مثالي في𝑅عن ئذ .:  

0أياً كان  ≠ 𝑎 ∈ 𝑅 نإف 

1 + 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅) ⇔ 𝑎 ∈ 𝐽(𝑅) 
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 الإثبات:

𝑎لنفرض أن  ⇐ ∈ 𝐽(𝑅) ه ولنفرض ج لًا أن∃𝑎 ∈ 𝑅  يحقق  

1 + 𝑎 ∉ 𝑈(𝑅) ⇒ 〈1 + 𝑎〉 ⊲∙ 𝑅 

⇒ ∃𝓂 ; 〈1 + 𝑎〉 ⊆ 𝓂 

𝑎منه (, و 8-3-4حسب المبرهنة السابقة )و ذلك      ∈ 𝐽(𝑅) ⊆ 𝓂  

1و  + 𝑎 ∈ 𝓂   أي إن  

1 = (1 + 𝑎) − 𝑎 ∈ 𝓂 ⟹𝓂 = 𝑅 

 الفرض الج لي خاطئ,  نإمثالي أعظمي أي  𝓂هذا غير ممكن لأن و 

0∀منه و                         ≠ 𝑎 ∈ 𝑅:   1 + 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅). 

0 ∀ ليكن  ⇒ ≠ 𝑎 ∈ 𝑄:   1 + 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅)  و لنفرض ج لًا أن
𝑎 ∉ 𝐽(𝑅)  عن ئذ 

∃𝓂 ⊲∙ 𝑅; 𝑎 ∉ 𝓂 ⇒ 𝓂 ⊊ 〈𝑎,𝓂〉 ⊆ 𝑅 

⟹ 〈𝑎,𝓂〉 = 𝑅 ⟹ 1 ∈ 𝑅, ∃𝑏 ∈ 𝑅, 𝑐 ∈ 𝓂 ∶ 

1 = 𝑎. 𝑏 + 𝑐 ⇒ −𝑎𝑏 ∈< 𝑎 >,

⟹ 𝑐 = 1 + (−𝑎. 𝑏) ∈ 𝓂 

𝑐لكن  و   = 1 + (−𝑎. 𝑏) ∈ 𝑈(𝑅)  ن إأي𝓂 = 𝑅   هذا غير
𝓂ممكن لأن  ⊲∙ 𝑅  مثالي أعظمي في𝑅 ,أي  بالتالي الفرض الج لي خاطئ , و

𝑎  ن  إ ∈ 𝐽(𝑅). 
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 حلقة تب يلية واح ية. عن ئذ  𝑅لتكن  :نتيجة .4-3-12

∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 + 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) ⇔ 𝑎 ∈ 𝐽(𝑅) 

 : الإثبات

 يتم الإثبات بالتطبيق المباشر للمبرهنة السابقة و فق ما يلي :      

𝑎 ∈ 𝐽(𝑅) ⟺ ∀𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎. 𝑏 ∈< 𝑎 >⊆ 𝐽(𝑅) 

⟺ ∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 + 𝑎𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 

 حلقة تب يلية واح ية. عن ئذ  𝑅لتكن نتيجة:  .4-3-13

𝑎 ∈ 𝑈(𝑅) ⇔ 𝑎̅ = 𝑎 + 𝐽(𝑅) ∈ 𝑈 (
𝑅

𝐽(𝑅)
) 

 : الإثبات

𝑎̅نفرض أن  ⇐ = 𝑎 + 𝐽(𝑅) ∈ 𝑈 (
𝑅

𝐽(𝑅)
𝑅قابل للقلب في  (

𝐽(𝑅)
  , 

 و منه 

∃ 𝑏̅ = 𝑏 + 𝐽(𝑅) ∈
𝑅

𝐽(𝑅)
: 

  (𝑎 + 𝐽(𝑅)). (𝑏 + 𝐽(𝑅)) = 1 + 𝐽(𝑅) 

𝑎. 𝑏 + 𝐽(𝑅) = 1 + 𝐽(𝑅) ⟹ 1 − 𝑎𝑏 ∈ 𝐽(𝑅) 

 ( يكون 12-3-4و حسب النتيجة السابقة )  
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𝑎𝑏 = 1 − 1. (1 − 𝑎𝑏) ∈ 𝑈(𝑅) 

 ه إن  أي      

∃𝑐 ∈ 𝑅: (𝑎𝑏)𝑐 = 1 ⟹ 𝑎(𝑏𝑐) = 1 ⟹ 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅). 

𝑎ليكن   ⇒ ∈ 𝑈(𝑅)  و منه ,∃𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎𝑏 =  و بالتالي  1

𝑎. 𝑏 + 𝐽(𝑅) = 1 + 𝐽(𝑅) 

⟹ (𝑎 + 𝐽(𝑅)). (𝑏 + 𝐽(𝑅)) = 1 + 𝐽(𝑅) 

 إن  أي 

∃𝑏̅ = 𝑏 + 𝐽(𝑅) ∈
𝑅

𝐽(𝑅)
: 

(𝑎 + 𝐽(𝑅)). (𝑏 + 𝐽(𝑅)) = 1 + 𝐽(𝑅) 

⟹ 𝑎̅ = 𝑎 + 𝐽(𝑅) ∈ 𝑈 (
𝑅

𝐽(𝑅)
)  

 حلقة تب يلية واح ية. عن ئذ  𝑅لتكن نتيجة:  .4-3-14

𝐽 (
𝑅

𝐽(𝑅)
) = 0̅ = 𝐽(𝑅). 

 : الإثبات

𝑎̅ليكن  = 𝑎 + 𝐽(𝑅) ∈ 𝐽 (
𝑅

𝐽(𝑅)
( 12-3-4, و حسب النتيجة )(

 يكون
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∀𝑏 ∈ 𝑅: 

(1 + 𝐽(𝑅)) + (𝑎 + 𝐽(𝑅))(𝑏 + 𝐽(𝑅)) ∈ 𝑈 (
𝑅

𝐽(𝑅)
) 

⟹ ∀𝑏 ∈ 𝑅: (1 + 𝑎𝑏) + 𝐽(𝑅) ∈ 𝑈 (
𝑅

𝐽(𝑅)
) 

𝑏∀( يكون 13-3-4حسب النتيجة ) و  ∈ 𝑅: 1 + 𝑎𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 

𝑎( يكون 12-3-4و حسب النتيجة ) ∈ 𝐽(𝑅)  , 

𝑎̅ن إأي  = 𝑎 + 𝐽(𝑅) = 𝐽(𝑅) = 0̅  , 

𝑎̅نه إو هذا يعني  = 𝑎 + 𝐽(𝑅) ∈ 𝐽 (
𝑅

𝐽(𝑅)
) : 𝑎̅ = ن  إ, أي 0̅

𝐽 (
𝑅

𝐽(𝑅)
) = 0̅ = 𝐽(𝑅).و بذلك يتم المطلوب , 

ن   ذاتها, و لك, و كل حلقة جزئية هي حلقة بحكل مثالي هو حلقة جزئية  إن  
ساس مع أ (مثالي التي هي)جاكبسون لهذ  الحلقة الجزئية العلاقة بين أساس 
لكن قبل ذلك (, و 16-3-4) عطى من خلال النتيجة الآتيةجاكبسون للحلقة تُ 
 اً يكون مثالي ,أن تقاطع المثالي الأعظمي مع مثالي في حلقةنعرض تهي ية تبين  

 .في هذا المثالي  اً أعظمي

. عن ئذ: 𝑅مثالي في  𝐼حلقة تب يلية واح ية و  𝑅لتكن تمهيدية:  .4-3-15
∩𝓂ن إ, ف𝑅في  اً أعظمي اً مثالي 𝓂إذا كان  𝐼 = 𝐼  أو𝓂∩ 𝐼  مثالي

𝓂ه في حالة إن  . أي 𝐼أعظمي في  ≠ 𝐼 
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𝓂 ⊲∙ 𝑅 ⟹𝓂 ∩ 𝐼 ⊲∙ 𝐼 

 :الإثبات

∩𝓂إذا كان  𝐼 = 𝐼  .يتم المطلوب 

∩𝓂أما في حالة   𝐼 ≠ 𝐼   يكون𝓂∩ 𝐼   مثالي في𝐼  و ذلك حسب
∩𝓂ليكن (. 6-2-4التمهي ية ) 𝐼 ⊂ 𝑄 ⊆ 𝐼  حيث𝑄  مثالي في𝐼 , 

𝑥∃و منه  ∈ 𝑄, 𝑥 ∉ 𝓂 ∩ 𝐼  , 

𝑥∃ إن  أي   ∈ 𝑄, 𝑥 ∉ 𝓂  و ذلك لأن ,𝑥 ∈ 𝑄 ⊆ 𝐼 . 

>فيكون  𝑅مثالي أعظمي في  𝓂و بما أن  𝓂, 𝑥 > = 𝑅و منه , 

1 ∈ 𝑅 =< 𝓂, 𝑥 >∶ ∃𝑎 ∈ 𝓂, 𝑟 ∈ 𝑅; 1 = 𝑎 + 𝑟𝑥 

𝑦 ∈ 𝐼: 𝑦 = 1. 𝑦 = (𝑎 + 𝑟𝑥)𝑦 = 𝑎𝑦 + 𝑟𝑥𝑦 ∈ 𝑄 

⟹ 𝐼 ⊆ 𝑄 

𝐼و بالتالي    = 𝑄 ن إ, أي𝓂∩ 𝐼  مثالي أعظمي في𝐼. 

 . عن ئذ𝑅مثالي في  𝐼حلقة تب يلية واح ية و  𝑅لتكن نتيجة:  .4-3-16

𝐽(𝐼) = 𝐽(𝑅) ∩ 𝐼 

 :الإثبات

∀𝑎 ∈ 𝐽(𝑅) ∩ 𝐼 ⟹ 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑎 ∈ 𝐽(𝑅) 

⟹ 𝑎 ∈ 𝐼, ∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 + 𝑎𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

111 
 

𝐼(. و كون 12-3-4حسب النتيجة ) و ذلك  ⊆ 𝑅  ,فيكون 

 ∀𝑏 ∈ 𝐼: 1 + 𝑎𝑏 ∈ 𝑈(𝑅)( يكون 12-3-4, حسب النتيجة ,)
𝑎 ∈ 𝐽(𝐼)  إن  أي 𝐽(𝑅) ∩ 𝐼 ⊆ 𝐽(𝐼)  . 

𝑁, عن ئذ 𝑅في  اً أعظمي اً مثالي 𝓂ليكن  = 𝓂 ∩ 𝐼  في مثالي أعظمي𝐼 ,
 (. و بالتالي 15-3-4ذلك حسب التمهي ية السابقة )و 

𝐽(𝑅) ∩ 𝐼 = ( ⋂ 𝓂

𝓂∈𝓂−𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)

) ∩ 𝐼

= ⋂ (𝓂 ∩ 𝐼)

𝓂∈𝓂−𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)

⊆ ⋂ 𝜇

𝜇∈𝓂−𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐼)

= 𝐽(𝐼).  

𝐽(𝐼) ن  إو من الاحتواءين يتم المطلوب أي   = 𝐽(𝑅) ∩ 𝐼 . 

 ,اً أولي اً ليست بالضرورة أن تكون مثالي وفق تشاكل حلقي صورة المثالي الأولي إن  

 من أجل أن تكون صورة من خلال المبرهنة الآتية نعرض الشرط اللازم و الكافيو  
 مثالي أولي هي مثالي أولي.

,𝑅)لتكن : مبرهنة .4-3-17 +, . ,𝑆)و  ( +, .  حلقات تب يلية  (

:𝜑 و  𝑅 ⟶ 𝑆  ًإن   .غامراً  تشاكلًا حلقيا 𝑃  مثالي أولي في𝑅   إذا و فقط إذا
  إن  , أي 𝑆في  اً أولي اً مثالي 𝜑(𝑃)ت صورته كان
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𝜑(𝑃) ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆) ⟺ 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) 

 ليس بالضرورة أن تكون قوانين التشكيل ذاتها مُعرفة على الحلقتين.و 

 :الإثبات

في  أولي مثالي 𝜑(𝑃)ولنبرهن على أن صورته  𝑅في  اً أولي اً مثالي 𝑃ليكن   ⟸)
𝑆. 

𝑃فيكون  𝑅مثالي أولي في  𝑃بما أن  ≠ 𝑅  و كون𝜑  غامراً, فيكون
𝜑(𝑃) ≠ 𝜑(𝑅) = 𝑆. 

 تشاكلًا حلقياً و غامراً نج  𝜑و من جهة ثانية و بالاستفادة من كون 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆: 𝑥. 𝑦 ∈ 𝜑(𝑃) 

⟹ ∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅; 𝑥 = 𝜑(𝑎), 𝑦 = 𝜑(𝑏): 

𝑥. 𝑦 = 𝜑(𝑎. 𝑏) ∈ 𝜑(𝑃) ⟹ 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃 

𝑎, فيكون 𝑅في  اً أولي   اً مثالي 𝑃و كون   ∈ 𝑃  أو𝑏 ∈ 𝑃  , 

𝑥و منه  = 𝜑(𝑎) ∈ 𝜑(𝑃)   أو𝑦 = 𝜑(𝑏) ∈ 𝜑(𝑃)  ن إ, أي
𝜑(𝑃)  مثالي أولي في𝑆. 

ولنبرهن على أن  𝑆مثالي أولي في  𝜑(𝑃)و صورته  𝑅مثالي في  𝑃ليكن   ⟹)
𝑃  مثالي أولي في𝑅. 
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𝜑(𝑃)فيكون   𝑆مثالي أولي في  𝜑(𝑃)بما أن  ≠ 𝑆  و كون𝜑  غامراً, فيكون
𝑆 = 𝜑(𝑅)  نهإأي 

  (∃𝑠 ∈ 𝑆, 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑠 = 𝜑(𝑟) ∉ 𝜑(𝑃) ⟹ 𝑟 ∉ 𝑃)   هذا و
𝑃 يبين  أن ≠ 𝑅 . 

 نج تشاكلًا حلقياً  𝜑و من جهة ثانية و بالاستفادة من كون 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅: 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑃 ⟹ 𝜑(𝑎. 𝑏) ∈ 𝜑(𝑃)

⟹ 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏) ∈ 𝜑(𝑃) 

𝜑(𝑎)فيكون  𝑆في  اً أولي اً مثالي 𝜑(𝑃)و كون  ∈ 𝜑(𝑃)  

𝜑(𝑏)أو  ∈ 𝜑(𝑃)  و منه𝑎 ∈ 𝑃  أو𝑏 ∈ 𝑃  إن  , أي 𝑃  مثالي أولي في
𝑅. 

 اً الأعظمي وفق تشاكل حلقي ليست بالضرورة أن تكون مثاليإن صورة المثالي 
من خلال المبرهنة الآتية نعرض الشرط اللازم و الكافي من أجل أن تكون , و اً أعظمي

 صورة مثالي أعظمي هي مثالي أعظمي.

,𝑅)لتكن مبرهنة:  .4-3-18 +, . ,𝑆)و  ( +, .  حلقات تب يلية   (

:𝜑و  𝑅 ⟶ 𝑆 .ًإن  تشاكلًا حلقياً غامرا𝑃 في  مثالي أعظمي𝑅   إذا و فقط إذا
 إن  , أي 𝑆في  أعظمي مثالي 𝜑(𝑃)كانت صورته 

𝜑(𝑃) ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑆) ⟺ 𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) 
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 و ليس بالضرورة أن تكون قوانين التشكيل ذاتها مُعرفة على الحلقتين.

 :الإثبات

 مثالي 𝜑(𝑃)و لنبرهن على أن صورته  𝑅في  اً أعظمي اً مثالي 𝑃ليكن  ⟸)
 .𝑆في  أعظمي

𝑃فيكون  𝑅في  أعظميمثالي  𝑃بما أن  ≠ 𝑅  و كون𝜑  غامراً, فيكون
𝜑(𝑃) ≠ 𝜑(𝑅) = 𝑆.  و من جهة ثانية نفرض ج لاً بأنه يوج  مثالي مثل

𝐽  في الحلقة𝑆  يحقق𝜑(𝑃) ⊊ 𝐽 ⊊ 𝑆  و منه تكون الصورة العكسية ,
𝜑−1(𝐽)  مثالي في𝑅   و تحقق𝑃 ⊊ 𝜑−1(𝐽) ⊊ 𝑅  و هذا يناقض كون ,

𝑃 اً أعظمي اً مثالي 𝑅 ه إن  ه الفرض الج لي خاطئ, أي إن  , أي𝑃  مثالي أعظمي في
𝑅. 

ولنبرهن على  𝑆مثالي أعظمي في  𝜑(𝑃)و صورته  𝑅مثالي في  𝑃ليكن  ⟹)
 .𝑅مثالي أعظمي في  𝑃أن 

𝜑(𝑃)فيكون   𝑆مثالي أعظمي في  𝜑(𝑃)بما أن  ≠ 𝑆  و كون𝜑  ,ًغامرا
𝑆فيكون  = 𝜑(𝑅)  هإن  أي 

  (∃𝑠 ∈ 𝑆, 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑠 = 𝜑(𝑟) ∉ 𝜑(𝑃) ⟹ 𝑟 ∉ 𝑃)   و هذا
𝑃  أنيبين   ≠ 𝑅 . 

غامراً , نفرض ج لًا أنه تشاكلًا حلقياً  𝜑و من جهة ثانية و بالاستفادة من كون 
𝑃يحقق  𝑅في  𝑄يوج  مثالي مثل  ⊊ 𝑄 ⊊ 𝑅 و منه ,𝜑(𝑃)  و𝜑(𝑄) 
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𝜑(𝑃)و تحقق  𝑆مثاليات في  ⊊ 𝜑(𝑄) ⊊ 𝑆 و هذا يناقض كون ,𝜑(𝑃) 
 .𝑅مثالي أعظمي في  𝑃الفرض الج لي خاطئ, و منه  إن  , أي 𝑆في  اً أعظمي اً مثالي

في الحلقات,  "𝑁𝑎𝑘𝑎𝑦𝑎𝑚𝑚𝑎′𝑠 𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎"تهي ية  أتينعرض فيما ي
ثالي بملكن قبل ذلك نعرض مبرهنة تبين  بأنه إذا كان ج اء مثالي منتهي التولي  و 

خر يكون يوج  عنصر في المثالي الآ نه حتماً إنتهي التولي , فآخر يساوي المثالي الم
 مجموع نظير  الجمعي مع واح  الحلقة عادماً لهذا المثالي.

 مبرهنة: .4-3-19

,𝐼حلقة واح ية تب يلية و 𝑅لتكن   𝐽 ⊴ 𝑅  مثاليات في𝑅 حيث ,𝐼 =<

𝑎1, 𝑎2, . . … , 𝑎𝑛 .𝐼منتهي التولي . إذا كان  < 𝐽 = 𝐼 فإن 

∃ 𝑥 ∈ 𝐽:  (1 − 𝑥)𝐼 =< 0 > . 

 الإثبات:

:𝐼𝑖نضع  =< 𝑎𝑖 , 𝑎𝑖+1 , … , 𝑎𝑛 : 𝐼𝑛+1و   < =< 0 , و لنبرهن <
𝑥𝑖بأنه يوج   𝑖بالاستقراء الرياضي على  ∈ 𝐽  1)يحقق − 𝑥𝑖)𝐼 ⊆ 𝐼𝑖 . 

𝑖من أجل    = 𝐼1يكون  1 = 𝐼  

𝑥1 ∃و  = 0 ∈ 𝐽: (1 − 𝑥1)𝐼 = 𝐼 = 𝐼1 ن القضية صحيحة. أي إ
 أي إن 𝑖نفرض صحة القضية من أجل  

 ∃𝑥𝑖 ∈ 𝐽: (1 − 𝑥𝑖)𝐼 ⊆ 𝐼𝑖  و بما أن ,𝐼 = 𝐼𝐽  فيكون 
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∃𝑥𝑖 ∈ 𝐽: (1 − 𝑥𝑖)𝐼 ⊆ (1 − 𝑥𝑖)𝐼𝐽 ⊆ 𝐼𝑖𝐽 

𝑖∀و منه  ∈ {1,2, … . , 𝑛}: (1 − 𝑥𝑖)𝑎𝑖 ∈ 𝐼𝑖𝐽  

1)و منه  − 𝑥𝑖)𝑎𝑖 = ∑ 𝑦𝑖𝑗𝑎𝑗
𝑛
𝑗=𝑖  حيث𝑦𝑖𝑗 ∈ 𝐽  . 

1)و منه  − 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖𝑖)𝑎𝑖 = ∑ 𝑦𝑖𝑗𝑎𝑗 ∈ 𝐼𝑖+1
𝑛
𝑗=𝑖+1  , 

 و بالتالي 

(1 − 𝑥𝑖)(1 − 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖𝑖)𝐼 ⊆ (1 − 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖𝑖)𝐼 ⊆ 𝐼𝑖+1  

1و من أجل  − 𝑥𝑖+1 = (1 − 𝑥𝑖)(1 − 𝑥𝑖 − 𝑦𝑖𝑖)  يكون
(1 − 𝑥𝑖+1)𝐼 ⊆ 𝐼𝑖+1  حيث𝑥𝑖+1 ∈ 𝐽  و بذلك تكون القضية ,

 نه إ, أي  𝑖صحيحة من أجل كل 

∀ 𝑖 ∈ ℤ+: ∃ 𝑥𝑖 ∈ 𝐽; (1 − 𝑥𝑖)𝐼 ⊆ 𝐼𝑖  

𝑥و الآن من أجل  = 𝑥𝑛+1  نج  بأنه 

 ∃𝑥 ∈ 𝐽: (1 − 𝑥)𝐼 =< 0  , و بذلك يتم المطلوب. <

 ("𝑁𝑎𝑘𝑎𝑦𝑎𝑚𝑚𝑎′𝑠 𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎"تهي ية مبرهنة: ) .4-3-21

𝐼حلقة واح ية تب يلية و 𝑅لتكن   ⊴ 𝑅  مثالي منتهي التولي  في𝑅. 

.𝐼إذا كان  𝐽(𝑅) = 𝐼  فإن𝐼 =< 0  أساس جاكبسون. 𝐽(𝑅) حيث , <

 الإثبات:
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𝐽(𝑅)𝐼بما أن  = 𝐼  و𝐼 منتهي التولي , فيكون 

 ∃𝑥 ∈ 𝐽(𝑅): (1 − 𝑥)𝐼 =< 0 و ذلك حسب المبرهنة السابقة  <
𝐼(, و منه 4-3-19) ⊆ 𝑎𝑛𝑛(< 1 − 𝑥 >) . 

1)(  يكون 12-3-4و حسب النتيجة ) − 𝑥) ∈ 𝑈(𝑅)  , 

>أي إن  1 − 𝑥 >= 𝑅  ومنه𝑎𝑛𝑛(< 1 − 𝑥 >) =< 0 >  ,
𝐼و بالتالي  ⊆ 𝑎𝑛𝑛(< 1 − 𝑥 >) =< 0 >  , 

𝐼 إن  أي  =< 0  و بذلك يتم المطلوب. <

 "Local Rings" :. الحلقات المحلية4-4

نعرض في هذا الجزء من الفصل الرابع, تعريف الحلقات المحلية التي تلك مثالي    
ع تعين  العناصر المتعادلة فيها, بالإضافة إلى توضو أعظمي وحي  و بعض خواصها, 

تحوي لقة كيفية بناء حو عن  المثاليات الأولية لقات عن  مجموعة مغلقة ضربياً و الح
  .ل تكون حلقة محلية مثالي أعظمي وحي 

 . تعريف:4-4-1

 اً أعظمي اً مثالي تلك 𝑅سمى حلقة محلية إذا كانت تُ  𝑅إن تب يلية.  حلقة 𝑅لتكن 
 .اً وحي 

 تعريف أساس جاكبسون كالآتي.باشرة من تعريف الحلقة المحلية و نتيجة م

 :نتيجة .4-4-2 
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𝐽(𝑅)حلقة محلية إذا و فقط إذا كان  𝑅 إن  حلقة تب يلية.  𝑅لتكن  ⊲∙ 𝑅  
 .𝑅في  اً أعظمي اً مثالي

 الإثبات:

 واضح من تعريف الحلقة المحلية و تعريف أساس جاكبسون.  

 أمثلة:. 4-4-3

𝑅إذا كانت  - = (ℂ, +, . حلقة محلية  𝑅[𝑥]فإن  الأع اد العق ية, حقل (
  〈𝑥〉 المثالي الأعظمي الوحي  هو و

>) إن      𝑥 >≅< 𝑥 − 𝑟 𝑟من أجل كل  < ∈ 𝑅.) 
حلقة محلية و المثالي الأعظمي الوحي  هو المول   𝑅فإن  حقلاً  𝑅إذا كانت  -

〈0〉. 
𝑅إذا كانت  - = (ℤ,  اً ا تحوي ع دليست حلقة محلية لأنه 𝑅فإن  ,(∗,+

 𝑅في ( )ع ا المثالي الصفريكل مثالي أولي ) غير منتهي من المثاليات الأعظمية
  .((2-3-4مثال ) هو مثالي أعظمي

 العناصر المتعادلة في الحلقات المحلية هي من خلال النتيجة الآتية نبي ن أن 
 فقط صفر الحلقة و واحدها.

حلقة محلية,  𝑅كانت حلقة تب يلية واح ية. إذا   𝑅لتكن    . نتيجة:4-4-4
 .{0,1}هي  𝑅مجموعة العناصر المتعادلة في  ن  فإ

 الإثبات:
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𝑟نفرض ج لا أنه يوج     ∈ 𝑅   عنصر متعادل في𝑅  0و ≠ 𝑟 ≠ , أي  1
𝑟2 ن  إ = 𝑟 و منه ,𝑟(𝑟 − 1) = ,𝑟 , و بالتالي 0 𝑟 − 1 ∈ 𝑅  

,𝑟قواسم للصفر, و منه  1 − 𝑟  عناصر غير قابلة للقلب في𝑅 عليه تكون, و 
< 𝑟 >,< 𝑟 − 1 الحلقة, و حسب  و لا تساوي كامل 𝑅مثاليات في  <

محتويان في مثالي أعظمي  ليهماحلقة محلية أن ك 𝑅( و كون 8-3-4) المبرهنة
𝓂, و ليكن 𝑅وحي  في  ⊲∙ 𝑅 ن  , أي إ 

 < 𝒓 >⊆ 𝓂   و< 𝒓 − 𝟏 >⊆ 𝓂و منه يكون , 

𝟏 = 𝒓 − (𝒓 − 𝟏) ∈ 𝓂 ⟹  𝓂 = 𝑹 

 ن  و بالتالي الفرض الج لي خاطئ أي إ, اً أعظمي اً مثالي 𝓂و هذا يناقض كون 
 . و بذلك يتم المطلوب.{0,1}هي  𝑅مجموعة العناصر المتعادلة في 

𝑆 في الحالة العامة ليس بالضرورة أن تكون مجموعة العناصر =

𝑅\𝑈(𝑅)القابلة للقلب في حلقة واحدية تبديلية مثالي, مثلا   غير 

 𝑹 = (ℤ,+, . حلقة الأعداد الصحيحة و مجموعة العناصر القابلة  (
𝑼(𝑹)للقب فيها  = 𝑆, فإن  {±𝟏} = 𝑅\𝑈(𝑅)  لا تكون مثالي في

𝑹 و لكن في حالة كانت .𝑆 = 𝑅\𝑈(𝑅) ن الحلقة ستكون حلقة إف ا  مثالي
هذا ما نبي نه في النتيجة الآتية, و العكس صحيح و هذا ما تبي نه محلية, و 
 (.6-4-4المبرهنة )
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 . نتيجة:4-4-5

𝑆 تإذا كانحلقة تب يلية واح ية.  𝑅لتكن  = 𝑅\𝑈(𝑅) في  اً مثالي𝑅  .
 𝑈(𝑅)حلقة محلية, حيث  𝑅 ن  , أي إ𝑅مثالي أعظمي وحي  في  𝑆 عن ئذ

 .𝑅مجموعة العناصر القابلة للقلب في 

 الإثبات:

 و ذلك لأن: 𝑅مثالي أعظمي في  𝑆 إن  

1 ∈ 𝑈(𝑅) ⟹ 1 ∉ 𝑆 ⟹ 𝑆 ≠ 𝑅 

𝑆يحقق:  𝑅في  اً مثالي 𝑁ليكن    ⊂ 𝑁 ⊆ 𝑅عن ئذ , 

∃𝑥 ∈ 𝑁, 𝑥 ∉ 𝑆 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑈(𝑅) ⟹ 𝑁 = 𝑅 

, و ذلك لأنه إذا فرضنا ج لًا يوج  مثالي 𝑅المثالي الأعظمي الوحي  في  𝑆كما أن 
𝑆, بحيث 𝑅في  𝑀أعظمي آخر مثل  ≠ 𝑀 و منه , 

∃𝑥 ∈ 𝑀, 𝑥 ∉ 𝑆 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑈(𝑅) ⟹ 𝑀 = 𝑅 

الفرض الج لي خاطئ. و مما  ن  , أي إ𝑅في  اً أعظمي اً مثالي 𝑀و هذا غير ممكن كون 
𝑆سبق يكون  = 𝑅\𝑈(𝑅)  المثالي الأعظمي الوحي  في𝑅  و حسب تعريف ,

 حلقة محلية. 𝑅الحلقة المحلية تكون 

مجموعة العناصر  𝑈(𝑅)و   واح يةحلقة تب يلية  𝑅لتكن   مبرهنة: .4-4-6
 القضايا التالية متكافئة: إن  . 𝑅القابلة للقلب في 
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1- 𝑅 .حلقة محلية 
2- ∃𝓂 ⊲∙ 𝑅 , ∀𝑎 ∈ 𝓂, ∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 − 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 
3- ∃𝓂 ⊲∙ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝓂: 1 + 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅) 
4- 𝑆 = 𝑅\𝑈(𝑅)  مثالي في𝑅. 

 (مثنى مثنى متكافئ أنها )نثبت  الإثبات:

2 ⇐ 1  

𝐽(𝑅)عن ئذ حلقة محلية,  𝑅نفرض أن  ⊲. 𝑅  مثالي أعظمي في𝑅.  حسب
 نج ( 12-3-4النتيجة )

∀𝑎 ∈ 𝐽(𝑅); ∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 − 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 

⇒ ∃𝓂 = 𝐽(𝑅) ⊲. 𝑅 ; , ∀𝑎 ∈ 𝓂,

∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 − 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 

1 ⇐ 2  

𝓂لنبرهن أن  = 𝐽(𝑅)  حيث𝓂  مثالي أعظمي في𝑅 الفرض  , ل ينا من 

∃𝓂 ⊲∙ 𝑅 ;   ∀𝑎 ∈ 𝓂, ∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 − 𝑎𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 

𝐽(𝑅)و نعلم أن  ⊆ 𝓂.  

∀𝑎 ∈ 𝓂,∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 − 𝑎𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 

⇒ 𝑎 ∈ 𝐽(𝑅) 

𝓂(. و منه  12-3-4و ذلك حسب النتيجة ) ⊆ 𝐽(𝑅) , 
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𝓂و من الاحتواءين  = 𝐽(𝑅). 

3 ⇐ 2  

∃𝓂 ⊲∙ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝓂;−1 ∈ 𝑅 

⇒ 1 + 𝑎 = 1 − 𝑎(−1) ∈ 𝑈(𝑅) 

2 ⇐ 3  

 من الفرض 

∃𝓂 ⊲∙ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝓂;∀𝑏 ∈ 𝑅 ⇒ −𝑎𝑏 ∈ 𝓂 

 مثالي, و منه  𝓂و ذلك لأن    

⇒ 1 − 𝑎𝑏 = 1 + (−𝑎𝑏) ∈ 𝑈(𝑅) 

  إن  أي 

∃𝓂 ⊲∙ 𝑅 , ∀𝑎 ∈ 𝓂,∀𝑏 ∈ 𝑅: 1 − 𝑎. 𝑏 ∈ 𝑈(𝑅) 

4 ⇐ 3  

𝑆لنثبت أن  ≔ 𝑅\𝑈(𝑅)  ما يلي:مثالي وفق 

0 ∈ 𝑆  عن ئذ𝑆 ≠ 0و ذلك لأن  ∅ ∈ 𝑅 و غير قابل للقلب . 

𝑥أياً كان   ∈ 𝑆  و أياً كان𝑦 ∈ 𝑅  إن  أي 𝑥 ∉ 𝑈(𝑅) .نفرض ج لًا أن 

𝑥. 𝑦 ∉ 𝑆 = 𝑅\𝑈(𝑅)أي أن , 𝑥. 𝑦 ∈ 𝑈(𝑅) ومنه 

∃𝑡 ∈ 𝑅; 1 = 𝑡. (𝑥. 𝑦) = (𝑡. 𝑦). 𝑥 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑈(𝑅) 
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𝑥يناقض كون و هذ  ∉ 𝑈(𝑅) , إن   أي 𝑥. 𝑦 ∈ 𝑆 . 

 نفرض ج لًا أن 

∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆: 𝑥 − 𝑦 ∉ 𝑆 ⇒ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑈(𝑅) 

∃𝑡 ∈ 𝑅; 1 = 𝑡(𝑥 − 𝑦) = 𝑡𝑥 − 𝑡𝑦 

 و لكن ل ينا

𝑥 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑥 ∉ 𝑈(𝑅) ⇒ 〈𝑥〉 ⊊ 𝑅 ⇒ ∃𝓂1 ⊲ 𝑅

𝑦 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑦 ∉ 𝑈(𝑅) ⇒ 〈𝑦〉 ⊊ 𝑅 ⇒ ∃𝓂2 ⊲ 𝑅
}

⇒
〈𝑥〉 ⊆ 𝓂1

〈𝑦〉 ⊆ 𝓂2
} ⇒

𝑥 ∈ 𝓂1

𝑦 ∈ 𝓂2
} ⇒

𝑡𝑥 ∈ 𝓂1

𝑡𝑦 ∈ 𝓂2
 

𝑡𝑥و منه حسب الفرض نج  أن = 1 + (𝑡𝑦) ∈ 𝑈(𝑅)  , 

𝑡𝑥لكن  و ∈ 𝓂1 ,  و منه𝑅 = 𝓂1  , و هذا غير ممكن لأن𝓂1  مثالي
𝑥 إن  , و بالتالي الفرض الج لي خاطئ , أي 𝑅في  أعظمي − 𝑦 ∈ 𝑆  و مما .

 .𝑅مثالي في  𝑆يكون  سبق

3 ⇐ 4  

𝑆نفرض أن  = 𝑅\𝑈(𝑅)  مثالي في𝑅.  عن ئذ𝑆 ⊲. 𝑅  وذلك حسب
 كما أنه .   (5-4-4النتيجة السابقة )

∀ 𝑎 ∈ 𝑆: 1 + 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅) 

1وذلك لأنه في حالة  + 𝑎 ∉ 𝑈(𝑅)  و كون𝑆 سيكون  اً مثالي 



 نظرية الحلقات                                                    قسم الرياضيات

181 
 

1 = (1 + 𝑎) − 𝑎 ∈ 𝑆 ⟹ 1 ∉ 𝑈(𝑅)  بالتالي و هذا غير ممكن. و 

∃𝓂 = 𝑆 ⊲∙ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝓂: 1 + 𝑎 ∈ 𝑈(𝑅) 

1 ⇐ 4  

𝑆نفرض أن  = 𝑅\𝑈(𝑅)  مثالي في𝑅 ( 5-4-4النتيجة السابقة ) حسب و
𝑆يكون  ⊲. 𝑅 في  اً وحي  اً أعظمي اً مثالي𝑅  ,ن إ أي𝐽(𝑅) = 𝑆   مثالي

 حلقة محلية. 𝑅 ( تكون2-4-4حسب النتيجة ) , و 𝑅أعظمي في 

4 ⇐ 1  

𝑆ية و لنبرهن أن حلقة محل 𝑅 لتكن = 𝑅\𝑈(𝑅)  مثالي في𝑅. 

𝑟∃نفرض ج لًا أن  ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑆; 𝑟𝑥 ∉ 𝑆 إذن ,𝑟𝑥 ∈ 𝑈(𝑅)  و ,
 منه

∃𝑡 ∈ 𝑅: 1 = (𝑟𝑥). 𝑡 ⇒ 1 = 𝑥. (𝑟. 𝑡) ⇒ 𝑥 ∈ 𝑈(𝑅)

⇒ 𝑥 ∉ 𝑆 

𝑥كون   ناقضهذا يو  ∈ 𝑆   ن  إ الفرض الج لي خاطئ ,أي, و بالتالي 

∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑆: 𝑟. 𝑥 ∈ 𝑆. 

,𝑥∃نفرض ج لًا أنه  𝑦 ∈ 𝑆;  𝑥 − 𝑦 ∉ 𝑆 ,  و منه𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑈(𝑅) 

∃𝑡 ∈ 𝑅; 1 = 𝑡(𝑥 − 𝑦) = 𝑡𝑥 − 𝑡𝑦 ⇒ 1 − 𝑡𝑥 = −𝑡𝑦 

 لكن
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𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ⇒ 𝑥, 𝑦 ∉ 𝑈(𝑅) ⇒ (
∃𝓂1 ⊲. 𝑅, 〈𝑥〉 ⊆ 𝓂1

∃𝓂2 ⊲. 𝑅, 〈𝑦〉 ⊆ 𝓂2
 

𝓂1حلقة محلية فإن  𝑅و بما أن  = 𝓂2 = 𝐽(𝑅) ن  ,أي إ 𝑥 ∈ 𝐽(𝑅)  
1 ( نج 12-3-4)وحسب المبرهنة  − 𝑡𝑥 ∈ 𝑈(𝑅) , 

1 لكنو  − 𝑡𝑥 = −𝑡𝑦 ∈ 𝐽(𝑅) = 𝓂2  و هذا غير ممكن لأن
𝐽(𝑅) = 𝓂2  مثالي أعظمي في𝑅 ( 2-4-4حسب النتيجة,)  فالفرض
,𝑥∀ إن   الج لي خاطئ ,أي 𝑦 ∈ 𝑆𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑆 و مما سبق تكون . 𝑆 اً مثالي 

  و بذلك يتم المطلوب. .𝑅في 

 :نتيجة .4-4-7

𝑆تب يلية واح ية  و  حلقة 𝑅لتكن  = 𝑅\𝑈(𝑅) ⊆ 𝑅  حيث𝑈(𝑅) 
إذا وفقط إذا كان  𝑅مثالي في  𝑆. عن ئذ 𝑅مجموعة العناصر القابلة للقلب في 

𝑆 = 𝐽(𝑅)  ن إ, أي 

𝐽(𝑅) = 𝑆 ⟺ 𝑆 ⊴ 𝑅 

 الإثبات:

 (.2-4-4( و النتيجة )5-4-4و من النتيجة ) اً مثالي 𝐽(𝑅)واضح كون 

( يمكن 2-4-4النتيجة )( و 7-4-4السابقة )ملاحظة: اعتمادا  على النتيجة 
 صياغة تعريف الحلقة المحلية كالآتي. 
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𝑺تسمى حلقة محلية إذا وفقط إذا كانت  𝑹إن الحلقة الواحدية التبديلية  =

𝑹\𝑼(𝑹)  مثالي في𝑹. 

 تعريف التموضع لحلقة عن  مجموعة مغلقة ضربياً. يأتينعرض فيا 

 تب يلية واح ية حلقة 𝑅لتكن تعريف:  .4-4-8

∅ل عن المجموعة اقيُ  - ≠ 𝑆 ⊆ 𝑅 إذا وفقط مغلقة ضربيا   إنها 
 إذا تحقق: 

1 ∈ 𝑆   &  ∀𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆: 𝑠1. 𝑠2 ∈ 𝑆 
على الجـــ اء  ~و لنعرف العلاقـــة   𝑅مجموعـــة مغلقـــة ضــــــــــــــربيـــاً في  𝑆لتكن  -

𝑅)ال يكارتي × 𝑆) :بالشكل 
∀(𝑟, 𝑠), (𝑟`, 𝑠`) ∈ 𝑅 × 𝑆: (𝑟, 𝑠)~(𝑟`, 𝑠`) 

⇔ ∃𝑢 ∈ 𝑆: 𝑢(𝑟𝑠` − 𝑠𝑟`) = 0 
 وذلك لأن: علاقة تكافؤ  ~العلاقة  إن  

 : انعكاسية~ العلاقة 
∀(𝑟, 𝑠) ∈ 𝑅 × 𝑆: (𝑟, 𝑠)~(𝑟, 𝑠) 

⇔ ∃𝑢 ∈ 𝑆: 𝑢(𝑟𝑠 − 𝑠𝑟) = 𝑢. 0 = 0 
 : متناظرة   ~العلاقة 

∀(𝑟, 𝑠), (𝑟`, 𝑠`) ∈ 𝑅 × 𝑆: (𝑟, 𝑠)~(𝑟`, 𝑠`) 
⇔ ∃𝑢 ∈ 𝑆: 𝑢(𝑟𝑠` − 𝑟`𝑠) = 0 

⇔ ∃𝑢 ∈ 𝑆: 𝑢(𝑟`𝑠 − 𝑟𝑠`) = 0 ⇔ (𝑟`, 𝑠`)~(𝑟, 𝑠) 
 : متعدية  ~العلاقة 

∀(𝑟1, 𝑠1), (𝑟2, 𝑠2), (𝑟3, 𝑠3) ∈ 𝑅 × 𝑆: 
(𝑟1, 𝑠1)~(𝑟2, 𝑠2)&(𝑟2, 𝑠2)~(𝑟3, 𝑠3) 
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⇔ ∃𝑢 ∈ 𝑆: 𝑢(𝑟1𝑠2 − 𝑠1𝑟2) = 0  & 

  ∃𝑣 ∈ 𝑆: 𝑣(𝑟2𝑠3 − 𝑠2𝑟3) = 0 

⇔ 𝑢. 𝑟1. 𝑠2 = 𝑢. 𝑠1. 𝑟2&   𝑣. 𝑟3. 𝑠2 = 𝑣. 𝑟2. 𝑠3 

,𝑠2و لكن بما أن  𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆  عن ئذ فإن𝑠2. 𝑢. 𝑣 ∈ 𝑆 و منه 

⇔ ∃𝑤 = 𝑠2. 𝑢. 𝑣 ∈ 𝑆: 𝑤. 𝑟1. 𝑠3 = 𝑢. 𝑣. 𝑠2. 𝑟1. 𝑠3
= 𝑣. 𝑢. 𝑟1. 𝑠2. 𝑠3 = 𝑣. 𝑢. 𝑟2. 𝑠1. 𝑠3

= 𝑢. 𝑣. 𝑟2. 𝑠3. 𝑠1 = 𝑢. 𝑣. 𝑟3. 𝑠2. 𝑠1

= 𝑢. 𝑣. 𝑠2. 𝑟3. 𝑠1 = 𝑤. 𝑟3. 𝑠1 

⇔ ∃𝑤 ∈ 𝑆:𝑤(𝑟3𝑠1 − 𝑠3𝑟1) = 0 ⇔ (𝑟1, 𝑠1)~(𝑟3, 𝑠3) 

 بالرمزلصفوف التكافؤ نرمز 

[
𝑟

𝑠
] = {(𝑟`, 𝑠`) ∈ 𝑅 × 𝑆: (𝑟, 𝑠)~(𝑟`, 𝑠`)}   اختصـــــــاراً  وأ

𝑟  بالرمز
𝑠

. 

 :إن   أي 𝑆−1𝑅بالرمز   لمجموعة كل صفوف التكافؤونرمز 

𝑆−1𝑅 =
𝑅 × 𝑆

~
 

 :انتشكيل داخلي اقانون 𝑆−1𝑅 مجموعة صفوف التكافؤعرف على يُ  -

∀  (𝑟1, 𝑠1) = [
𝑟1
𝑠1
] , (𝑟2, 𝑠2) = [

𝑟2
𝑠2
] ∈ 𝑅 × 𝑆: 

الأول:                     
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[
𝑟1
𝑠1
] + [

𝑟2
𝑠2
] = [

𝑟1. 𝑠2 + 𝑟2. 𝑠1
𝑠1. 𝑠2

] 

الثاني:                    

 [
𝑟1
𝑠1
] . [
𝑟2
𝑠2
] = [

𝑟1. 𝑟2
𝑠1. 𝑠2

] 

,+,𝑆−1𝑅) تكون البنية الجبرية عن ئذ     .  ,حلقة تب يلية واح ية (

0صفرها                =
0

1
=
0

𝑠
1 و  واح ها      =

1

1
=
𝑠

𝑠
 . 

 التشاكل الحلقي  يُسمى -
𝜋: 𝑅 → 𝑆−1𝑅

𝑟 ↦
𝑟

1
 

 Natural Embedding Ring)تطبيق الغمس القانوني  
Homomorphism التمديد القانونيتطبيق ( أو (Natural 

Extension Ring Homomorphism). 

 . أمثلة: 4-4-9

 حلقة واح ية تب يلية,  𝑅لتكن (1
𝑆 و  = 𝑅\{{0} ∪ 𝑧𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑜𝑟}  مجموعة كل عناصر𝑅 

𝑆−1𝑅ع ا الصفر و القواسم الصفرية. عن ئذ  = 𝑄𝑜𝑢𝑡(𝑅)  حلقة
 حيث 𝑅للحلقة القسمة 
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𝑄𝑜𝑢𝑡(𝑅) = {
𝑓

𝑔
; 𝑓 ∈ 𝑅, 𝑔 ∈ 𝑆} 

𝑅إذا كان مثالًا:  = ℤ و𝑆 = ℤ\{0}  فإن𝑆−1𝑅 = ℚ  كيفية . سنبين
 و فق الآتي ℚإلى  ℤالانتقال من 

𝑅لتكن  = ℤ  حلقة الأع اد الصحيحة و لتكن𝑆 = ℤ\{0}  و لنعرف
𝑅على  ~العلاقة  × 𝑆 تيبالشكل الآ: 

∀(𝑟, 𝑠), (𝑟`, 𝑠`) ∈ 𝑅 × 𝑆: (𝑟1, 𝑠1)~(𝑟2, 𝑠2)

⇔ 𝑟1. 𝑠1 − 𝑟2. 𝑠2 = 0 

𝑢)لاحظ أخذنا  = 1 ) 

 تكون علاقة تكافؤ و يكون  ~عن ئذ العلاقة 

ℚ =
𝑅 × 𝑆

~
 

 هو صف تكافؤ  ℚأي إن  كل عنصر من             

1)مثلًا 

2
=
2

4
=
3

6
= ⋯ . ) 

0حلقة واح ية تب يلية و  𝑅لتكن  (2 ≠ 𝑓 ∈ 𝑅 عن ئذ . 
 𝑆 = {𝑓𝑚;𝑚 ∈ ℕ}  مغلقة ضربياً في𝑅  حلقة التموضع و تكون

 هي 𝒇عند  𝑹لـ 

𝑅𝑓 ≔ 𝑆−1𝑅 = {
𝑟

𝑓𝑚
; 𝑟 ∈ 𝑅,𝑚 ≥ 0} 
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𝑅: لتكن مثال               = ℤ و𝑓 = 𝑆عن ئذ  3 = {3𝑚;𝑚 ∈ ℕ} 
 و منه

ℤ3 ≔ 𝑆−1𝑅 = {
𝑟

3𝑚
; 𝑟 ∈ 𝑅,𝑚 ∈ ℕ} 

 .3 عن  ℤحلقة التموضع لـ                                    

المعرف عليها  (⊗,⊕,ℤ3)هي ليست الحلقة  ℤ3: إن حلقة التموضع )لا حظ
 (.3تشكيل الضرب والجمع بالمقاس نا قانو 

 عن ئذ.  𝑅في  اً أولي اً مثالي 𝑃حلقة واح ية تب يلية و  𝑅لتكن (3
 𝑆 = 𝑅\𝑃  ًفي مغلقة ضربيا𝑅 حلقة التموضع لـ تكون  و𝑹  عند

  𝑷المثالي الأولي 

𝑅𝑃 ≔ 𝑆−1. 𝑅 = {
𝑎

𝑏
; 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∉ 𝑃} 

 :مثالاً    

ℤ〈2〉 ≔ 𝑆−1. 𝑅 = {
𝑎

𝑏
; 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 2 ∤ 𝑏} 

𝑅إذا كانت ∗∗ = ℤ و𝑝 فإن اً أولي اً ع د ,ℤ〈𝑝〉 ∩ ℤ𝑝 = ℤ   و ذلك
 لأن:

∀𝑥 ∈ ℤ〈𝑝〉 ∩ ℤ𝑝: 𝑥 ∈ ℤ〈𝑝〉 ∧   𝑥 ∈ ℤ𝑝 ⇒ 
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{
𝑥 ∈ ℤ〈𝑝〉: 𝑥 =

𝑟

𝑝𝑛
; 𝑟 ∈ ℤ, 𝑛 ≥ 0

𝑥 ∈ ℤ
𝑝
: 𝑥 =

𝑎

𝑏
; 𝑎 ∈ ℤ, 𝑏 ∉ 𝑃 =< 𝑝 >

} 

⇒ 𝑥 =
𝑟

𝑝𝑛
∈ ℤ

𝑝
; 𝑛 ≥ 0 ⇒ 𝑝𝑛 ∉ 𝑃 =< 𝑝 >; 𝑛 ≥ 0

⇒ 𝑝0 ∉ ℤ
𝑃

 

⇒ 𝑥 =
𝑟

𝑝0
=
𝑟

1
= 𝑟 ∈ ℤ ⇒ 𝑥 ∈ ℤ ⇒ ℤ

𝑝
∩ ℤ〈𝑝〉

⊆ ℤ……(1) 

∀𝑥 ∈ ℤ: {
𝑥 =

𝑥

1
; 1 ∉ 𝑃 =< 𝑝 >⇒ 𝑥 ∈ ℤ〈𝑝〉

𝑥 =
𝑥

1
=
𝑥

𝑝0
⇒ ℤ

𝑝

} ⇒ ℤ

⊆ ℤ
𝑝
∩ ℤ〈𝑝〉……(2) 

(1)&(2) ⇒ ℤ
𝑃
∩ ℤ〈𝑃〉 = ℤ 

  ملاحظة:

𝑰𝒎𝝅ا  و ذلك لأن غامر ليس  𝝅من الواضح أن إن ه  (1 ≠ 𝑺−𝟏𝑹.  
 .في الحالة العامة متباينا   ليس بالضرورة أن يكون 𝝅إن    (2

 :مثال
𝑅لتكن  = ℤ6 و𝑆 =  𝑅مجموعة مغلقة ضربياً في  {1,3}

 عن ئذمتباين.  𝜋و لنفرض ج لًا أن 
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∀𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅; 𝜋(𝑟1) = 𝜋(𝑟2) ⇒ 𝑟1 = 𝑟2 

0   أي (2,1)~(0,1) لكن يمكن أن نلاحظ

1
=
2

1
و ذلك   

 لأن:

∃𝑢 = 3 ∈ 𝑆: 

𝑢(0.1 − 2.1) = 3(0 − 2) = 3. (−2) = 0 ⇒
0

1
=
2

1
 

⇒ 𝜋(0) = 𝜋(2) ⇒ 2 = 0 

 .اً ليس متباين 𝜋وهذا تناقض وبالتالي 
 و ذلك لأنمتباين.  𝝅 فإن   منطقة صحيحة, 𝑹إذا كانت  (3

∀𝑟1, 𝑟2 ∈ 𝑅: 𝜋(𝑟1) = 𝜋(𝑟2) ⇒
𝑟1
1
=
𝑟2
1

⇒ (𝑟1, 1)~(𝑟2, 1) 

⇒ ∃𝑢 ∈ 𝑆: 𝑢(𝑟1 − 𝑟2) = 0
𝑅 𝑖𝑠 𝐼𝐷
⇒    𝑟1 − 𝑟2 = 0 ⇒ 𝑟1

= 𝑟2 

𝟎من أجل كل  (4 ≠ 𝒔 ∈ 𝑺 فإن 𝝅(𝒔)   له مقلوب في𝑺−𝟏𝑹 أي 
 :إن  

𝜋(𝑠) =
𝑠

1
⇒
𝑠

1
∈ 𝑆−1𝑅  ∧   

1

𝑠
∈ 𝑆−1𝑅: (

𝑠

1
) (
𝑠

1
) =

1

1
⇒ 𝜋(𝑠) ∈ 𝑈(𝑆−1𝑅) 
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 𝑆−1𝑅في  𝑰 ممدد المثاليهو  〈𝜋(𝐼)〉فإن  𝑅في  اً مثالي 𝐼إذا كان  (5
 .𝑆−1𝐼 ويرمز بـ

 . 𝑹مجموعة مغلقة ضربيا  في  𝑺و  𝑹في  ا  مثالي 𝑰 نتيجة: ليكن  .4-4-10
 عندئذ:

𝑰 إن   (1 ∩ 𝑺 = 𝑺−𝟏𝑹إذا و فقط إذا كان  ∅ ≠ 𝑺−𝟏𝑰. 
𝟎 إن   (2 ∈ 𝑺  إذا و فقط إذا كان𝑺−𝟏𝑹 = {𝟎}. 

 :ثباتالإ

1)  

𝐼نفرض أن      ∩ 𝑆 =  عن ئذ ∅

∀𝑠 ∈ 𝑆: 𝑠 ∉ 𝐼; 𝜋(𝑠) =
𝑠

1
∈ 𝑆−1𝑅 ⇒ 𝜋(𝑠) =

𝑠

1
∉ 𝑆−1𝐼 ⇒ 𝑆−1𝑅 ⊈ 𝑆−1𝐼 

⇒ 𝑆−1𝑅 ≠ 𝑆−1𝐼 

𝑆−1𝐼نفرض أن   ≠ 𝑆−1𝑅  و لنفرض ج لًا أن𝑆 ∩ 𝐼 ≠ عن ئذ .  ∅
𝑎يوج   ∈ 𝑆 ∩ 𝐼 ومنه 

∵ 𝑎 ∈ 𝑆 ⇒
𝑎

1
∈ 𝑆−1𝑅 و 

𝑎

1
∈ 𝑈(𝑅) 

∵ 𝑎 ∈ 𝐼 ⇒
𝑎

1
∈ 𝑆−1𝐼 
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𝑆−1𝐼و منه  𝑆−1𝐼أي إن ه يوج  عنصر قابل للقلب في المثالي  = 𝑆−1𝑅  ,
𝑆 بالتالي الفرض الج لي خاطئ أي إن   هذا تناقض وو  ∩ 𝐼 = ∅. 

𝐼 من أجل   (2 =  (: 1نج  حسب ) 〈0〉

< 0 >= 𝑆−1𝐼 ≠ 𝑆−1𝑅 ⇔ 𝑆 ∩ 𝐼 = ∅ ⇔ 0 ∉ 𝑆 

من خلال المبرهنة الآتية نعرض كيفية بناء حلقة محلية, و ذلك بإجراء توضع لحلقة 
 واح ية تب يلية عن  مثالي أولي.

 :مبرهنة .4-4-11

𝑃حلقة تب يلية واح ية و  𝑅لتكن  ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) عن ئذ .(𝑅𝑃, 𝜇)  حلقة
 يعُرف بالشكل  𝜇المثالي الأعظمي   نإمحلية , حيث 

𝜇:= 𝑆−1𝑃 = 〈𝜋(𝑃)〉 = 𝑃𝑅𝑃 = {
𝑟

𝑠
; 𝑟 ∈ 𝑃, 𝑠 ∉ 𝑃} 

 الإثبات:

𝑆 من الواضح أن = 𝑅\𝑃  مغلقة ضربياً في𝑅   و 𝑃 ∩ 𝑆 = حسب . و  ∅
 :نج  ( 11-4-4النتيجة السابقة )

𝑅𝑃 ≠ 𝑆
−1𝑃 = 𝜇 ⇒ ∀𝑥 ∈ 𝑈(𝑅) ⇒ 𝑥 ∉ 𝜇 

⇒ 𝑈(𝑅𝑃) ⊈ 𝜇 

⇒ 𝑈(𝑅𝑃) ⊆ 𝑅𝑃\𝜇……(1) 

  ثانيةومن جهة 



اشد  كلية العلوم               جامعة دمشق                أ.د. شوقي محمّد الرَّ

117 
 

∀ 
𝑎

𝑏
∈ 𝑅𝑃\𝜇 ⇒

𝑎

𝑏
∉ 𝜇 ⇒ 𝑎 ∉ 𝑃, 𝑏 ∈ 𝑃 

⇒ 𝑎 ∈ 𝑅\𝑃 = 𝑆 ⇒
𝑏

𝑎
∈ 𝑅𝑃:

𝑎

𝑏
.
𝑏

𝑎
= 1 

⇒
𝑎

𝑏
∈ 𝑈(𝑅𝑃) ⇒ 𝑅𝑃\𝜇 ⊆ 𝑈(𝑅𝑃)…… (2) 

𝑅𝑃\𝜇     نج   (2)و  (1)من    = 𝑈(𝑅𝑃)   . 

عنصر قابل للقلب  على سيحتوي 𝜇 غير المثالي 𝑅في  أي مثالي أن هو هذا يبين  
هذا و ,  𝑅𝑃المثالي الأعظمي الوحي  في  𝜇ومنه ,  𝑅𝑃 كامل الحلقة  اويوبالتالي يس

,𝑅𝑃) يعني أن 𝜇) .حلقة محلية 

 مثال:

𝑅لتكن  = ℤ و𝑃 = 〈3〉 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)4السابقة ) , حسب المبرهنة-
 . و المثالي الأعظمي الوحي  بها يعُطى بالشكلحلقة محلية  𝑅〈3〉 تكون( 4-11

𝜇 = 〈3〉. 𝑅〈3〉 = {
𝑟

𝑠
; 𝑟 ∈ 〈3〉, 𝑠 ∉ 〈3〉}

= {
𝑟

𝑠
; 3|𝑟, 3 ∤ 𝑠} 

و مقامها لا يقبل  3يقبل القسمة على  طهاكل الكسور التي بس  تحوي 𝜇أي إن  
 .3القسمة على 

                  ****    ******                                  ******** 
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 تمارين الفصل الرابع

أوج  حلقة  𝑅مثالي في  𝐼, و في حالة 𝑅 في الحلقة اً مثالي 𝐼 كانبين  فيما إذا   -1

𝑅الباقي 

𝐼
 :في كُلٍّ من الحالات الآتية 

1)  (𝑅+, .  حلقة ما  (
𝑎و  ∈ 𝑅 , 𝐼𝑎 = ({𝑥 ∈ 𝑅; 𝑎𝑥 = 0} , +, . ) , 

2) (𝑅+, . 𝑎 و حلقة واح ية ( ∈ 𝑅, 
  𝐼𝑎 = ({𝑎𝑥 ∈ 𝑅; 𝑥 ∈ 𝑅},+, . ), 

3) 𝑅 = (𝑀2(ℝ), +, . ) , 

 𝐼 = ({(
𝑎             𝑏√3

−𝑏√3       𝑎
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} , +, . )  , 

4) 𝑅 = (ℤ2, +, . 𝑥∀حيث  ( = (𝑎, 𝑏), 𝑦 =

(𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑), 𝑥. 𝑦

= (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
𝐼 = ({(𝑎, 0): 𝑎 ∈ ℤ}, +, . ) 

5) (ℤ2, +, . 𝑥∀حيث  ( = (𝑎, 𝑏), 𝑦 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑅: 
𝑥 + 𝑦 = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑), 𝑥. 𝑦

= (𝑎𝑐, 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐) 
𝐼 = ({(𝑎, 1): 𝑎 ∈ ℤ}, +, . ) 

6) 𝑅 = ({(
𝑎             𝑏√3

−𝑏√3       𝑎
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} ,+, . ) , 
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𝐼 = ({(
𝑎             𝑏√3

−𝑏√3       0
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} , +, . ) 

7) 𝑅 = ({(
𝑎             𝑏√3

−𝑏√3       𝑎
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} ,+, . ) , 

𝐼 = ({(
0             𝑏√3

−𝑏√3       1
) :  𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} ,+, . ) 

8) 𝑅 = (ℤ14, +, . 𝐼و  ( = ({0,2,4,6}, +, . ) , 
9) 𝑅 = (ℤ, +, . )  ,𝐼 = (ℤ2, +, . ) , 

11) 𝑅 = (ℂ, +, . )  ,𝐼 = ℤ(𝑖) ,أع اد غاوس 
11) 𝑅 = (𝑃(𝐴), ∆,∩)  ,𝐼 = (𝑃(𝐵), حيث  (∩,∆

∅ ≠ 𝐵 ⊆ 𝐴 ≠ ∅ , 
12) 𝑅 = (ℤ12, +, . ) ,𝐼  مجموعة العناصر القابلة للع م في𝑅, 
13) 𝑅 = (ℤ2, +, . 𝐼و  ( = (ℤ6, +, . ) , 
14) 𝑅 = (2ℤ, +, . 𝐼و  ( = (6ℤ, +, . ) . 

 
:𝜑ليكن  -2 𝑅 ⟶ 𝑆  تشاكلًا حلقياً غامراً و𝐼 في  اً مثالي𝑅  يحقق

ker (𝜑) ⊆ 𝐼  و𝐽 في  اً مثالي𝑆 أثبت أن .𝑅

𝐼
≅

𝑆

𝜑(𝐼)
     

𝑅و  

𝜑−1(𝐽)
≅
𝑆

𝐽
 . 

 
, و ذلك في كُلٍّ من 𝑅أولياً أو أعظمياً في الحلقة  𝐼المثالي بين  فيما إذا كان  -3

 الحالات الآتية:
1) 𝐼 = ℤ × 3ℤ   و𝑅 = ℤ⨁ℤ, 
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2) 𝐼 =< 2 𝑅و      < = (ℤ12, +, . ) , 
3) 𝐼 =< 𝑥, 𝑦 𝑅و    < = (ℤ2[𝑥, 𝑦], +, . ) , 
4) 𝐼 =< 3, 𝑥 𝑅و     < = (ℤ[𝑥], +, . )  , 
5) 𝐼 =< 𝑦 𝑅و         < = (ℝ[𝑥, 𝑦], +, . ) , 

6) 𝐼 = {(
𝑎    0
𝑏    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ}    

𝑅و     = ({(
𝑎    0
𝑏    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ} ,+, . ), 

7) 𝐼 = {(
𝑎    0
𝑏    0

) : 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}    

𝑅و     = ({(
𝑎    0
𝑏    𝑐

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ} ,+, . ). 

 

𝑅لتكن  -4 = ({(
𝑎    𝑏
0    𝑐

) : 𝑎 ∈ ℤ, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ} , +, . حلقة .  (

 المطلوب:
 أساس جاكبسون , 𝐽(𝑅)أوج   (1

𝐼أثبت أن  (2 = {(
𝑎    𝑏
0    0

) : 𝑎 ∈ ℤ, 𝑏 ∈ ℝ}  مثالي في𝑅, 

𝐽أثبت أن  (3 = {(
0    

𝑎

2

0    0
) : 𝑎 ∈ ℤ, 𝑏 ∈ ℝ}  مثالي في𝐼 ثم ,

 .𝑅في  اً مثالي 𝐽بين  فيما إذا كان 
 

,𝑅)لتكن  -5 +, . 𝑀حلقة ما و  ( ≠ 𝑅 في  اً مثالي𝑅 أثبت أن الشرط .
 هو أن يتحقق الشرط 𝑅في  اً أعظمي اً مثالي 𝑀اللازم و الكافي لكي تكون 

∀ 𝑎 ∈ 𝑀: ∃ 𝑟 ∈ 𝑅; 1 − 𝑟𝑎 ∈ 𝑀 . 
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,𝐼لتكن  -6 𝐽, 𝐾  مثاليات في الحلقة𝑅 ثبت أن أ. عن ئذ 

1) 𝐼𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 , 
2) 𝐼(𝐽 + 𝐾) = 𝐼𝐽 + 𝐼𝐾 , 
𝐼إذا كان  (3 ⊆ 𝐾 ن إف𝐼 + (𝐽 ∩ 𝐾) = (𝐼 + 𝐽) ∩ 𝐾. 

 
𝑅لتكن  -7 = ({0, 𝑎, 𝑏, 𝑐}, +, . حلقة تب يلية )التمرين الرابع في  (

 الفصل الأول( تحقق:
 2𝑎 = 2𝑏 = 2𝑐 = 𝑎و  0 + 𝑐 = 𝑐 + 𝑎 = 𝑏  ,𝑎 +

𝑏 = 𝑏 + 𝑎 = 0 , 
𝑏 + 𝑐 = 𝑐 + 𝑏 = 0  ,∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥𝑦 = 0. 

𝐼 أثبت أن = ({𝑎, 0}, +, . )  ,𝐽 = ({𝑏, 0}, +, . )  
𝐾و   = ({𝑐, 0}, +, .  ,  𝑅مثاليات في  (

𝐼ثم أثبت أن  ∪ 𝐽 ∪ 𝐾  مثالي في𝑅. 
 

 في . أثبت أن كل مثالي أوليع د عناصرها منته   حلقة تب يلية واح ية 𝑅لتكن  -8
𝑅  هو مثالي أعظمي في𝑅. 
 

,𝐼تب يلية واح ية, و  حلقة 𝑅لتكن  -9 𝐽  مثاليات في𝑅 . 
𝐼إذا كان  (1 + 𝐽 = 𝑅 فأثبت أن ,𝐼𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽, 
 , فأثبت أن𝑅مثاليات أعظمية في  𝐽و  𝐼إذا كان  (2
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   𝐼𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽  أن العكس ليس صحيحاً بالضرورة,, بين  
𝐼إذا كان  (3 + 𝐽 = 𝑅فأثبت أن , 

      𝑅
𝐼 ∩ 𝐽⁄ ≅

𝑅

𝐼
⊕

𝑅

𝐽
. 

 
𝑅. أثبت أن 𝑅في  اً مثالي 𝐼حلقة و  𝑅لتكن  -11

𝐼⁄  حلقة تب يلية إذا و فقط
 إذا تحقق :

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 𝑥𝑦 − 𝑦𝑥 ∈ 𝐼 
 

,𝐼حلقة, و  𝑅لتكن  -11 𝐽, 𝐾  مثاليات في𝑅أثبت أن . 
𝐼إذا كان  (1 ⊆ 𝐽  فأن𝐾: 𝐽 ⊆ 𝐾: 𝐼  و𝐼: 𝐾 ⊆ 𝐽: 𝐾 , 
2) 𝐽: 𝐼 = 𝑅  إذا و فقط إذا كان𝐼 ⊆ 𝐽 , 
3) 𝐼: (𝐼 + 𝐽) = 𝐼: 𝐽, 
𝐼و  𝑅في  اً أولي اً مثالي 𝐾إذا كان  (4 ⊈ 𝐾 فأن ,𝐾: 𝐼 = 𝐾. 

 
,𝑅لتكن  -12 𝑆  حلقات و𝐼, 𝐽  مثاليات في𝑅 إذا كان .𝜑: 𝑅 ⟶ 𝑆 

 تشاكلا حلقياً غامراً, فأثبت أن 
1) 𝜑(𝐼: 𝐽) ⊆ 𝜑(𝐼): 𝜑(𝐽), 
ker (𝜑)إذا كان  (2 ⊆ 𝐼 فأن ,𝜑(𝐼: 𝐽) = 𝜑(𝐼): 𝜑(𝐽), 

ker (𝜑)إذا كان  (3 ⊆ 𝐼 فأن ,√𝜑(𝐼) = 𝜑(√𝐼), 

𝜑√ن إف 𝑆في  اً مثالي 𝐾إذا كان  (4
−1
(𝐾) = 𝜑−1(√𝐾). 
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,𝐼حلقة, و  𝑆حلقة تب يلية و  𝑅لتكن  -13 𝐽  مثاليات في𝑅 إذا كان .
𝜑: 𝑅 ⟶ 𝑆 :تشاكلا حلقياً غامراً, فأثبت أن 

1) 𝜑(𝐼 + 𝐽) = 𝜑(𝐼) + 𝜑(𝐽) و 𝜑(𝐼𝐽) = 𝜑(𝐼)𝜑(𝐽), 
2) 𝜑(𝐼 ∩ 𝐽) ⊆ 𝜑(𝐼) ∩ 𝜑(𝐽) , 
ker (𝜑)إذا كان  (3 ⊆ 𝐼  وker (𝜑) ⊆ 𝐽 نإ, ف 

        𝜑(𝐼 ∩ 𝐽) = 𝜑(𝐼) ∩ 𝜑(𝐽), 
,𝐾إذا كان  (4 𝑇  مثاليين في𝑆نإ, ف 

    𝜑
−1
(𝐾 + 𝑇) = 𝜑−1(𝐾) + 𝜑−1(𝑇)  

𝜑   و 
−1
(𝐾𝑇) ⊇ 𝜑−1(𝐾)𝜑−1(𝑇) . 

 
,𝑅1لتكن  -14 𝑅2 , … . … . , 𝑅𝑛  .ثبت أن أحلقات مثاليات رئيسية

𝑅 مجموعها المباشر = 𝑅1⨁𝑅2⨁… . .⨁𝑅𝑛 .حلقة مثاليات رئيسية 
 

,𝑅لتكن  -15 𝑆  حلقات و𝜑: 𝑅 ⟶ 𝑆 :تشاكلا حلقياً غامراً, فأثبت أن 
1) 𝜑(𝐽(𝑅)) ⊆ 𝐽(𝑆) , 

ker (𝜑)إذا كانت  (2 ⊆ 𝐽(𝑅)  فأن𝐽(𝑅) = 𝜑
−1
(𝐽(𝑆)) , 

𝐼إذا كان  (3 =< 𝑎 𝜑(𝐼), فأن 𝑅في  اً مثالي < =< 𝜑(𝑎) > , 
 حلقة مثاليات رئيسية. 𝑆ن إحلقة مثاليات رئيسية, ف 𝑅إذا كانت  (4
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,𝑅لتكن  -16 𝑆  حلقات تب يلية واح ية. إذا كان𝜑: 𝑅 ⟶ 𝑆  تشاكلا
 حلقياً غامراً, فأثبت أن:

1) ker (𝜑)  مثالية أولية في𝑅  إذا و فقط إذا كانت𝑆 ,منطقة صحيحة 
2) ker (𝜑)  مثالية أعظمية في𝑅  إذا و فقط إذا كانت𝑆 .حقلًا 

 
,𝐼حلقة تب يلية, و  𝑅لتكن  -17 𝐽  مثاليات في𝑅أثبت أن . 

1) √𝐼𝐽 = √𝐼 ∩ 𝐽 = √𝐼 ∩ √𝐽, 

2) √𝐼 + √𝐽 ⊆ √𝐼 + 𝐽 = √√𝐼 + √𝐽, 

𝐼𝑛يحقق  𝑛إذا كان يوج  ع د صحيح موجب  (3 ⊆ 𝐽 نإف 
                    √𝐼 ⊆ √𝐽, 

4) √𝐼 = √√𝐼 . 
 

𝑅إذا كانت  -18 = (ℤ6, +, . 𝑃و  ( =< 3 >= {0,3} ⊆ 𝑅 ,
 .𝑅مثالي أولي في  𝑃أثبت أن ف
 

𝑅إذا كانت  -19 = (ℤ8, +, . 𝑃و  ( =< 4 >= {0,4} ⊆ 𝑅 ,
 .𝑅في  اً مثالي ليس أولي 𝑃أثبت أن ف
 لتكن -21
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 𝑅 = ({(
𝑎   𝑏    𝑐
𝑑    𝑒    𝑓
0    0    𝑔

) : 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓, 𝑔 ∈ ℤ} ,+, . ) 

 حلقة و 

𝐼 = {(
0   0    𝑥
0    0    0
0    0    0

) : 𝑥 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅 , 

𝐽 = {(
0   0    𝑥
0    0    𝑦
0    0    0

) : 𝑥. 𝑦 ∈ ℤ} ⊆ 𝑅 

 .𝑅مثالياً في  𝐼, ثم بين  فيما إذا كان 𝑅مثالي في   𝐽و  𝐽مثالي في  𝐼أثبت أن 
 

𝑅لتكن  -21 = { {𝑎𝑛} ∶ 𝑛 ∈ ℤ
مجموعة كل المتتاليات اللانهائية    {+

 ن,اتشكيل داخلي اقانون 𝑅من الأع اد الكسرية )النسبية(. نعُرف على 
{𝑎𝑛}الأول   + {𝑏𝑛} = {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛} و الثاني 
 {𝑎𝑛}. {𝑏𝑛} = {𝑎𝑛. 𝑏𝑛}و ذلك من أجل كل , 
 {𝑎𝑛}, {𝑏𝑛} ∈ 𝑅  عن ئذ .(𝑅, +, . من  حلقة تب يلية واح ية ) (

 :ثبت أنأفي الفصل الأول.  11التمرين 
تكون مثالياً في حلقة   𝑅مجموعة كل المتتاليات المتقاربة من صفر الحلقة في  (1

, ثم بين  فيما إذا كانت مثالياً أولياً 𝑅مجموعة كل المتتاليات المح ودة في 
 فيها,

مثالياً أعظمياً  تكون 𝑅مجموعة كل المتتاليات المتقاربة من صفر الحلقة في  (2
 ,𝑅في حلقة مجموعة كل المتتاليات المتقاربة في 
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تكون مثالياً أعظمياً  𝑅مجموعة كل المتتاليات المتقاربة من صفر الحلقة في  (3
 .𝑅في حلقة مجموعة متتاليات كوشي حلقة في 

 
,𝑅)لتكن  -22 +, . 𝑎حلقة ما و  ( ∈ 𝑅  عنصراً ليس مع وم القوى في

𝑅أولي في . أثبت أنه يوج  مثالي 𝑅  يحوي العنصر𝑎. 
 

 حلقة واح ية تب يلية. إن القضايا التالية متكافئة: 𝑅لتكن  -23

i. 
𝑅

𝑁(𝑅)
 حقل, 

ii. 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)) = 1 , 
iii. ∀ 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑟 ∉ 𝑈(𝑅): ∃𝑛 ∈ ℕ; 𝑟𝑛 = 0 . 

 
𝑅ليكن  -24 = ℤ(√𝑚)  حلقة و𝑝  حيث  2ع داً أولياً أكبر من ,𝑚  

 ثبت أنألا يكون مربعاً كاملًا. 

𝜇
𝑝
= {𝑎 + 𝑏√𝑚:  𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑝\𝑎, 𝑝\𝑏}   مثالي أعظمي في𝑅. 

 
,𝑅)لتكن  -25 +, . 𝑃حلقة ما و  ( ≠ 𝑅  مثالي في𝑅 أثبت أن الشرط .

هو أن لا تحوي حلقة الباقي  𝑅في  اً أولي اً مثالي 𝑃اللازم و الكافي لكي يكون 
𝑅

𝑃
 قواسم للصفر. 
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فأثبت أن  𝐼في  اً أولي اً مثالي 𝑃. إذا كان 𝑅مثالي في  𝐼حلقة و  𝑅لتكن  -26
𝑃  مثالي في𝑅. 

𝑅لتكن  -27 = (ℤ, +, .  حلقة الأع اد الصحيحة  (

𝐼و  = 4ℤ, 𝐽 = 6ℤ  مثاليات في𝑅 2. أثبت أنℤ

𝐽
≅

𝐼

12ℤ
 . 

 
 حلقة واح ية تب يلية تحقق: 𝑅لتكن  -28

(∀ 𝑟 ∈ 𝑅: ∃𝑛 ∈ ℤ+; 𝑟𝑛 = 𝑟) . 
a)    أثبت أن𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) = 𝜇 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) . 
b)  كتب مثالًا على حلقة ا𝑅 : وليست حقل( تحقق( 

 ∀ 𝑟 ∈ 𝑅: ∃𝑛 ∈ ℤ+; 𝑟𝑛 = 𝑟   
𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)و   = 𝜇 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)  . 

      

   ****              ******                                  ******** 
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 الفصل الخامس

 ،ةئيسيَّات الرَّالمثاليَّ ، حلقاتةالحلقات الإقليديَّ

 حلقة التحليل الوحيدو

𝑬𝒖𝒄𝒍𝒊𝒅𝒆𝒂𝒏 𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔 , 𝑷𝒓𝒊𝒏𝒄𝒊𝒑𝒍𝒆 𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔,

and 

𝑼𝒏𝒊𝒒𝒖𝒆 𝑭𝒂𝒄𝒕𝒐𝒓𝒊𝒛𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔 

 

بشكل وحيد  إنَّ أي عدد صحيح أكبر من الواحد هو عدد أولي أو يُمكن كتابته  
لأي عددين  لى عوامله الأوليَّة(، كما أنَّ ة )تحليل إأوليَّ  لأعداد   على شكل جداء منته  

سنمعمم و أصغر وحيد،  ا  ممشترك ا  صحيحين موجبين قاسم ممشترك أكبر وحيد وممضاعف
بالضرورة وجود مضاعف مشترك أصغر أو قاسم مشترك ه ليس نَّ إذ إهذه المفاهيم 

 حالة وجودماا لن يكونا وحيدين، باإضااةة إلى أنه فيو  ،أكبر لعنصرين في حلقة
غير قابل للقلب يُمكن كتابة كل عنصر غير صفري و  ةقط في مناطق التحليل الوحيد

 على شكل جداء منته  لعناصر أوليٍّة.
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مفهومي ير صفري و عنصر على عنصر آخر غمفاهيم قسمة في هذا الفصل نعرض 
ترادةةالعنصر غير القابل للتحليل و و  العنصر الأولي 

م
 العلاقة ةيما بينهما،و  العناصر الم

العنصر غير القابل يوجد علاقة بين العنصر الأولي و  أنَّه لافي الحالة العامة نبينن و 
ا  غير قابل للتحليل ، ولي عنصر ليس بالضرورة أن يكون العنصر الأ للتحليل، أي إنَّ 

ه في الحالة العامة ليس كما أنَّ (. 2-1-5)( من الأمثلة 3) هذا ما يبينه المثالو 
هذا ما يبينه المثال و ، ا  بالضرورة أن يكون كل عنصر غير قابل للتحليل عنصرا  أوليَّ 

لا  للتحليل في العنصر الأولي يكون عنصرا  قاب إلا أنَّ ،(2-1-5( من الأمثلة )4)
 في النتيجة اههذا ما نعر ، و بالضرورة ا  العكس ليس صحيح لكن المناطق الصحية و 

-1-5) ثالفي الم نمبينههذا ما ، و بالضرورة ا  العكس ليس صحيح، و (5-1-3)
4). 

غير قابل  أنَّ كل عنصر غير قابل للتحليل في منطقة صحيحة يكون أيضا  نمبينن  
عرةة عليها، و للتحليل في حلقة  

م
كذلك كل عنصر أولي في منطقة كثيرات الحدود الم

عرةة عليها،  أوليصحيحة يكون أيضا 
م
نعرض من ثم و في حلقة كثيرات الحدود الم

 العلاقة ةيما بينها.حليل الوحيد و المثاليَّات الرئيسيَّة و التن دراسة المناطق اإضقليديَّة و 
كل منطقة إقليديَّة هي مثاليَّات رئيسيَّة إلا أنَّ العكس ليس صحيحا    نبينن أنَّ 
كون الرئيسينة كل مثالي أعظمي سيالمثاليَّات في منطقة  ، باإضااةة إلى أنَّهبالضرورة

العناصر غير تطابق مفهومي العناصر الأولية و و بعنصر غير قابل للتحليل،  ا  مولد
كل مثالي   ، وأنَّ يكون مثالي أعظميكل مثالي أولي غير صفري   أنَّ و ل، القابلة للتحلي

على شكل  يمكتب في منطقة المثاليات الرئيسيَّة  لا يساوي كامل الحلقةو  غير صفري
وجود المضاعف المشترك الأصغر  جداء منته  لمثالينات أولية، باإضااةة إلى دراسة

المناطق  في ذلكو  ،العناصره كتابته بدلالة هذعناصر و لوالقاسم المشترك الأكبر ل
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أي إنَّه  ،لا يُكن ذلك مناطق التَّحليل الوحيدلكنه في و  ،رئيسيَّةالثاليَّات الماإضقليديَّة و 
، باإضااةة إلى تمهيدية غاوس كتابته بدلالة هذه العناصريُمكن   لا

"Gauss′s Lemma"  ومناقشة العلاقة بين المناطق الثلاث، باإضااةة إلى
 .تطبيقين لمناطق التحليل الوحيد في نظرية الأعداد

 العناصر الأولية و العناصر غير القابلة للتحليل:. 5-1

نعرض تعريف العناصر الأولية و العناصر غير القابلة للتحليل و العلاقة ةيما بينها، 
 باإضااةة إلى بعض الخواص.

 تعريف: 5-1-1

,𝑟حلقة تبديليَّة وَواحديَّة وَ 𝑅لتكن 𝑟′ ∈ 𝑅  عناصر غير صفرية في𝑅:َّةإن . 

1- 𝑟قسم ي𝑟′ إذا و ةقط إذا كان∃𝑡 ∈ 𝑅; 𝑟′ = 𝑡. 𝑟 
 .′𝑟|𝑟نرمز لذلك بالرمز وَ 

2- 𝑟  في للتَّحليلغير قابل𝑅  تحققإذا وةقط إذا 
𝑖) 0 ≠ 𝑟 ∉ 𝑈(𝑅) 

  𝑖𝑖) 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅: 𝑟 = 𝑠. 𝑡 ⇒ 𝑠 ∈ 𝑈(𝑅)   ∨    𝑡 ∈ 𝑈(𝑅) 
3- 𝑟  في أوَّليعنصر𝑅 إذا وةقط إذا تحقق: 

𝑖) 0 ≠ 𝑟 ∉ 𝑈(𝑅) 
      𝑖𝑖) 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅:  𝑟|𝑠. 𝑡 ⇒ 𝑟|𝑠  ∨    𝑟|𝑡 

4- 𝑟 و𝑟′ تشاركان( إذا و ةقط إذا كانمم تواةقانأو مم )ممترادةان 
∃𝑢 ∈ 𝑈(𝑅):  𝑟 = 𝑟′. 𝑢 

〈𝑟〉إذا وةقط إذا كانممترادةان  ′𝑟و 𝑟أي إنَّ  = 〈𝑟′〉 
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 أمثلة:. 5-1-2

ا لا تملك عناصر غير قابلة للتحليل و لا تملك  𝑅إذا كانت  -1 حقلا ، ةإنََّّ
عناصر أولية، و تكون جميع عنصرها غير صفرية ممترادةة، و ذلك لأن 

𝑈(𝑅) = 𝑅\{0}  . 
𝑅إذا كانت -2 = (ℤ, وغير  ا  ليَّ أوَّ  ا  نصر عم  يكونلي ةإن كل عدد أوَّ  (∙,+

𝑈(𝑅)لأنَّ  𝑎يمرادف 𝑎∓كما أنَّ   .للتَّحليلقابل  = {∓1}. 
𝑅إذا كانت  -3 = (ℤ6,⊕,⊗) ،2ةإنَّ حلقة ∈ 𝑅ذلك ، و عمنصر أوَّلي 

 لأنَّ:
0 ≠ 2 ∉ 𝑈(𝑅) =  وَ إذا كان:{1,5}

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅; 2|𝑎𝑏  ⇒  2|𝑎  ∨    2|𝑏  

2لأنَّ  للتَّحليل قابل 2ََ  كما أنن  =  . للقلبغير قابل  4وَ  2، وكلا  من 2⨂4

4لأنَّ  2( تواةق) ترادف 4كما أنَّ  = 2⊗ 5 

3تمرادف نفسها لأنَّ:   3وَ  = 3⊗ 1 = 3⊗ 5. 

𝑅إذا كانت  -4 = (ℤ8,⊕,⊗)  ،2ةإنَّ حلقة ∈ 𝑅 ،عمنصر أوَّلي
 ذلك  لأنَّ:و 

0 ≠ 2 ∉ 𝑈(𝑅) =  وَ إذا كان: {1,3,5,7}

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅; 2|𝑎𝑏  ⇒  2|𝑎  ∨    2|𝑏  

6كما أنَّ             ∈ 𝑅  غير قابل للتَّحليل في𝑅  َّو ذلك لأن ، 
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0 ≠ 6 ∉ 𝑈(𝑅) = {1,3,5,7} 

6 = 1⨂6 = 2⨂3 = 2⨂7 = 5⨂6 

6كما أنَّ     ∈ 𝑅  غير أولي في𝑅  ذلك لأنَّ ، و 

                    0 ≠ 6 ∉ 𝑈(𝑅) = {1,3,5,7} 

6  ⋀ 3⨂2|6و    ∤ 2 ⋀  6 ∤ 3    

6لأنَّ  2ترادف )تواةق(  6كما أنَّ  = 2⊗ 3 

4تمرادف نفسها لأنَّ:   4وَ  = 4⊗ 1 = 4⊗ 5. 
𝑅إذا كانت -5 = (ℤ(√2),  ةإنَّ  ،(∙,+

    𝑎 = 18 + 13√2 ∈ 𝑅 مترادف مع العنصر 
 𝑏 = 2 + 3√2 ∈ 𝑅  وذلك لأنًّه يوجد عنصر قابل للقلب ،

𝑢 = 3 + 2√2 ∈ 𝑅  يحقق𝑎 = 𝑢𝑏 َّلاحظ أن( ،𝑢−1 =

3 − 2√2 ∈ 𝑅 .) 
𝑅إذا كانت -6 = (ℤ(𝑖),  حلقة غاوس، ةإنَّ  (∙,+

𝑎 + 𝑖𝑏, −𝑎 − 𝑖𝑏, −𝑏 + 𝑖𝑎, 𝑏 − 𝑖𝑎 ∈ 𝑅  ،عناصر مترادةة
𝑈(𝑅)ذلك لأن و  = {1,−1, 𝑖, −𝑖} . 

𝑅إذا كانت  -7 = (ℚ[𝑥], +,∙)،𝑓(𝑥) = 3𝑥5 + 6𝑥4 +

4𝑥2 + 12𝑥 +  قاعدةحسب  𝑅في  للتَّحليلغير قابلة  18
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𝑝عندما  نشتاينسييآ = 0كما أنَّ   .2 ≠ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅  مترادةة مع
𝑎−1𝑓(𝑥) ∈ 𝑅  0من أجل كل ≠ 𝑎 ∈ ℚ و ذلك لأن ، 

𝑓(𝑥) = 𝑎(𝑎−1𝑓(𝑥)) . 
𝑔(𝑥)بينما   = 𝑥4 + 𝑥2 + 1 ∈ 𝑅 قابلة للتحليل في𝑅 ،

 لأنَّ:ذلك و 
𝑔(𝑥) = (𝑥2 + 𝑥 + 1)(𝑥2 − 𝑥 + 1) . 

𝑅إذا كانت -8 = (ℤ(√−3),+,∙) َّةإن ،𝑝 = √−3 ∈ 𝑅 
0، و ذلك لأن: 𝑅عنصر أولي في  ≠ 𝑝 ∉ 𝑈(𝑅) = {−1,1} 

 ، و 
𝑥 = 𝑎 + 𝑏√−3, 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√−3 ∈ 𝑅: 𝑝|𝑥𝑦 

⟹ ∃𝑧 = 𝑒 + 𝑓√−3 ∶ 𝑝𝑧 = 𝑥𝑦 

 منه و          

(𝑝𝑧)2 = (𝑥𝑦)2⟹ 3(𝑒2 + 3𝑓2)

= (𝑎2 + 3𝑏2)(𝑐2 + 3𝑑2) 

 أي إنَّ         

3|(𝑎2 + 3𝑏2)(𝑐2 + 3𝑑2)

= 𝑎2𝑐2 + 3𝑎2𝑑2 + 3𝑏2𝑐2 + 9𝑏2𝑑2

⟹ 3|𝑎2𝑐2 

، 𝑐|3أو  𝑎|3و منه  𝑐2|3أو   𝑎2|3، ةإنَّ  ℤعددا  أوليا  في  3و كون      
 بالتالي يكون و 
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√−3|𝑎 + 𝑏√−3 3−√أو|𝑐 + 𝑑√−3  َّأي إن𝑝|𝑥  أو𝑝|𝑦 ،
 .𝑅عنصر أولي في  𝑝هذا ما يبينن أن و 

𝑝كما أنَّ    = √−3 ∈ 𝑅 عنصر غير قابل للتحليل في𝑅:و ذلك لأن ، 

0 ≠ 𝑝 ∉ 𝑈(𝑅) =  ، و {1,1−}

𝑥 = 𝑎 + 𝑏√−3, 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√−3 ∈ 𝑅: 𝑝 = 𝑥𝑦 
 منه و      

(𝑝)2 = (𝑥𝑦)2⟹ 3 = (𝑎2 + 3𝑏2)(𝑐2 + 3𝑑2) 

 و منه إما

(𝑎
2 + 3𝑏2 = 1
𝑐2 + 3𝑑2 = 3

)

⟹ (𝑎 = ±1 , 𝑏 = 0 , 𝑐 = 0, 𝑑 = ±1)

⟹ (𝑥 = ±1 , 𝑦 = ±√−3) 

⟹ 𝑥 ∈ 𝑈(𝑅), 

 أو      

(𝑎
2 + 3𝑏2 = 3
𝑐2 + 3𝑑2 = 1

)

⟹ (𝑎 = 0 , 𝑏 = ±1 , 𝑐 = ±1, 𝑑 = 0)

⟹ (𝑥 = ±√−3 , 𝑦 = ±1) 

⟹ 𝑦 ∈ 𝑈(𝑅), 
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𝑝أي إنَّ         = √−3 ∈ 𝑅  عنصر غير قابل للتحليل في𝑅 .1 

(:  في الحالة العامة لا يوجد علاقة بين العنصر الأولي و العنصر غير 1ملاحظة )
ل القابل للتحليل، أي إنَّه ليس بالضرورة أن يكون العنصر الأولي عنصرا  غير قاب

ه في كما أنَّ (. 2-1-5( من الأمثلة السابقة )3) للتحليل ، و هذا ما يبينه المثال
و  للتحليل عنصرا  أوليا ، الحالة العامة ليس بالضرورة أن يكون كل عنصر غير قابل

 (.2-1-5( من الأمثلة السابقة )4هذا ما يبينه المثال )

في المناطق الصحيحة يصبح كل عنصر أولي هو عنصر غير قابل للتحليل، و  هإلا أنَّ 
 (.3-1-5لكن العكس غير صحيح، و هذا ما نعراه في النتيجة الآتية )

𝑟وَ  منطقة صحيحة𝑅كن تل . نتيجة:5-1-3 ∈ 𝑅. إذا كان𝑟  ا  أوَّليا  عنصر 
 .𝑅في  للتَّحليلغير قابل  عنصر 𝑟ةإنَّ ، 𝑅في 

 الإثبات:

0ةإنَّ  ، 𝑅في  أوَّلي عنصر 𝑟بما أنَّ  ≠ 𝑟 ∉ 𝑈(𝑅).  إذا   و من جهة ثانية
𝑟كان = 𝑠. 𝑡( َّةإن ،𝑟|𝑠. 𝑡 ⇒ 𝑟|𝑠  ∨    𝑟|𝑡فرض أنَّ (. ب𝑟|𝑠 و منه ، 

𝑟|𝑠 ⇒ ∃𝑢 ∈ 𝑅 ∶ 𝑠 = 𝑟𝑢 ⇒ 𝑟 = 𝑟. 𝑢. 𝑡
𝑅.𝐼𝐷
⇒  𝑢. 𝑡 = 1

⇒ 𝑡 ∈ 𝑈(𝑅) 

 .𝑅في  للتَّحليلغير قابل  𝑟وبالتَّالي 
                                                           

𝑧)لاحظ :1 = 𝑎 + 𝑖𝑏 ⟹ 𝑧2 = 𝑧. 𝑧̅ = 𝑎2 + 𝑏2  

𝑧وَ  = 𝑎 + 𝑖√𝑏 ⟹ 𝑧2 = 𝑧. 𝑧̅ = 𝑎2 + 𝑏 ) 
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للتحليل في  عنصرا  غير قابل 𝑟بالضرورة، أي إنَّه إذا كان  العكس غير صحيحإنَّ 
. المثال الآتي  𝑅في  عنصرا  أوليا   𝑟، ةليس بالضرورة أن يكون  𝑅المنطقة الصحيحة 

 يبينن ذلك.

 . مثال:5-1-4

𝑅لتكن  = (ℤ(√−3),+,∙)،𝑝 = 2 ∈ 𝑅 . َّإن𝑝  غير قابل للتَّحليل
 لأنَّ:، و ذلك 𝑅في 

0 ≠ 𝑝 ∉ 𝑈(𝑅)إذا كان . 

  𝑥 = 𝑎 + 𝑏√−3 , 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√−3 ∈ 𝑅: 𝑝 = 𝑥𝑦 

𝑥2𝑦2 = 𝑝2 ⇒ (𝑎2 + 3𝑏2)(𝑐2 + 3𝑑2)

= 4                                         

⇒ {
𝑎2 + 3𝑏2 = 1 , 𝑐2 + 3𝑑2 = 4

 ⋁
𝑎2 + 3𝑏2 = 4 , 𝑐2 + 3𝑑2 = 1

 

⇒ {
[(𝑎 = ∓1⋀𝑏 = 0)⋁(𝑐 = ∓2, 𝑑 = 0)]

⋁
[(𝑎 = ∓2⋀𝑏 = 0)⋁(𝑐 = ∓1, 𝑑 = 0)]

⟹ {
[(𝑥 = ∓1)⋁(𝑦 = ∓2)]

⋁
[(𝑥 = ∓2)⋁(𝑦 = ∓1)]

 

𝑝أي إنَّ   ،𝑅قابل للقلب في 𝑦أو  𝑅قابل للقلب في  𝑥إذا  إمَّا  = غير قابل  2
 .𝑅للتحليل في 
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𝑝لكن  =  غير أوَّلي لأنَّ: 2

2|(1 + √−3 )(1 − √−3 ) = 2، بينما 4 ∤ (1 + √−3 ) 
 لأنَّهم إذا كان:

2|(1 + √−3 ) ⇒ 1 + √−3 = 2(𝑎 + 𝑏√−3) 

⇒ 4 = 4(𝑎2 + 3𝑏2) 

⇒ 1 = 𝑎2 + 3𝑏2 ⇒ (𝑎 = ∓1⋀𝑏 = 0) 

⇒ 1 + √−3 = ∓2 

2وهذا غير ممكن. وبالمثل نجد  ∤ (1 − √−3 ). 

𝑅أجل من  مثال آخر: = (ℤ(√−5),+,∙)،𝑝 = 3 ∈ 𝑅  غير عنصر
يتم اإضثبات بشكل مشابه   .𝑅ا  في ليس أوَّليو لكنهعنصرا  ،𝑅في  قابل للتَّحليل

 (.4-1-5)للمثال السابق 

نبينن بأنَّ كل عنصر غير قابل للتحليل في منطقة صحيحة يكون أيضا غير قابل 
عرةة عليها، و كذلك

م
كل عنصر أولي في منطقة   للتحليل في حلقة كثيرات الحدود الم

عرةة عليها، و صحيحة يكون أيضا غير قابل للتحليل في حلقة  
م
ذلك كثيرات الحدود الم

 من خلال المبرهنة الآتية.

 . مُبرهنة:5-1-5

 :ةإنَّ القضايا التَّالية صحيحة ،𝐼𝐷هي 𝑅إذا كانت 
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𝑟كان إذا   .1 ∈ 𝑅  عنصر غير قابل للتَّحليل في𝑅  ةإن𝑟  غير قابل للتَّحليل
 .𝑅[𝑥]في 

𝑟إذا كان  .2 ∈ 𝑅  في  ا  أوليَّ  ا  عنصر𝑅  ةإن𝑟  أولي في𝑅[𝑥]. 

 الإثبات: 

  𝐼𝐷منطقة صحيحة  𝑅[𝑥]لدينا  ،( في الفصل الثالث3-1-3حسب النتيجة )
𝑈(𝑅[𝑥])و   = 𝑈(𝑅) . 

0، عندئذ 𝑅غير قابل للتَّحليل في ا  عنصر 𝑟ليكن (1 ≠ 𝑟 ∈ 𝑈(𝑅) 
 في الفصل الثالث يكون( 2-1-3حسب المبرهنة )و 

∀𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅[𝑥]; 𝑟 = 𝑠. 𝑡 ⇒ 0 = 𝑑𝑒𝑔(𝑟)

= 𝑑𝑒𝑔(𝑠) + 𝑑𝑒𝑔(𝑡) 

⇒ 𝑑𝑒𝑔(𝑠) = 𝑑𝑒𝑔(𝑡) = 0 ⟹ 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅 

𝑟وبما أن  = 𝑠. 𝑡 و𝑟  غير قابل للتَّحليل في𝑅 عندئذ 

𝑠 ∈ 𝑈(𝑅) = 𝑈(𝑅[𝑥])⋁𝑡 ∈ 𝑈(𝑅) = 𝑈(𝑅[𝑥]) 

 .𝑅[𝑥]غير قابل للتَّحليل في  𝑟بالتالي و 

 و  𝑅عنصر غير أولي في  𝑟ليكن (2

𝑓 =∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=0

∈ 𝑅[𝑥]و    𝑔 =∑𝑏𝑗 . 𝑥
𝑗

𝑚

𝑗=0

∈ 𝑅[𝑥]   

∶  𝑟|𝑓. 𝑔 
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⇒ 𝑓. 𝑔 = ∑ 𝑐𝑘 . 𝑥
𝑘

𝑚+𝑛

𝑘=0

   ; 𝑐𝑘 = ∑ 𝑎𝑖 . 𝑏𝑗
𝑖+𝑗=𝑘

 

𝑟 نفرض جدلا  أنَّ  ∤ 𝑔  ⋀  𝑟 ∤ 𝑓 ومنهم. 

∃𝑖0 ∈ {0,1, … . , 𝑛}, 𝑗0 ∈ {0,1, … . , 𝑚}:  𝑟 ∤ 𝑎𝑖0 , 𝑟 ∤ 𝑏𝑗0  

𝑗0و ليكن 𝑟يحقِّقان أن  موجبين أصغر عددين صحيحين 𝑖0وَ  ∤ 𝑏𝑗0&   𝑟 ∤

𝑎𝑖0  و منهم 

𝑟 ∤ 𝑎𝑖0𝑏𝑗0;∃𝑘0 = 𝑖0 + 𝑗0 

𝑟و بالتالي ∤ 𝑐𝑘0و هذا يمناقض كون 

∀𝑘 ∈ {0,1, … . . , 𝑚 + 𝑛} ∶ 𝑟|𝑐𝑘 = ∑ 𝑎𝑖 . 𝑏𝑗𝑖+𝑗=𝑘، 

 .𝑅[𝑥]عنصر أولي في  𝑟إنَّ  أي 𝑟|𝑔أو 𝑟|𝑓و بالتالي يكون 

 الحلقات )المناطق( الإقليدية.5-2
"𝑬𝒖𝒄𝒍𝒊𝒅𝒆𝒂𝒏 (𝑫𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏𝒔) 𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔": 

حلقة  𝑅 عندئذ ،حلقة )منطقة صحيحة(𝑅لتكن . تعريف: 5-2-1
إذا وةقط   𝐸𝐷تمرمز ب ـ "𝑬𝒖𝒄𝒍𝒊𝒅𝒆𝒂𝒏 𝑫𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏")منطقة( إقليدية 

 إذا كان يوجد دالة

𝜑: 𝑅\{0} → ℕ : تحقق 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅\{0}: ∃𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟, 
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  𝑟 = 0 ∨      𝜑(𝑟) < 𝜑(𝑏) 
𝜑(𝑎) ≤ 𝜑(𝑎𝑏),   ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅\{0} 

دالة قياسينة من أجلها تكون الحلقة )المنطقة الصحيحة(  𝜑و تمسمى   
 إقليدية.

 . أمثلة:5-2-2

𝑅لتكن  .1 = (ℤ, منطقة إقليدية  𝑅حلقة الأعداد الصحيحة. إنَّ  (∙,+
𝐸𝐷 ، 

𝜑:𝑅\{0}لأنَّه يوجد الدالة                 → ℕ

∀𝑎 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑎) = |𝑎|
 

 و حسب خوارزمية القسمة في الأعداد الصحيحة نجد

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ: ∃𝑞, 𝑟 ∈ ℤ; 𝑏 = 𝑎. 𝑞 + 𝑟; 𝑟 = 0 ∨   |𝑟|

< |𝑎| 

 و حسب خواص القيمة المطلقة
𝜑(𝑎) = |𝑎| ≤ |𝑎𝑏| = 𝜑(𝑎𝑏),   ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅\{0} 

 . 𝐸𝐷منطقة إقليدية  𝑅، ةتكون  𝐼𝐷حلقة الأعداد الصحيحة هي  كما أنَّ   

 منطقة إقليدية. 𝑅[𝑥]. عندئذ حلقة كثيرات الحدود حقلا   𝑅لتكن  .2

:𝜑لأنَّه يوجد الدالة   𝑅\{0} → ℕ

∀𝑓 ∈ 𝑅[𝑥]\{0}: 𝜑(𝑓) = deg(𝑓)
 عندئذ ،

∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅\{0}: ∃𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅[𝑥]: 
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𝑔 = 𝑓. 𝑞 + 𝑟 ; 𝑟 = 0  ∨   deg(𝑟) < deg(𝑓) 

( في الفصل 2-1-3) ، و حسب المبرهنةحسب مبرهنة خوارزمية القسمة ذلكو 
 الثالث نجد

𝜑(𝑓) = deg(𝑓) ≤ deg(𝑓) + deg (𝑔)

= 𝜑(𝑓. 𝑔),   ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅\{0} 

( في الفصل الثالث، تكون 3-1-3وحسب النتيجة ) 𝐼𝐷كل حقل هو   و بما أنَّ 
𝑅[𝑥]  منطقة صحيحة𝐼𝐷 و مما سبق تكون .𝑅[𝑥]  منطقة إقليدية𝐸𝐷 . 

ليست منطقة  𝑹[𝒙]حلقة أو منطقة صحيحة, فإنَّ  𝑹*** لاحظ في حالة 
 صحيحة, 

𝑅: مثال = (ℤ, ليست حلقة  𝑅[𝑥]. إنَّ حلقة الأعداد الصحيحة (∙,+
 )منطقة( إقليدية، و ذلك لأنه يوجد

𝑔(𝑥) = 𝑥2, 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 ∈ 𝑅[𝑥]، و لا يوجد
𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  تحققان𝑔 = 𝑓. 𝑞 + 𝑟  بحيث𝑟 = 0  ∨

  deg(𝑟) < deg(𝑓)  .ليس بالضرورة إذا   نَّهأمكننا القول بيُ  لذلك و
 حلقة )منطقة( إقليدية. 𝑹[𝒙])منطقة( إقليدية فإنَّ  حلقة 𝑹كانت 

 و ذلك لأن ،𝐸𝐷منطقة إقليدية  𝑅حقلا . عندئذ  𝑅لتكن  .3

𝜑:𝑅\{0}لأنَّه يوجد الدالة                 → ℕ

∀𝑎 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑎) = 1
 تحقق:  

 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅\{0}:   𝜑(𝑎) = 1 = 𝜑(𝑎. 𝑏),    
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∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅\{0}: ∃𝑞 = 𝑏𝑎−1, 𝑟 = 0 ∈ 𝑅; 𝑏

= 𝑞. 𝑎 + 𝑟 ; 𝑟 = 0   

𝑅لتكن  .4 = (ℤ(√2),  ، 𝐸𝐷منطقة إقليدية  𝑅حلقة. إنَّ  (∙,+
لأنَّه يوجد الدالة         

𝜑:𝑅\{0} → ℕ

∀𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑥) = |𝑎2 − 2𝑏2|
    

 تحقق:
∀𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2, 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√2 ∈ 𝑅\{0}: 

𝜑(𝑥. 𝑦) ≥ 𝜑(𝑥). 1 = 𝜑(𝑥) 
∀𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2, 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√2 ∈ 𝑅\{0}: 𝑥𝑦−1

= 𝑒 + 𝑓√2 ∈ ℚ(√2) 

 منه و    

∃𝑚, 𝑛 ∈ ℤ: |𝑒 − 𝑚| ≤
1

2
, |𝑓 − 𝑛| ≤

1

2
 

𝑥𝑦−1 = 𝑒 + 𝑓√2

= (𝑚 + 𝑛√2)

+ ((𝑒 − 𝑚) + (𝑓 − 𝑛)√2) 

 نجد 𝑦ب ـ  نضرب طرفي العلاقة 

𝑥 = (𝑚 + 𝑛√2)𝑦 + ((𝑒 − 𝑚) + (𝑓 − 𝑛)√2) 𝑦

= 𝑞𝑦 + 𝑟 
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 حيث 

𝑞 = 𝑚 + 𝑛√2 , 𝑟 = (𝑒 − 𝑚) + (𝑓 − 𝑛)√2 ∈ 𝑅 ، 

 و يكون

𝜑(𝑟) = |(𝑒 − 𝑚)2 − 2(𝑓 − 𝑛)2|𝜑(𝑦)

≤ |
1

4
−
1

2
|𝜑(𝑦) =

1

2
𝜑(𝑦) < 𝜑(𝑦) 

 منطقة إقليدية. 𝑅منطقة صحيحة، ةتكون  𝑅و كون  

𝑅لتكن  .5 = (ℤ(𝑖),  ، 𝐸𝐷منطقة إقليدية  𝑅حلقة غاوس. إنَّ  (∙,+
 

لأنَّه يوجد الدالة         
𝜑: 𝑅\{0} → ℕ

∀𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑥) = |𝑥|2 = 𝑎2 + 𝑏2
    

 تحقق:
∀𝑥 𝑦 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑥. 𝑦) = |𝑥. 𝑦|2 = |𝑥|2|𝑦|2

≥ |𝑥|2 = 𝜑(𝑥) 
∀𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝑦 = 𝑐 + 𝑑𝑖 ∈ 𝑅\{0}: 𝑥𝑦−1

= 𝑒 + 𝑖𝑓 ∈ ℂ 

 منه و    

∃𝑚, 𝑛 ∈ ℚ: |𝑒 − 𝑚| ≤
1

2
, |𝑓 − 𝑛| ≤

1

2
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𝑥𝑦−1 = 𝑒 + 𝑓𝑖

= (𝑚 + 𝑛𝑖) + ((𝑒 − 𝑚) + (𝑓 − 𝑛)𝑖) 

 نجد 𝑦ب ـ  نضرب طرفي العلاقة 

𝑥 = (𝑚 + 𝑛𝑖)𝑦 + ((𝑒 − 𝑚) + (𝑓 − 𝑛)𝑖)𝑦

= 𝑞𝑦 + 𝑟 

𝑞حيث  = 𝑚 + 𝑛𝑖 , 𝑟 = (𝑒 − 𝑚) + (𝑓 − 𝑛)𝑖 ∈ 𝑅   ،
 يكونو 

𝜑(𝑟) = |(𝑒 − 𝑚)2 + (𝑓 − 𝑛)2|𝜑(𝑦)

≤ |
1

4
+
1

4
|𝜑(𝑦) =

1

2
𝜑(𝑦) < 𝜑(𝑦) 

 منطقة إقليدية. 𝑅منطقة صحيحة، ةتكون  𝑅و كون     

𝒙***لاحظ في حالة كان  = −𝟒 + 𝒊, 𝒚 = 𝟓 + 𝟑𝒊 ∈ 𝑹  َّفإن 

𝒙 = −𝒚 + (𝟏 + 𝟒𝒊) = (−𝟏 + 𝒊)𝒚 − (𝟒 − 𝒊) 

حيدين )يوجد أكثر ( ليسا و 1-2-5ي التعريف السابق )ف 𝒒و 𝒓أي إنّ     
 يحققان ذلك(.  𝒒و  𝒓من 

 . نتيجة:5-2-3

:𝜑دالة ، أي إنَّه توجد إقليدية منطقة 𝑅لتكن  𝑅\{0} → ℕ  : تحقق 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅\{0}: ∃𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟, 

  𝑟 = 0 ∨      𝜑(𝑟) < 𝜑(𝑏) 
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𝜑(𝑎) ≤ 𝜑(𝑎𝑏),   ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅\{0} 

 عندئذ القضايا التالية صحيحة.      

1) ∀𝑥 ∈ 𝑅\{0}  ∶   𝜑(𝑥) ≥ 𝜑(1) 
,𝑥إذا كان  (2 𝑦 ∈ 𝑅\{0}   َّمترادةين، ةإن𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦) ، 
𝑥إنَّ   (3 ∈ 𝑈(𝑅)   إذ وةقط إذا كان𝜑(𝑥) = 𝜑(1) . 

 اإضثبات:  

1)  

∀𝑥 ∈ 𝑅\{0}  ∶   𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥. 1) ≥ 𝜑(1) 

2)  

,𝑥إذا كان  𝑦 ∈ 𝑅\{0}  َّمترادةين، ةإن 

∃𝑢 ∈ 𝑈(𝑅): 𝑥 = 𝑢𝑦 , 𝑦 = 𝑢−1𝑥، منهو 

𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑢𝑦) ≥ 𝜑(𝑦) 

𝜑(𝑦)و  = 𝜑(𝑢−1𝑥) ≥ 𝜑(𝑥) ، 

𝜑(𝑥)و منه  = 𝜑(𝑦). 

3) ⇐ 
𝑥إذا كان  ∈ 𝑈(𝑅) َّةإن∃𝑢 ∈ 𝑅: 𝑥𝑢 =  و منه  1

𝜑(𝑥) ≤ 𝜑(𝑥𝑢) = 𝜑(1) ≤ 𝜑(𝑥) 
⟹ 𝜑(𝑥) = 𝜑(1) 
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⟹  

𝑥ليكن  ∈ 𝑅\{0}  ∶   𝜑(𝑥) = 𝜑(1)  و حسب تعريف الحلقة ،
 اإضقليدية 

∃𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅; 1 = 𝑞𝑥 + 𝑟,   𝑟 = 0 ∨      𝜑(𝑟)

< 𝜑(𝑥) 

𝑟في حالة         ≠ 𝜑(𝑟)، ةإن   0 < 𝜑(𝑥) = و هذا يناقض  1
𝑟الفرض، إذن  = 1و منه  0 = 𝑞𝑥  َّأي إن𝑥 ∈ 𝑈(𝑅) و بذلك يتم .

 المطلوب.

ليات الرئيسية حلقات )مناطق( المثا. 5-3
"𝑷𝒓𝒊𝒏𝒄𝒊𝒑𝒍𝒆𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔 (𝑫𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏𝒔)": 

أنَّ كل حلقة )منطقة( إقليدية هي حلقة )منطقة(مثاليَّات نمبينن في هذه الفقرة 
كل مثالي أعظمي سيكون   في هذا المنطقة الرئيسيّة , بالإضافة إلى أنَّهرئيسيَّة
بعنصر غير قابل للتحليل و تطابق مفهومي العناصر الأولية و العناصر  ا  مولد

 .ا  أعظمي ا  غير القابلة للتحليل و أنه كل مثالي أولي غير صفري سيكون مثالي

 حلقة )منطقة( 𝑅عندئذ   ،حلقة )منطقة صحيحة( 𝑅لتكن . تعريف: 5-3-1
هو مثالي رئيسي.  𝑅وةقط إذا كان كمل مثالي في إذا  ( 𝑃𝐼𝐷)تمرمز ب ـ مثاليَّات رئيسيَّة

𝐼 ∀كل مثالي مولد بعنصر وحيد:    إنن  أي ⊴ 𝑅 ∶ ∃𝑎 ∈ 𝑅, 𝐼 = 〈𝑎〉. 
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 . أمثلة:5-3-2

منطقة مثاليَّات رئيسيَّة، و ذلك لأن المثاليات  𝑅حقلا . عندئذ  𝑅لتكن  .1
>ةيها هي المثالي الصفري  0 𝑅و كامل الحلقة < =< 𝑟 مولدة  <

0بأي عنصر  ≠ 𝑟 ∈ 𝑅. 
𝑅لتكن  .2 = (ℤ, منطقة مثاليَّات  𝑅حلقة الأعداد الصحيحة. إنَّ  (∙,+

 .( الفصل الرابع(6-1-4( في الأمثلة )5)يُكن مراجعة المثال )رئيسيَّة 
منطقة مثاليَّات 𝑅[𝑥]حقلا . عندئذ حلقة كثيرات الحدود  𝑅لتكن  .3

 ( الفصل الرابع(.6-1-4( في الأمثلة )6)يُكن مراجعة المثال ) رئيسيَّة

 مبرهنة: .5-3-3

 .مثاليَّات رئيسيَّة(منطقةحلقة )𝑅إقليدية ةإنَّ  )منطقة( حلقة 𝑅إذا كانت 

 الإثبات:

:𝜑حلقة )منطقة( إقليدية ةإنَّه يوجد دالة  𝑅بما أن  𝑅 → ℕ  تحقق شروط الحلقة
 اإضقليدية.

𝐼إذا كان . نميز حالتين: الحالة الأولى 𝑅في  ا  مثالي 𝐼ليكن  = مثالي  إنهة 〈0〉
〈0〉إذا كان  رئيسي مولد بالصفر. الحالة الثانية ≠ 𝐼 ⊴ 𝑅  َّةإن: 

∃ 0 ≠ 𝑎 ∈ 𝐼قق  أي: أصغري 𝜑(𝑎)يحم

𝜑: 𝑅 → ℕ 
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∀0 ≠ 𝑏 ∈ 𝐼: 𝜑(𝑎) ≤ 𝜑(𝑏) 

𝐼لنبين أنَّ  = 〈𝑎〉 مولد بالعنصر𝑎 . 

𝑎إنَّ  ∈ 𝐼 ⇒ 〈𝑎〉 ⊆ 𝐼  و من جهة ثانية ، 

∀𝑏 ∈ 𝐼 ⇒ ∃𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑏

= 𝑞𝑎 + 𝑟: (𝑟 = 0 ⋁ 𝜑(𝑟) < 𝜑(𝑎)) 

⇒ 𝑟 = 𝑏 − 𝑞. 𝑎 ∈ 𝐼
𝜑(𝑎)أصغري
⇒     𝜑(𝑟) ≮ 𝜑(𝑎) ⇒ 𝑟 = 0

⇒ {
𝑏 = 𝑞. 𝑎 ∈ 〈𝑎〉

𝐼 ⊆ 〈𝑎〉
} ⇒ 𝐼 = 〈𝑎〉 

 (منطقةحلقة ) 𝑅 نَّ إها، أي ةي ا  رئيسي ا  مثالي 𝑅و بالتالي يكون أي مثالي في  
 ."𝑃𝐼𝐷" مثاليَّات رئيسيَّة

 . أمثلة:5-3-4

 ( نجد3-3-5المبرهنة السابقة ) ( و حسب2-2-5من الأمثلة )   

𝑅لتكن  .1 = (ℤ, منطقة مثاليَّات  𝑅حلقة الأعداد الصحيحة. إنَّ  (∙,+
 ."𝑃𝐼𝐷"رئيسيَّة

منطقة مثاليَّات  𝑅[𝑥]حقلا . عندئذ حلقة كثيرات الحدود  𝑅لتكن  .2
 ."𝑃𝐼𝐷"رئيسيَّة

𝑅لتكن  .3 = (ℤ(√2), منطقة مثاليَّات  𝑅حلقة. إنَّ  (∙,+
 ."𝑃𝐼𝐷"رئيسيَّة
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𝑅لتكن  .4 = (ℤ(𝑖), منطقة مثاليَّات  𝑅حلقة غاوس. إنَّ  (∙,+
 ."𝑃𝐼𝐷"رئيسيَّة

من خلال المبرهنة الآتية نبُيّن أنَّه في مناطق المثاليَّات الرئيسيّة تكون المثاليات 
مفهومي العناصر الأولية ة بعنصر غير قابل للتحليل و أنَّ الأعظمية مولد

بالإضافة إلى أنًّ كل مثالي أولي غير  يتطابقان, العناصر غير القابلة للتحليلو 
 . ا  أعظمي ا  صفري سيكون مثالي

 مبرهنة: .5-3-5

0وَ مثاليَّات رئيسيَّة  منطقة 𝑅لتكن ≠ 𝑟 ∈ 𝑅  . َّالقضايا الآتية صحيحة إن: 

1- 𝑟 إذا وةقط إذا كان للتَّحليلغير قابل〈𝑟〉 ⊲∙ 𝑅 ا  أعظمي ا  مثالي. 

 .𝑅في  أولي 𝑟ةإنَّ ،𝑅في  للتَّحليلغير قابل  𝑟إذا كان  -2

3- 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) = 𝜇 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ∪ {〈0〉}. 

 الإثبات:

〈𝑟〉لنبرهن أنَّ و . 𝑅في غير قابل للتَّحليل 𝑟نفرض أنَّ ⇐ (1 ⊲∙ 𝑅 
 أعظمي. 

〈𝑟〉يحقق  𝑅في  ا  مثالي 𝐼ليكن ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 َّو بما أن ،𝑅  .منطقة مثاليَّات رئيسيَّة 

𝑥∃عندئذ  ∈ 𝑅: 𝐼 = 〈𝑥〉 في رئيسي مثالي𝑅 قق و 〈𝑟〉يحم ⊆ 〈𝑥〉 ⊆ 𝑅 
 وبالتَّالي:
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 ∃𝑦 ∈ 𝑅 ; 𝑟 = 𝑥𝑦

rغير
  قابل للتَّحليل
⇒      𝑥 ∈ 𝑈(𝑅)  ∨ 𝑦 ∈ 𝑈(𝑅)

⇒ 𝐼 = 𝑅  ∨   〈𝑟〉 = 𝐼 

⇒ 〈𝑟〉 ∙⊲ 𝑅 

〈𝑟〉لنفرض أن ⇒ ⊲∙ 𝑅.0عندئذ  مثالي أعظمي ≠ 𝑟 ∉ 𝑈(𝑅). 

,𝑥إذا كان  𝑦 ∈ 𝑅: 𝑟 = 𝑥𝑦 َّةإن ، 

𝑟 = 𝑥𝑦 ⇒ 〈𝑟〉 ⊆ 〈𝑥〉 ⊆ 𝑅 ⇒ 〈𝑥〉 = 𝑅 ⋁〈𝑟〉 = 〈𝑥〉 

     ⇒  𝑥 ∈ 𝑈(𝑅)  ∨ 𝑦 ∈ 𝑈(𝑅) ⇒  𝑟 للتَّحليلقابلةغير

 ( نجد 1. عندئذ حسب )للتَّحليلغير قابل  𝑟ليكن  (2

〈𝑟〉 ⊲∙ 𝑅 ∧  0 ≠ 𝑟 ∉ 𝑈(𝑅) ⇒ 〈𝑟〉أوَّليمثالي ⇒ 𝑟أوَّلي 

لية الواحدية هو مثالي أوَّلي، بديو ذلك لأن كل مثالي أعظمي في الحلقة الت       
 .كل مثالي أوَّلي رئيسي يكون مولد بعنصر أوَّليو 

من أجل أي و  , أوَّلي مثالي المثالي الصفري في المنطقة الصحيحةإنَّ  (3
 مثالي أوَّلي

〈0〉 ≠ 𝐼 = 〈𝑎〉⊲ 𝑅  يكونفي منطقة المثاليَّات الرئيسيَّة𝐼  مولد
 بالتاليبعنصر أولي، و 

𝑎 أوَّلي
𝑅.  𝐼𝐷
 𝑎 غير قابل للتَّحليل   ⇒

حسب(1)
𝐼 أعظمي    ⇒ = 〈𝑎〉⊲∙ 𝑅 
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⇒ 𝐼 ∈ 𝜇 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ⇒ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅)

⊆ 𝜇 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ∪ {0} 

 , فيكون مثالي أعظمي في الحلقة التبديلية الواحدية هو مثالي أوَّليكل و بما أن      

𝜇 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ∪ {0} ⊆ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) 

 أي إنَّ     

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) = 𝜇 − 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) ∪ {〈0〉} 

 لاحظ أنَّ:

⇔لي أوَّ  𝑟إذا كان  :مثاليَّات رئيسيَّةمنطقة 𝑅في  - 𝑟  للتَّحليلغير قابل. 

⇔ ا  أعظمي ا  مثالي𝐼إذا كان  :مثاليَّات رئيسيَّةمنطقة 𝑅في  - 𝐼  غير ليأوًّ مثالي(
 .صفري(

 . نتيجة:5-3-6

 . عندئذ القضايا التَّالية صحيحة:𝑃𝐼𝐷مثاليَّات رئيسيَّة منطقة𝑅لتكن 

𝑎من أجل أي عنصر  -1 ∈ 𝑅 في غير قابل للقلب𝑅  يوجد عنصر أولي
𝑝 ∈ 𝑅   :َّيقسمه ، أي إن 

∀𝑎 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅):  ∃𝑝 ∈ 𝑅عنصر أونلي ;   𝑝|𝑎 
𝐼1كمل سلسلة ممتزايدة  -2 ⊆ 𝐼2 ⊆  تنقطع أي إنَّ:𝑅من المثاليَّات في  ⋯

∃𝑛 ∈ ℤ+;  ∀𝑚 ≥ 𝑛: 𝐼𝑛 = 𝐼𝑚 
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𝑎أي عنصر   -3 ∈ 𝑅 في غير قابل للقلب𝑅   يمكتب على شكل جداء منته
 ، أي إنَّ:  𝑅لعناصر أولية في 

,𝑝1يوجد عناصر أولينة  𝑝2, …  , 𝑝𝑛 ∈ 𝑅 تحقق𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 

، 

 الإثبات:

𝑎بما أنَّ  (1 ∉ 𝑈(𝑅) يكون >ةإنََّّ 𝑎 >⊲ 𝑅  مثالي في𝑅  لا و
𝓂يساويها. عندئذ يوجد مثالي أعظمي مثل  ⊲∙ 𝑅 يحقق< 𝑎 >⊆

𝓂 كون ( في الفصل الرابع. و 8-3-4هنة )، و ذلك حسب المبر𝑅 
𝑝∃مثاليَّات رئيسيَّة  منطقة ∈ 𝑅: 𝓂 =< 𝑝  ( في1) و حسب <

𝑝( يكون 6-3-5المبرهنة السابقة ) ∈ 𝑅   للتحليل،  غير قابلعنصرا
𝑝( يكون 6-3-5( في المبرهنة السابقة )2حسب )و  ∈ 𝑅  ، عنصرا  أولينا 

𝑎أي إنَّ  ∈< 𝑝 𝑝ه يوجد عنصر أولي عني أنَّ يو هذا  < ∈ 𝑅 يحقق 
𝑝|𝑎 . 

𝐼1لتكن  (2 ⊆ 𝐼2 ⊆  ، 𝑅سلسلة ممتزايدة من المثاليَّات في ⋯
𝐼نضع  =:⋃ 𝐼𝑖𝑖≥1  ةيكون𝐼 في  ا  مثالي𝑅  ذلك بسبب علاقة ، و

 مثاليَّات رئيسيَّة ةيكون  منطقة 𝑅الاحتواء. و من جهة ثانية 

∃ 𝑎 ∈ 𝑅: 𝐼 =< 𝑎 >=⋃𝐼𝑖
𝑖≥1

 

 و بالتالي
∃𝑖0 ≥ 1:  𝑎 ∈ 𝐼𝑖0 
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⟹ 𝐼 =< 𝑎 >⊆ 𝐼𝑖0 ⊆⋃𝐼𝑖
𝑖≥1

= 𝐼 

⟹ 𝐼𝑖0 = 𝐼 =⋃𝐼𝑖
𝑖≥1

 

 أي إنًّ 
∃𝑖0 ≥ 1: ∀𝑖 > 𝑖0;   𝐼𝑖 = 𝐼𝑖0 

 أنَّ السلسلة تنقطع. هذا يعني و 

𝑎ليكن  (3 ∈ 𝑅 في غير قابل للقلب𝑅( 1. عندئذ حسب ) يوجد عنصر
𝑝1أولي  ∈ 𝑅 يقسم𝑎   :َّأي إن ، 

𝑝1|𝑎 ⟹ ∃𝑎2 ∈ 𝑅: 𝑎 = 𝑝1𝑎2⟹< 𝑎 >⊆< 𝑎2 > 

𝑎2إذا كان       ∈ 𝑈(𝑅)  َّةإن ،𝑎  و𝑝1  مترادةان و عندها𝑎 =

𝑝1𝑎2 يتم المطلوب.وبذلك 

𝑎2في حالةو       ∉ 𝑈(𝑅)، ( 1عندئذ حسب ) يوجد عنصر أولي𝑝2 ∈ 𝑅 
 يقسمه ، أي إنَّ:  

𝑝2|𝑎2⟹ ∃𝑎3 ∈ 𝑅: 𝑎2 = 𝑝2𝑎3⟹< 𝑎2 >⊆< 𝑎3 > 

𝑎3إذا كان       ∈ 𝑈(𝑅)  َّةإن ،𝑎2  و𝑝2  عندهامترادةان و 

 𝑎2 = 𝑝2𝑎3 و منه𝑎 = 𝑝1𝑎2 = 𝑝1𝑝2𝑎3 ، يتم المطلوب.وبذلك 

𝑎3في حالةو        ∉ 𝑈(𝑅)، ( 1عندئذ حسب ) يوجد عنصر أولي𝑝3 ∈ 𝑅 
 يقسمه ، أي إنَّ:  
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𝑝3|𝑎3⟹ ∃𝑎4 ∈ 𝑅: 𝑎3 = 𝑝3𝑎4⟹< 𝑎3 >⊆< 𝑎4 > 

 نكرر العملية حتى نحصل على 

< 𝑎 >⊆< 𝑎2 >⊆< 𝑎3 >⊆ ⋯… .⊆ 𝑅 =< 𝑢 سلسلة  <
𝑢، حيث 𝑅متزايدة من المثاليات في ∈ 𝑈(𝑅)( تنقطع السلسلة2. و حسب ) ،

 إنَّ أي 

∃ 𝑛 ∈ ℤ+: < 𝑎𝑛 >=< 𝑎𝑛+1 >= ⋯… =< 𝑢 > 

𝑣∃ أي إنَّ  ∈ 𝑈(𝑅): 𝑎𝑛 = 𝑢𝑣 مترادةان و يكون 

𝑎 = 𝑝1𝑝2𝑝3… . 𝑝𝑛−1𝑎𝑛 = 𝑝1𝑝2𝑝3… . 𝑝𝑛−1𝑢𝑣 

 . 𝑅على شكل جداء منته لعناصر أولية في  𝑎و بذلك يمكتب        

 :تعريف.5-3-7

,𝑟1و حلقة 𝑅لتكن  𝑟2, … , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅  عناصر غير صفرية في𝑅. 

a)  َّإن𝑔 ∈ 𝑅أعظم للعناصر أو قاسم مشترك أكبر يمسمَّى
𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛  في𝑅 :إذا تحقق 

𝑖)  ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}: 𝑔|𝑟𝑖 

𝑖𝑖)  𝑡 ∈ 𝑅; ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} ∶ 𝑡|𝑟𝑖   ⇒ 𝑡|𝑔 

,𝑔𝑐𝑑(𝑟1و نرمز لذلك ب ـ  𝑟2, … , 𝑟𝑛) = 𝑔 و في حالة .
𝑔𝑐𝑑(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) = ,𝑟1نقول إنَّ العناصر  1 𝑟2, … , 𝑟𝑛  َّة ةيما أولي

 بينها .
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b)  َّإن𝑙 ∈ 𝑅 مضاعف مشترك أصغر للعناصر  يمسمى𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛 
 إذا تحقق:  𝑅في 

𝑖)  ∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}:  𝑟𝑖|𝑙 

𝑖𝑖)   𝑡 ∈ 𝑅 ; ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑟𝑖|𝑡 ⇒ 𝑙|𝑡 

,𝑙𝑐𝑚(𝑟1و نرمز لذلك ب ـ     𝑟2, … , 𝑟𝑛) = 𝑙. 

 ( ما يلي:7-3-5الأمثلة الآتية )ملاحظة: نبينن من خلال 

عناصر ليس بالضرورة أن يكون موعة من الإنَّ القاسم المشترك الأعظم لمج (1
 موجودان.

إنَّ المضاعف المشترك الأصغر لمجموعة من العناصر ليس بالضرورة أن يكون  (2
 موجودان.

𝑔إنَّ القاسم المشترك الأعظم  (3 = 𝑔𝑐𝑑(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛)  في حالة
ا جميع مرادةاته هي أيضا قواسم مشتركة أعظمية و  جوده ليس وحيدا ، و إنمَّ

 ه العناصر.لهذ
𝑙إنَّ المضاعف المشترك الأصغر  (4 = 𝑙𝑐𝑚(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛)  في حالة

ا جميع مرادةاته هي أيضا مضاعفات مشتركة و  جوده ليس وحيدا ، و إنمَّ
 أصغرينة لهذه العناصر.

 :أمثلة. 5-3-8

مجموعة من العناصر ليس بالضرورة إنَّ القاسم المشترك الأعظم ل   (1
 أن يكون موجودان.
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𝑅كانت إذا   = (ℤ(√−3),+,∙) حلقة  ،𝑎 = 4, 𝑏 =

−2 + 2√−3 ∈ 𝑅 ةإنَّهم لايوجد للعنصرين .𝑎  َو𝑏  قاسم
 . لأنَّ:𝑅ممشترك أعظم في 

4 = (2)(2) = (−2)(−2)

= (1 + √−3)(1 − √−3) 

= (−1 + √−3)(−1 − √−3) 

1)من  ل  وكم  ∓ 1−)وَ  (3−√ ∓  ا  لايُمكن أن يكون قاسم (3−√
,𝑎أعظم للعنصرين  ا  ممشترك 𝑏 ∈ 𝑅   منهما قاسما  ممشتركا   لأنَّهم إذا كان أي
 ا  ةإنَّ ذلك يعني أنَّ:يأعظم

2|(1 + 1)|2أو  (3−√ − كن. (3−√  وهذا غير ممم

,𝑎ا  للعنصرين يلايُمكن أن يكون قاسما  ممشتركا  أعظم 4كما أنَّ  𝑏 ∈ 𝑅  َّلأن 

4|(−2 + 2√−3) ⇒ ∃𝑥 + 𝑦√−3

∈ 𝑅: − 2 + 2√−3 = 4(𝑥 + 𝑦√−3) 

⇒ 4𝑥 = −2 ⇒ 𝑥 =
−1

2
∉ ℤ 

كن لأنًّ  𝑥وهذا غير ممم ∈ ℤ. 
2−كما أنَّ   + أعظم لأنَّ  ا  ممشترك ا  لايُمكن أن يكون قاسم  3−√2

−2 + 2√−3 ∤ 4 
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,𝑎أعظم للعنصرين  ا  ممشترك ا  ليست قاسم  2كما أنَّ  𝑏 ∈ 𝑅   لأنَّهم إذا
1)ا ، ةيكون يكانت قاسما  ممشتركا  أعظم +  قاسما  للعنصرين (3−√

𝑎 = 2−وَ  4 + 2√−3 = (1 + √−3)(1 +

√−3) 
1)وبالتَّالي  + 1)ومنهم  𝑏وَ  𝑎قاسم ل ـ  (3−√ + √−3)|2 

(1 + √−3)|2 ⇒ ∃ 𝑥 + 𝑦√−3  ∈ 𝑅: 2

= (1 + √−3)(𝑥 + 𝑦√−3) 

⇒ 4 = 4(𝑥2 + 3𝑦2) ⇒ 𝑥2 + 3𝑦2 = 1 ⇒ 𝑥

= ∓1, 𝑦 = 0 

⇒ 2 = ∓(1 + √−3) 

كن.  مما سبق نجد بأنه لا يوجد قاسم مشترك أعظم للعنصرينو  وهذا غير ممم
𝑎 = 4, 𝑏 = −2 + 2√−3 ∈ 𝑅 في𝑅 . 

 
عناصر ليس بالضرورة أن موعة إنَّ المضاعف المشترك الأصغر لمج (2

 يكون موجودان.
𝑅لتكن  = (ℤ12,⨁,⨂) و ،𝑏 = 8, 𝑎 = 6 ∈ 𝑅  . 

𝑙إنَّ المضاعف المشترك الأصغر  = 𝑙𝑐𝑚(𝑎, 𝑏)  ليس موجودا  في𝑅  .
 :هم ذلك لأنو 
𝑙إذا كانت   = 𝑙𝑐𝑚(𝑎, 𝑏) َّةإن ،𝑎|𝑙  َو𝑏|𝑙 :وبالتَّالي 
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∃ 𝑛1, 𝑛2 ∈ 𝑅: 𝑙 = 𝑛1. 𝑎 = 6𝑛1,

𝑙 = 𝑛2. 𝑏 = 8𝑛2 

𝑙 = 6𝑛1 ⇒ 𝑙 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑12) ⋁ 𝑙 ≡ 6(𝑚𝑜𝑑12) 
6وبالتَّالي  ≡ 8𝑛2(𝑚𝑜𝑑12)  َّلأن(𝑙 ≢ 0) 

 لكن
8𝑛2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑12)⋁8𝑛2 

≡ 4(𝑚𝑜𝑑12) ⋁ 8𝑛2 ≡ 8(𝑚𝑜𝑑12)  
8𝑛2وهذا يمناقض كون  ≡ 6(𝑚𝑜𝑑12)  وبالتَّالي لايوجد مضاعف

 . 𝑏وَ  𝑎ممشترك أصغر ل ـ 
 

𝑔إنَّ القاسم المشترك الأعظم  (3 = 𝑔𝑐𝑑(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) 
جميع مرادةاته هي أيضا  حالة و جوده ليس وحيدا ، و إنَّ  في

 قواسم مشتركة أعظمية لهذه العناصر.
𝑅مثال: لتكن  = (ℤ, +, .  حلقة الأعداد الصحيحة  (

𝑎و  = 2, 𝑏 = 14 ∈ 𝑅   عندئذ .gcd(2,14) = 2  
gcd(2,14) و كذلك مرادةه = ، لذلك يُكن أن نقول إنَّ 2−

ون وحيدا  بمفهوم الترادف القاسم المشترك الأعظم في حالة وجوده يك
 للعناصر.

 
𝑙إنَّ المضاعف المشترك الأصغر  (4 = 𝑙𝑐𝑚(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) 

جميع مرادةاته هي أيضا  في حالة وجوده ليس وحيدا ، و إنَّ 
 مضاعفات مشتركة أصغرية لهذه العناصر.
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𝑅مثال: لتكن  = (ℤ, +, .  حلقة الأعداد الصحيحة  (
𝑎و  = 2, 𝑏 = 14 ∈ 𝑅   عندئذ .lcm(2,14) = 14  

lcm(2,14) و كذلك مرادةه = ، لذلك يُكن أن نقول إنَّ 14−
المضاعف المشترك الأصغر في حالة وجوده يكون وحيدا  بمفهوم الترادف 

 للعناصر.

إنَّ المبرهنة الآتية تبينن الشرط اللازم و الكافي لوجود قاسم مشترك أكبر و مضاعف 
باإضااةة إلى كتابة القاسم المشترك الأكبر  مشترك أصغر لمجموعة عناصر غير صفرية،

 بدلالة هذه العناصر .

 مبرهنة:. 5-3-9

ايد. عندئذ القضايا الآتية صحيحة: حلقة تبديلية  𝑅لتكن  ذات عمنصر مُم

,𝑎1للعناصر غير الصفريَّة إنَّ  -1 … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅 قاسم ممشترك أعظم 
 𝑔 ∈ 𝑅   يُمكن التَّعبير عنهم بالشَّكلو 

∃r1, … , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅; 𝑔 =∑𝑟𝑖 . 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

〈𝑔〉إذا وةقط إذا كان  = 〈𝑎1, … , 𝑎𝑛〉 َّأي إن ،〈𝑎1, … , 𝑎𝑛〉 
 د بالقاسم المشترك الأعظممثالي رئيسي مولن 

𝑔 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎1, 𝑎2, …… , 𝑎𝑛)، 
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,𝑎1للعناصر غير الصفريَّة إنَّ  -2 … , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅  ممضاعف ممشترك أصغر
𝑙 ∈ 𝑅  إذا وةقط إذا كان< 𝑙 >= 〈𝑎1〉⋂…⋂〈𝑎𝑛〉 َّأي إن ، 

𝐼 = 〈𝑎1〉⋂…⋂〈𝑎𝑛〉  مثالي رئيسي مولند بالمضاعف المشترك
𝑙الأصغر  = 𝑙𝑐𝑚(𝑎1, 𝑎2, …… , 𝑎𝑛). 

 الإثبات:

𝑔نفرض  ⇐ -1 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅  ،موجود 
𝑔 و يمكتب بالشكل = ∑ 𝑟𝑖 . 𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1و منه ، 

𝑔 ∈ 〈𝑎1, … , 𝑎𝑛〉 ⇒ 〈𝑔〉 ⊆ 〈𝑎1, … , 𝑎𝑛〉…… (1) 

حسب تعريف القاسم المشترك الأعظم نجدو   

∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑔|𝑎𝑖⇒∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑎𝑖 ∈ 〈𝑔〉 

⇒ 〈𝑎1, … , 𝑎𝑛〉 ⊆ 〈𝑔〉…… (2) 

(1)&(2) ⇒ 〈𝑔〉 = 〈𝑎1, … , 𝑎𝑛〉 

,𝑎1〉وبالتالي ةإن  … , 𝑎𝑛〉  مثالي رئيسي في𝑅 مولند بالقاسم المشترك الأعظم𝑔 
. 

,𝑎1〉بفرض  ⇒ … , 𝑎𝑛〉〈𝑔〉 𝑔بالعنصر مولندمثالي رئيسي  = ∈ 𝑅، 
 وبالتَّالي

∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑎𝑖 ∈ 〈𝑔〉 

⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 〈𝑎𝑖〉 ⊆ 〈𝑔〉 



 نظرية الحلقات                                                    قسم الرياضيات
 

333 
 

⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑔|𝑎𝑖 

𝑡ليكن  ∈ 𝑅 :قق  يحم

∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}; 𝑡|𝑎𝑖 ⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 〈𝑎𝑖〉 ⊆ 〈𝑡〉 

⇒ 𝑔 ∈ 〈𝑔〉 = 〈𝑎1, … , 𝑎𝑛〉 ⊆ 〈𝑡〉 ⇒ 𝑡\𝑔 

 منهم حسب تعريف القاسم المشترك الأعظم يكونو 

𝑔 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎1, … , 𝑎𝑛). 

𝑙نفرض أنَّ  ⇐  -2 = 𝑙𝑐𝑚(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅  موجود في𝑅  ،:ومنهم 

∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}; 𝑎𝑖|𝑙 ⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}:  

 𝑙 ∈ 〈𝑎𝑖〉 ⇒ 𝑙 ∈⋂〈𝑎𝑖〉

𝑛

𝑖=1

 

⇒ 〈𝑙〉 ⊆⋂〈𝑎𝑖〉

𝑛

𝑖=1

……(1) 

∀𝑥 ∈⋂〈𝑎𝑖〉

𝑛

𝑖=1

⇒ 𝑥 ∈ 〈𝑎𝑖〉, ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} 

⇒ ∃𝑟𝑖 ∈ 𝑅: 𝑥 = 𝑎𝑖𝑟𝑖 , ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} 

⇒ 𝑎𝑖 |𝑥, ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}
 𝑙𝑐𝑚تعريف
⇒     𝑙| 𝑥 ⇒ 𝑥 ∈ 〈𝑙〉 
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⇒⋂〈𝑎𝑖〉

𝑛

𝑖=1

⊆ 〈𝑙〉…… (2) 

(1)&(2) ⇒ 〈𝑙〉 =⋂〈𝑎𝑖〉

𝑛

𝑖=1

 

بالمضاعف المشترك  ا  مولندا  رئيسي ا  مثالي 〈𝑎𝑛〉⋂…⋂〈𝑎1〉و بالتالي يكون 
 . 𝑙الأصغر 

⋂نفرض أنَّ  ⇒ 〈𝑎𝑖〉
𝑛
𝑖=1  مثالي رئيسي في𝑅وعليه ، 

∃𝑙 ∈ 𝑅: 〈𝑙〉 =⋂〈𝑎𝑖〉

𝑛

𝑖=1

⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑙 ∈ 〈𝑎𝑖〉 

⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}:  𝑎𝑖|𝑙 

𝑡إذا كان  ∈ 𝑅 بحيث∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}: 𝑎𝑖|𝑡 ، و منه 

∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}: 𝑡 ∈ 〈𝑎𝑖〉 ⇒ 𝑡 ∈⋂〈𝑎𝑖〉

𝑛

𝑖=1

= 〈𝑙〉 

∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}:  〈𝑡〉 ⊆ 〈𝑎𝑖〉 ⇒ 〈𝑡〉 ⊆⋂〈𝑎𝑖〉

𝑛

𝑖=1

= 〈𝑙〉

⇒ 𝑙|𝑡 

 حسب تعريف المضاعف المشترك الأصغر يكون و منهم 

𝑙 = 𝑙𝑐𝑚(𝑎1, … , 𝑎𝑛) . 
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 . نتيجة:5-3-11

𝐼مثاليأي . عندئذ 𝑃𝐼𝐷مثاليَّات رئيسيَّة  منطقة 𝑅لتكن  ⊂ 𝑅  لا و غير صفري
 . أي إنًّ: 𝑅في يمكتب على شكل جداء ممنته  لمثاليَّات أوَّليَّة  𝑅يساوي كامل 

𝐼 = ∏ 𝑃𝑖
𝑛
𝑖=1  حيثم𝑃1, 𝑃2, …  𝑃𝑛 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅) . 

 الإثبات:

𝐼ََ  إنن  ≠ 𝑅  كون و𝑅  0منطقة مثالينات رئيسيَّة ةيوجد ≠ 𝑎 ∈ 𝑅  عنصر غير
𝐼يحقق  𝑅قابل للقلب في  =< 𝑎 ( 6-3-5( في النتيجة )3، و حسب ) <

,𝑝1يوجد عناصر أوليَّة  𝑝2, … . , 𝑝𝑛 ∈ 𝑅  تحقق𝑎 = ∏ 𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1 ، كونَّا و

 عناصر أولية ةإنَّ 

𝑎 =∏𝑝𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑙𝑐𝑚(𝑝1, 𝑝2, … . , 𝑝𝑛) ∈ 𝑅 

 ( نجد9-3-5حسب المبرهنة السابقة )و 
𝐼 =< 𝑎 >=< 𝑝1 >∩< 𝑝2 >∩ …… .∩< 𝑝𝑛 > 

𝑃𝑖 ∃ه أي إنَّ  =< 𝑝𝑖 >∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅), 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} 
𝐼  تحقق = ∏ 𝑃𝑖

𝑛
𝑖=1  . 

( نمبينن من خلال النتيجة الآتية بأنَّ القاسم 9-3-5اعتمادا  على المبرهنة السابقة )
حتما  لأي مجموعة عناصر غير صفرية المضاعف المشترك الأصغر الأكبر و  المشترك
 منطقة المثالينات الرئيسينة.موجودين في  نيكونا
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 . نتيجة:5-3-11

منتهية من العناصر غير  أي مجموعة ةإنَّ ، 𝑃𝐼𝐷 منطقة مثالينات رئيسينة 𝑅إذا كانت
,𝑎1}الصفريَّة  … , 𝑎𝑛 ∶ 0 ≠ 𝑎𝑖 ∈ 𝑅, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}  ا  قاسمتملك 

 ، أي إنَّ 𝑅أصغر في  ا  ممشترك ا  وممضاعف ا  أكبرممشترك

𝑔 = gcd(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅, 

𝑙 = lcm (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅 . 

 الإثبات:

𝐼نضع   =< 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 منطقة  𝑅كون و  𝑅مثالي في  𝐼، و منه <
 مثالينات رئيسينة، ةيكون 

∃ 𝑔 ∈ 𝑅:< 𝑔 >= 𝐼 =< 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 > 

 من جهة ثانية   

𝑔 ∈< 𝑔 ≥ 𝐼 =< 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 > 

⟹ ∃r1, … , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅; 𝑔 =∑𝑟𝑖 . 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 ( نجد 9-3-5حسب المبرهنة السابقة )و 

𝑔 = gcd(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅 
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𝐼 بالمثل نضع =< 𝑎1 >∩< 𝑎2 > ∩ … ∩< 𝑎𝑛  𝐼منه ، و <
 منطقة مثالينات رئيسينة، ةيكون  𝑅و كون  𝑅مثالي في 

∃ 𝑙 ∈ 𝑅: 

< 𝑙 >= 𝐼 =< 𝑎1 >∩< 𝑎2 > ∩ … ∩< 𝑎𝑛 > 

 ( نجد 9-3-5و حسب المبرهنة السابقة )

𝑙 = lcm(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅 

 و بذلك يتم المطلوب.

حلقات )مناطق( التحليل الوحيد . 5-4
"𝑼𝒏𝒊𝒒𝒖𝒆 𝑭𝒂𝒄𝒕𝒐𝒓𝒊𝒔𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝑹𝒊𝒏𝒈𝒔 (𝑫𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏𝒔)": 

 . تعريف:5-4-1

)تمرمز حلقة )منطقة( تحليل وحيد  𝑅. إنَّ حلقة )منطقة صحيحة( 𝑅لتكن 
 وةقط إذا كانإذا  ( 𝑈𝐹𝐷ب ـ 

∀0 ≠ 𝑟 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅): 𝑟 = 𝑝1. 𝑝2… . 𝑝𝑞 

𝑖 ∀و ذلك  𝑅عناصر أوليَّة في  𝑝𝑖حيث  ∈ {1,2, …… , 𝑛} . 

 :. أمثلة5-4-2
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كل عنصر  وذلك لأن تحليل وحيدمنطقة  𝑅حقلا . عندئذ  𝑅لتكن  .1
 ا  للقلب ةيها. أي إنَّا تحوي ةقط عنصر  غير صفري ةيها سيكون قابلا  

 هو الصفر.و  ا  وحيد ا  أوليَّ 
𝑅لتكن  .2 = (ℤ, +, . منطقة  𝑅حلقة الأعداد الصحيحة. عندئذ  (

يا  أوليَّا  أو جداء منته ا  تحليل وحيد لأن كل عنصر منها سيكون عنصر 
 لعناصر أوليَّة منها.

حيد يكون عنصرا  الو  أن كل عنصر غير قابل للتحليل في منطقة التحليلنبُيّن 
 ذلك من خلال المبرهنة الآتية.أوليّا  فيها, و 

 برهنة:مُ  .5-4-3

𝑝منطقة تحليل و حيد. إذا كان  𝑅لتكن  ∈ 𝑅   للتحليل في  عنصرا  غير قابل𝑅 ،
 .𝑅في  أوليَّ  عنصر 𝑝ةإن 

 الإثبات:

𝑝بما أن  ∈ 𝑅 للتحليل في  ل  غير قاب عنصر𝑅 0، ةإن ≠ 𝑝 ∉ 𝑈(𝑅) .
,𝑥ليكن و  𝑦 ∈ 𝑅 بحيث𝑝|𝑥𝑦  .  منه و∃ 𝑧 ∈ 𝑅: 𝑝𝑧 = 𝑥𝑦  . 

 نميز الحالتين:

  إذا كان إحدى العنصرين𝑥 أو𝑦  ينتمي إلى𝑈(𝑅) و ليكن ،
𝑥 ∈ 𝑈(𝑅)  منه ، و∃𝑥−1 ∈ 𝑅: 𝑦 = 𝑥−1𝑧𝑝  َّأي إن

𝑝|𝑦  و منه يكون𝑝  عنصرا  أوليَّا  في𝑅. 
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  إذا كان𝑥 ∉ 𝑈(𝑅) و𝑦 ∉ 𝑈(𝑅)  كون ، و𝑅  حلقة تحليل
ه يوجد عناصر أولية وحيد ةإنَّ 

𝑞1, 𝑞2, … . … . 𝑞𝑚 , 𝑞𝑚+1, … ., 𝑞𝑛 ∈ 𝑅 :تحقق 
𝑥 = ∏ 𝑞𝑖

𝑚
𝑖=1  و𝑦 = ∏ 𝑞𝑖

𝑛
𝑖=𝑚+1  منه ، و 

𝑝|𝑥𝑦 = 𝑥 = (∏𝑞𝑖

𝑚

𝑖=1

)( ∏ 𝑞𝑖

𝑛

𝑖=𝑚+1

)

= (∏𝑞𝑖

𝑛

𝑖=1

) = 𝑞1. 𝑞2…… . 𝑞𝑛 

 عنصرا  أوليَّا ، ةيكون  𝑝كون و          

∃𝑖 ∈ {1,2, … .… , 𝑛}, 𝑢 ∈ 𝑈(𝑅): 𝑞𝑖 = 𝑢𝑝 ، 

 .𝑅عنصر أولي في  𝑝، و منه  𝑝|𝑦أو  𝑝|𝑥أي إنَّ 

العنصر الأولي و العنصر غير القابل للتحليل يتطابقان في  ا*** إذن مفهوم
 مناطق التحليل الوحيد.

 مُبرهنة: .5-4-4

 . إنَّ العبارات الآتية ممتكاةئة:𝐼𝐷منطقة صحيحة  𝑅لتكن 

 ،𝑈𝐹𝐷تحليل وحيد منطقة 𝑅إنَّ  -1
2- ∀ 0 ≠ 𝑟 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅) َّةإن ،𝑟  يمكتب كجداء منته  لعناصر غير

 . 𝑅هو أوَّلي في  𝑅كل عنصر غير قابل للتَّحليل في للتَّحليل، و  قابلة
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3- ∀ 0 ≠ 𝑟 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅) َّةإن ، 𝑟    يمكتب بشكل وحيد كجداء منته
 إنَّ . أي 𝑅لعناصر غير قابلة للتَّحليل في 

𝑟 =∏𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

=∏𝑞𝑗

𝑙

𝑗=1

𝑝𝑖للتَّحليلقابلةغيرعناصرهي , 𝑞𝑗 ∈ 𝑅}
 
 

 
 

 

⟹(

𝑘 = 𝑙
∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑘}: ∃𝑗 ∈ {1,… , 𝑙}; 𝑝𝑖 = 𝑞𝑗𝑢

(𝑞𝑗 𝑝𝑖 يمرادف  ( أي   𝑢 ∈ 𝑈(𝑅)  
) 

 اإضثبات:

2 ⇐ 1  

0∀، ةيكون 𝑈𝐹𝐷منطقة تحليل وحيد  𝑅 بما أنَّ  ≠ 𝑟 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅)  َّةإن
𝑟  هي جداء ممنته  لعناصر أوَّليَّة في𝑅، كما أنَّ كمل عنصر أوَّلي في𝑅  هو عمنصر غير

هو جداء منته   𝑟، ةإنَّ 𝐼𝐷منطقة صحيحة  𝑅و ذلك لأنَّ  𝑅قابل للتَّحليل في 
 𝑅بما أن ( و 3-4-5حسب المبرهنة السابقة ). و 𝑅لعناصر غير قابلة للتَّحليل في 

، 𝑅ر أوَّلي في هو عمنص 𝑅نَّ كمل عمنصر غير قابل للتَّحليل في ، ةإ 𝑈𝐹𝐷هي
 بذلك يتم المطلوب.و 

3 ⇐ 2  

∀0 ≠ 𝑟 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅) َّةإن ،𝑟  يمكتب كجداء منته  لعناصر غير قابلة
قق 𝑘نفرض أنَّ . 𝑅للتَّحليل و أوَّليَّة في   أصغر عدد صحيح موجب يحم
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𝑟 =∏𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

=∏𝑞𝑗

𝑙

𝑗=1

 

𝑗∀حيث:   ∈ {1,2, … , 𝑙}: 𝑞𝑗و  أولية∀𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘}: 𝑝𝑖أولية 

 نجد: 𝑘بالاستقراء الرِّيااي على 

𝑘من أجل  - =  ةإنَّ: 1
𝑟 = 𝑝1 = 𝑞1. 𝑞2. … . 𝑞𝑙 

𝑞𝑖 ∉𝑈(𝑅) غير  قابلة للتَّحليل
⇒             𝑙 = 𝑘 = 𝑟 وَ  1 = 𝑝1 = 𝑞1 

𝑘نفرض صحتها من أجل  - −  : 𝑘و لنبرهن صحتها من أجل 1

𝑝𝑘|𝑟 = 𝑝1…𝑝𝑘 = 𝑞1…𝑞𝑙
𝑝𝑘أوَّلي
⇒  ∃𝑗

∈ {1,… , 𝑙}; 𝑝𝑘|𝑞𝑗 . ∃𝑢 ∈ 𝑈(𝑅) 
𝑞𝑗 = 𝑢. 𝑝𝑘 ⇒ 𝑝1. 𝑝2. … . 𝑝𝑘

= 𝑞1…𝑞𝑗−1. 𝑢. 𝑝𝑘 . 𝑞𝑗+1. … . 𝑞𝑙 ⇒ 
𝑝1…𝑝𝑘−1 = 𝑞1…𝑞𝑗−1. 𝑞𝑗+1. … . 𝑞𝑙 . 𝑢 

 من الفرض الاستقرائي
∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑘 − 1}, 

∃𝑗′ ∈ {1,… , 𝑗 − 1, 𝑗 + 1,… , 𝑙}; 𝑘 − 1 = 𝑙 − 1 
𝑝𝑖 مترادةان = 𝑢. 𝑞𝑗′  و  ََ𝑢 ∈ 𝑈(𝑅) 
𝑝𝑘وبما أنَّ  = 𝑞𝑗 . 𝑢 , 𝑢 ∈ 𝑈(𝑅) :ةيكون 

∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑘}, 
∃𝑗 ∈ {1,… , 𝑙}; 𝑝𝑖 = 𝑢. 𝑞𝑗  , 𝑢 ∈ 𝑈(𝑅) , 𝑘 = 𝑙 
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𝑞𝑗ممترادةان.  , 𝑝𝑖 

1 ⇐ 3  

0لتكن  ≠ 𝑟 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅) ةإن ،𝑟  يمكتب كجداء منته  لعناصر غير قابلة
ادف. وَلنبرهن على أن كل عنصر غير قابل  للتَّحليل بشكل وحيد بالنسبة لمفهوم الترَّ

 للتَّحليل هو عنصر أولي. 

قق: غير قابلا   ا  عمنصر  𝑟إذا كان   للتَّحليل يحم

0 ≠ 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅); 𝑟|𝑠. 𝑡 

بشكل وحيد كجداء منته  لعناصر غير قابلة  𝑡و 𝑠من  و حسب الفرض يمكتب كمل  
,𝑝1. أي يوجد 𝑅للتَّحليل في  𝑝2, … , 𝑝𝑘 , 𝑝𝑘+1, … , 𝑝𝑙  عناصر غير قابلة
 تحقق: 𝑅للتَّحليل في 

𝑠 = 𝑝1. 𝑝2. … . 𝑝𝑘  ,    𝑡 = 𝑝𝑘+1. … . 𝑝𝑙  منهو 

𝑟|𝑝1. 𝑝2. … . 𝑝𝑙 ⇒ ∃𝑢 ∈ 𝑅 ; 𝑢𝑟 = 𝑝1. 𝑝2. … . 𝑝𝑙 

𝑟 غير قابل للتَّحليل
⇒       ∃𝑗 ∈ {1,… , 𝑙}; ,𝑟 ممترادةان 𝑝𝑗 ⇒ 

∃𝑗 ∈ {1,… , 𝑙}; 𝑟|𝑝𝑗 ⇒ 𝑟|𝑠 ∨   𝑟|𝑡 

0∀وبالتَّالي  ≠ 𝑟 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅)  ةإن𝑟  يمكتب كجداء منته  لعناصر أوَّليَّة في
𝑅  ومنهم تكون𝑅  منطقة تحليل وحيد𝑈𝐹𝐷. 
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(، يُمكن صياغة تعريف مناطق التحليل 4-4-5اعتمادا  على المبرهنة السابقة ) ***
إذا وةقط إذا   𝑈𝐹𝐷منطقة تحليل وحيد  𝑅بالشكل الآتي: إنن  𝑈𝐹𝐷الوحيد 

0كان كل عنصر  ≠ 𝑟 ∈ 𝑅   غير صفري و غير قابل للقلب يمكتب كجداء منته
 بة لمفهوم الترادف.و بشكل وحيد بالنس 𝑅لعناصر غير قابلة للتحليل في 

 أمثلة: .5-4-5

𝑅لتكن  .1 = (ℤ, +, .  حلقة الأعداد الصحيحة.  (
ينتمي إلى صر منها غير صفري ولامنطقة تحليل وحيد لأن كل عن 𝑅عندئذ 

𝑈(𝑅) = للتحليل أو يمكتب بشكل  غير قابل   ا  يكون عنصر  {±1}
 وحيد كجداء منته  لعناصر غير قابلة للتحليل منها.

 مثلا  :
28 = (2)(2)(7) = 

= (−2)(−2)(7) = (−2)(2)(−7) 
لاحظ بشكل جداء عناصر غير قابلة للتحليل، و يمكتب بشكل وحيد ك

 7−و  7مترادةان و   2−و  2وحيد وةق مفهوم الترادف لأن 
 مترادةان.

 
𝑅لتكن  .2 = (ℤ(√−3), +, . ليست  𝑅منطقة صحيحة. إن (

 ذلك لأن:  و  ،منطقة تحليل وحيد
4 = (2)(2) = (1 + √−3)(1 − √−3) ∈ 𝑅 
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، لاحظ 𝑅 يمكتب بشكلين مختلفين كجداء عناصر غير قابلة للتحليل في      
1)و  2أن  + 1)و  (3−√ −  ليست مترادةة.  (3−√

من خلال المبرهنة الآتية نمبينن أن القاسم المشترك الأكبر و المضاعف المشترك 
 موجودين. نالأصغر لعناصر غير صفرية في مناطق التحليل الوحيد يكونا

 برهنة:مُ  .5-4-6

,𝑥حيد و منطقة تحليل و  𝑅لتكن  𝑦 ∈ 𝑅  غير قابلة للقلب عناصر غير صفرية و
 عندئذ: .𝑅في 

𝑔 = gcd (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅   و𝑙 = 𝑙𝑐𝑚(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅. 

 الإثبات:

 ه يوجد عناصر أوليَّة حلقة تحليل وحيد ةإنَّ  𝑅كون 

𝑞1, 𝑞2, … . … . 𝑞𝑚 , 𝑞𝑚+1, … ., 𝑞𝑛 ∈ 𝑅 :تحقق 

𝑥 = ∏ 𝑞𝑖
𝛼𝑖𝑚

𝑖=1 و 𝑦 = ∏ 𝑞𝑖
𝛽𝑖𝑛

𝑖=𝑚+1، 

   ليكن𝑘 = min {𝑛,𝑚}  
𝑖∀و  ∈ {1,2, … , 𝑛}: 𝛾𝑖 = min {𝛽𝑖 , 𝛼𝑖} عندئذ يكون .

𝑔 = ∏ 𝑞𝑖
𝛾𝑖𝑘

𝑖=1  َّقاسما  لهما أي إن𝑔|𝑥  و𝑔|𝑦  . 
𝑡و ليكن  ∈ 𝑅:  𝑡|𝑥 , 𝑡|𝑦 . و منه 

𝑡 = ∏ 𝑞𝑖
𝜀𝑖𝑠

𝑖=1 حيث𝑠 ≤ 𝑘 و𝜀
𝑖
≤ 𝛾𝑖  ذلك، و 
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∀ 𝑖 ∈ {1,2, …… , 𝑛} و بالتالي يكون .𝑡|𝑔  ، حسب تعريف و
𝑔القاسم المشترك الأكبر يكون  = gcd (𝑎, 𝑏). 

 
  ليكن𝑘 = 𝑚𝑎𝑥 {𝑛,𝑚} 

𝑖∀و  ∈ {1,2, … , 𝑛}: 𝛾𝑖 = 𝑚𝑎𝑥 {𝛽𝑖 , 𝛼𝑖} عندئذ يكون .
𝑙 = ∏ 𝑞𝑖

𝛾𝑖𝑘
𝑖=1   لهما أي إنَّ  مضاعفا𝑥|𝑙  و𝑦|𝑙 . 

𝑡و ليكن  ∈ 𝑅:  𝑥|𝑡 , 𝑦|𝑡 . و منه 
𝑡 = ∏ 𝑞𝑖

𝜀𝑖𝑠
𝑖=1 حيث𝑠 ≥ 𝑘 و𝜀

𝑖
≥ 𝛾𝑖  ذلك، و 

∀ 𝑖 ∈ {1,2, …… , 𝑛}و بالتالي يكون .𝑙|𝑡حسب تعريف ، 
𝑙 نجد المضاعف المشترك الأصغر = gcd (𝑎, 𝑏). 

تحليل منطقة مثاليَّات رئيسيَّة هي حلقة منطقة أنَّ كل إنَّ المبرهنة الآتية تبيّن 
 وحيد.

 مُبرهنة: .5-4-7

 .UF𝐷تحليل وحيد منطقة  𝑅 ةإنَّ  ،𝑃𝐼𝐷 مثاليَّات رئيسيَّة منطقة 𝑅إذا كانت 

 الإثبات:

 نمعرَّف المجموعة
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𝑀 = {〈𝑟〉: 𝑟 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅), 𝑟 ≠∏𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

, 𝑛

∈ ℕ,  {𝑃𝑖عناصر غير قابلة للتَّحليل

𝑀 نفرض جدلا  أنَّ  ≠ مجموعة مرتية جزئيا  بالنسبة  (⊇,𝑀)و بالتالي تكون∅
 علاقة الاحتواء.إلى 

〈𝑟1〉) و لتكن ⊆ 〈𝑟2〉 ⊆  𝑀سلسلة من عناصر   (⋯

𝐼 ضعن = ⋃ 〈𝑟𝑖〉
∞
𝑖=1 ةيكون𝐼  في  ا  مثالي𝑅 ، ذلك بسبب علاقة الاحتواء.و 

𝑠∃ةإنَّهم ، 𝑃𝐼𝐷مثاليَّات رئيسيَّة منطقة 𝑅وبما أنَّ  ∈ 𝑅: 𝐼 = 〈𝑠〉 ، وبالتَّالي 

𝑠 ∈ 𝐼 =⋃〈𝑟𝑖〉

∞

𝑖=1

 

 منهو 

⇒ ∃𝑖 ∈ ℤ+: 𝑠 ∈ 〈𝑟𝑖〉 ⇒ 〈𝑠〉 ⊆ 〈𝑟𝑖〉 ⊆ 𝐼 =⋃〈𝑟𝑖〉

∞

𝑖=1

 

⇒ 〈𝑟𝑖〉 = 𝐼 

𝐼أي إنَّ  ∈ 𝑀  حد أعلى للسلسلة في𝑀 . 
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𝜇، و ليكن 𝑀في حسب تمهيدية زورن يوجد عمنصر أعظمي = 〈𝑟〉 ∈ 𝑀  ،
على شكل جداء منته  لعناصر غير قابلة )كونه لا يمكتب غير قابل للتَّحليل  𝑟أي إنَّ 

 ومنهم ( للتحليل

∃𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅\𝑈(𝑅); 𝑟 = 𝑠𝑡 ⇒ 〈𝑟〉 ⊊ 〈𝑠〉, 〈𝑟〉 ⊊ 〈𝑡〉 

⇒ 〈𝑠〉, 〈𝑡〉 ∉ 𝑀 ⇒ ∃𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑘 , 𝑝𝑘+1, … , 𝑝𝑙 ∈ 𝑅 

 تحقق: 𝑅في  للتَّحليلعناصر غير قابلة  

𝑠 =∏𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

, 𝑡 = ∏ 𝑝𝑗

𝑙

𝑗=𝑘+1

⇒ 𝑟 = 𝑠𝑡 =∏𝑝𝑖

𝑙

𝑖=1

 

〈𝑟〉ناقض كون يم و هذا  ∈ 𝑀  َبالتالي  و𝑀 = ∅. 

 ، بجداء عناصر غير قابلة للتَّحليل ا  مولَّد يكون 𝑅 في 〈𝑟〉نَّ كمل مثالي إأي 

𝑟أي إنَّ كل عنصر   ∈ 𝑅  غير صفري و غير قابل للقلب في𝑅 ، يمكتب كجداء
برهنة السَّابقة𝑅ممنته  لعناصر غير قابلة للتحليل في 

م
، يكون  (3-4-5) ، وحسب الم

𝑟كل عنصر  ∈ 𝑅  غير صفري و غير قابل للقلب في𝑅،   يمكتب كجداء ممنته 
 .𝑈𝐹𝐷منطقة تحليل وحيد𝑅ومنهم تكون  𝑅لعناصر أوَّليَّة في 

 نتيجة: .5-4-8

 .UF𝐷منطقة تحليل وحيد  𝑅، ةإنَّ 𝐸𝐷إقليدية  منطقة 𝑅إذا كانت 

 الإثبات: 
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مثاليَّات رئيسيَّة منطقة  هي 𝐸𝐷( كل منطقة إقليدية 3-3-4حسب المبرهنة )
𝑃𝐼𝐷، 

منطقة تحليل وحيد هي𝑃𝐼𝐷( كل منطقة مثاليَّات رئيسيَّة 7-4-4حسب المبرهنة )
UF𝐷 . 

 .UF𝐷منطقة تحليل وحيد  هي 𝐸𝐷كل منطقة إقليدية و بالتالي      

 أمثلة: .5-4-9

 ( نجد7-4-5( و حسب المبرهنة السابقة )4-3-5من الأمثلة )   

𝑅لتكن  .1 = (ℤ, منطقة تحليل  𝑅حلقة الأعداد الصحيحة. إنَّ  (∙,+
 .UF𝐷وحيد 

منطقة تحليل وحيد  𝑅[𝑥]حقلا . عندئذ حلقة كثيرات الحدود  𝑅لتكن  .2
UF𝐷. 

𝑅لتكن  .3 = (ℤ(√2), منطقة تحليل وحيد  𝑅حلقة. إنَّ  (∙,+
UF𝐷. 

𝑅لتكن  .4 = (ℤ(𝑖), منطقة تحليل وحيد  𝑅حلقة غاوس. إنَّ  (∙,+
UF𝐷. 

 "𝒍𝒆𝒎𝒎𝒂 𝒐𝒇  𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔"برهنة:مُ .5-4-11

 .𝑈𝐹𝐷هي  𝑅[𝑥]ةإن  𝑈𝐹𝐷هي 𝑅إذا كانت 

 الإثبات: 
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 𝐼𝐷منطقة صحيحة  𝑅[𝑥]( في الفصل الثالث، لدينا 3-1-3حسب النتيجة )

𝑈(𝑅[𝑥])و                     = 𝑈(𝑅) 

𝑟إذا كان  (5-1-5و من المبرهنة ) ∈ 𝑅  للتَّحليل في  غير قابل   ا  عنصر𝑅  َّةإن𝑟 
 .𝑅[𝑥]غير قابل للتَّحليل في 

 لتكن

0 ≠ 𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖

𝑛

𝑖=1

∈ 𝑅[𝑥]\𝑈(𝑅) 

 

𝑑وليكن  = 𝑔𝑐𝑑(𝑎0, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅، هذا ممكن كون و𝑅  منطقة تحليل
 وحيد.

𝑎𝑖نضع 
′: =

𝑎𝑖

𝑑
 , ∀ 𝑖 ∈ {0,1, …𝑛} ومنهم ، 

𝑑́ = 𝑔𝑐𝑑(𝑎0
′ , … , 𝑎𝑛

′ ) = 1 

,𝑝1 ∃نَّهم إعلى  نمبرهنل  و  … , 𝑝𝑘 ∈ 𝑅[𝑥] قق : عناصر غير قابلة للتَّحليل تحم
𝑓 = ∏ 𝑝𝑖

𝑘
𝑖=1 َّأي إن ،𝑓 لعناصر غير قابلة  جداء ممنته  تمكتب بشكل وحيد ك

 إنَّ  حيثم ، 𝑓درجة  𝑛بالاستقراء الريااي على، و ذلك 𝑅[𝑥]للتحليل في 

𝑑𝑒𝑔(𝑓) = 𝑑𝑒𝑔(𝑓′) = 𝑛و 𝑓 = 𝑑𝑓′ 

●𝑛 = 𝑓ومنهم 0 ∈ 𝑅  َو𝑅  هي𝑈𝐹𝐷 .ققة برهنة مُم
م
 وبالتَّالي الم
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 :إنَّ  ، أي𝑛من  كثيرة حدود درجتها أصغرنفرض صحتها من أجل كمل   ●●

0إذا كانت  ≠ ℎ ∈ 𝑅[𝑥]\𝑈(𝑅) 0،حيث < 𝑑𝑒𝑔 (ℎ) < 𝑛  َّةإن
∃𝑝1, … , 𝑝𝑘 ∈ 𝑅[𝑥] في  للتَّحليلغير قابلة  عناصر𝑅[𝑥] تحقق 

ℎ = ∏ 𝑃𝑖
𝑘
𝑖=1 . 

يز حالتين: 𝑛من أجل  ●●●  نمم

i.  إذا كانت𝑓′ ةإنَّ غير قابلة للتَّحليل ،𝑑 ∈ 𝑅: 𝑓 = 𝑑. 𝑓′ كون ، و
𝑅 أي إنَّ  ،حلقة تحليل وحيد𝑑  على شكل جداء ممنته  من يمكتب

عنصر غير بما أنَّ كل و ،𝑅العناصر غير القابلة للتَّحليل وبشكل وحيد في 
 𝑓، ةتكون 𝑅[𝑥]يكون أيضا  غير قابل للتَّحليل في  𝑅قابل للتَّحليل في 

قابلة للتَّحليل وبشكل الغير  من العناصر جداء ممنته   على شكلتمكتب 
 . 𝑅[𝑥]في  وحيد

ii.  إذا كانت𝑓′ ةإنَّ قابلة للتَّحليل ، 
 ∃ℎ, 𝑔 ∈ 𝑅[𝑥]\𝑈(𝑅)   تحقق𝑓′ = ℎ. 𝑔  
 و

𝑛 = 𝑑𝑒𝑔(𝑓′) = 𝑑𝑒𝑔(ℎ) + 𝑑𝑒𝑔 (𝑔) 

 نفرض جدلا  أنَّ 

𝑑𝑒𝑔(ℎ) = 0 ⇒ ℎ ∈ 𝑅 ⇒ ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} ∶ ℎ|𝑎𝑖
′ 

⇒ ℎ|𝑑′ = 𝑔𝑐 𝑑(𝑎𝑖
′, … , 𝑎𝑛

′ ) = 1 ⇒ ℎ ∈ 𝑈(𝑅) 
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ℎيناقض كون وهذا  ∉ 𝑈(𝑅)،  وبالتَّالي𝑑𝑒𝑔(ℎ) ≠  نجد ، وبالمثل0
𝑑𝑒𝑔(𝑔) ≠ 0 . 

 ومنهم 

0 < 𝑑𝑒𝑔(ℎ) < 𝑛 0 و < 𝑑𝑒𝑔 (𝑔) < 𝑛 

,𝑝1∃وحسب الفرض الاستقرائي يكون  … , 𝑝𝑘 , 𝑝𝑘+1, … , 𝑝𝑙 ∈ 𝑅[𝑥] 
قق: 𝑅[𝑥]في  غير قابلة للتَّحليل  تحم

ℎ =∏𝑝𝑖

𝑘

𝑖=1

  , 𝑔 = ∏ 𝑝𝑗

𝑙

𝑗=𝑘+1

 

 يمكتب بشكل وحيد كجداء ممنته  لعناصر غير قابلة للتَّحليل.

𝑓 = 𝑑𝑓′ = 𝑑. ℎ. 𝑔 = 𝑔. 𝑝1. … . 𝑝𝑘 . 𝑝𝑘+1. … . 𝑝𝑙 

على شكل جداء ممنته  من العناصر يمكتب  𝑑حلقة تحليل وحيد أي إنَّ  𝑅و كون 
عنصر غير قابل للتَّحليل في بما أنَّ كل و ،  𝑅غير القابلة للتَّحليل وبشكل وحيد في 

𝑅  يكون أيضا  غير قابل للتَّحليل في𝑅[𝑥]،  وبالتَّالي𝑓   تمكتب بشكل وحيد
 .  𝑅[𝑥]كجداء ممنتهي لعناصر غير قابلة للتَّحليل في 

 سبق نجد أنَّ كل كثيرة حدود و مما

 0 ≠ 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖 . 𝑥
𝑖𝑛

𝑖=1 ∈ 𝑅[𝑥]\𝑈(𝑅)  غير قابلة غير صفرية و
،  𝑅[𝑥]تمكتب بشكل وحيد كجداء منته  لعناصر غير قابلة للتحليل في للقلب 

برهنة و 
م
 منطقة تحليل وحيد. 𝑅[𝑥]تكون  (4-4-5)منه حسب الم
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 : . نتيجة5-4-11

,𝑅[𝑥1ةإن  𝑈𝐹𝐷هي 𝑅إذا كانت  … , 𝑥𝑛]  هي𝑈𝐹𝐷   أيضا. 

 .𝑛( و بالاستقراء الريااي على 11-4-5حسب المبرهنة السابقة )الإثبات: 

 :أمثلة. 5-4-11

هي  𝑃𝐼𝐷مثاليَّات رئيسيَّة ( لدينا كل منطقة 7-4-5) المبرهنةمن  (1
 ، و لكن العكس ليس صحيحا  بالضرورة.UF𝐷منطقة تحليل وحيد 

 مثال: 
ةهي منطقة تحليل وحيد ، و حسب النتيجة السابقة  حقلا   𝑹إذا كانت 

,𝑹[𝒙( تكون 5-4-11) 𝒚]  تحليل و حيد منطقة𝑈𝐹𝐷 لكنها ، و
𝐼لأنَّ  𝑃𝐼𝐷ليست منطقة مثاليَّات رئيسينة  =< 𝑥, 𝑦 مثالي ةيها  <

 .ه مولَّد بعنصرينلأنَّ  ا  رئيسي ا  و لكنه ليس مثالي
هي منطقة تحليل  𝐸𝐷إقليدية ( لدينا كل منطقة 8-4-5من النتيجة ) (2

 لكن العكس ليس صحيحا  بالضرورة.، و UF𝐷وحيد 
 مثال: 

𝑅إنَّ  = (ℤ, +, . حلقة الأعداد الصحيحة منطقة تحليل (
منطقة تحليل  𝑅[𝑥]( 11-4-5حسب تمهيدية غاوس )، و 𝑈𝐹𝐷وحيد
 قليديَّة لأنَّ إليست  هالكن، و 𝑈𝐹𝐷وحيد

𝑔 = 2𝑥 + 1 , 𝑓 = 𝑥2 ∈ 𝑅[𝑥] 

,𝑟(𝑥) يوجد لا 𝑞(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]  بحيثم 
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𝑓 = 𝑔𝑞 + 𝑟   ;    𝑟 = 0 ⋁𝑑𝑒𝑔 (𝑟) < 𝑑𝑒𝑔 (𝑞). 

الكافي تبينن الشرط اللازم و ( 11-3-5و النتيجة )( 9-3-5إنَّ المبرهنة ) (3
بدلالة هذه العناصر  إمكانية كتابتهلوجود قاسم مشترك أكبر، باإضااةة إلى 
أنه أيضا موجود في مناطق  في مناطق المثاليَّات الرئيسيَّة، باإضااةة إلى

، إلا أنَّه لا يمكتب بدلالة (9-4-5التحليل الوحيد و ذلك حسب المبرهنة)
 .هذه العناصر في الحالة العامة

 مثال: 
𝑅إنَّ  = (ℤ, +, . حلقة الأعداد الصحيحة منطقة تحليل (

منطقة  𝑅[𝑥]( 11-4-5حسب تمهيدية غاوس )، و  𝑈𝐹𝐷وحيد
 نَّ إ .𝑈𝐹𝐷تحليل وحيد

∃𝑓 = 𝑥, 𝑔 = 2 ∈ 𝑅[𝑥]:  𝑑 = gcd(𝑓, 𝑔) = 1 

,𝑟حدود مثل  او لكنه لا يوجد كثيرت 𝑠 ∈ 𝑅[𝑥] تحققان 

𝑑 = 𝑟𝑓 + 𝑠𝑔 . 

 ة الأعداد:تطبيقات مناطق التَّحليل الوحيد في نظريَّ .5-5

م، ذكر بأنن كمل عدد ةردي أوَّلي من الشَّكل  1640إنَّ العالم الفرنسي ةيرما عام 
𝑝 = 4𝑛 + 𝑝يُمكن التَّعبير عنهم بالشَّكل  1 = 𝑎2 + 𝑏2   حيثم
𝑎, 𝑏 ∈ ℤ+ ونمشر أوَّل بمرهان لهذه النتيجة من قبل السويسري أويلر عام .

 م. 1754
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 التي تمكتب على الشكل و …,5,13,17إنَّ سلسلة الأعداد الأولية أي 

𝑝 = 4𝑛 + 𝑛حيث 1 ∈ ℤ+،  على شكل مجموع مربعي أيضا  ةهي تمكتب
 أي إنَّ  ، عددين صحيحين

29 = 22 + 52 ,17 = 42 + 12 , 13 = 22 + 32  , 

 5 = 22 + 12 

برهنة الآتية نعرضوإضثبات ذلك 
م
 .كتطبيق لمناطق التحليل الوحيد  الم

 مُبرهنة: . 5-5-1

𝑝ليكن  > ,𝑎يوجد عددا  أوَّليَّا  ةرديَّا . إنَّه  0 𝑏 ∈ ℤ يحققان 

𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2   إذا وةقط إذا كان 𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) . 

 الإثبات:

,𝑎نفرض إنَّه يوجد  𝑏 ∈ ℤ يحققان𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2 ، 

𝑝منه و   ≡ 𝑎2 + 𝑏2 (𝑚𝑜𝑑 𝑝) ، بالتالي يكون لدينا الحالات الآتية:و 
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{
 
 

 
 𝑎

2, 𝑏2 ≡ 02(𝑚𝑜𝑑 𝑝)إما 
𝑎2, 𝑏2 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 𝑝)أو
𝑎2, 𝑏2 ≡ 22(𝑚𝑜𝑑 𝑝)أو
𝑎2, 𝑏2 ≡ 32(𝑚𝑜𝑑 𝑝)أو}

 
 

 
 

⟹ {
𝑎2, 𝑏2 ≡ 02(𝑚𝑜𝑑 𝑝)إما
𝑎2, 𝑏2 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 𝑝)أو

} 

، يكون عددا  ةرديا   𝑝 وكون

{
 
 

 
 𝑎

2 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 𝑝)و 𝑏2 ≡ 02(𝑚𝑜𝑑 𝑝)
أو

𝑎2 ≡ 02(𝑚𝑜𝑑 𝑝)و𝑏2 ≡ 12(𝑚𝑜𝑑 𝑝)
}
 
 

 
 

 ، و منه 

𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) . 

𝑝العكس، نفرض أنَّ  ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) َّو لنبرهن على أن .𝑝  عنصر قابل
، من أجل ذلك نفرض جدلا  بأنه عنصر غير قابل ℤ(𝑖)للتحليل في حلقة غاوس 

ذلك لأنَّا منطقة ، و ℤ(𝑖)أوليَّا  في  عنصرا   𝑝منه يكون ، و ℤ(𝑖) للتحليل في
( يتطابق 3-4-5ب المبرهنة )حس(( و 9-4-5تحليل وحيد )حسب المثال )

𝑝إنَّ  العناصر غير القابلة للتحليل.العناصر الأوليَّة و  امفهوم ≡ 1(𝑚𝑜𝑑4) 
𝑛منه يوجد و  ∈ ℤ  يحقق𝑝 − 1 = 4𝑛  4و𝑛 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) ،
 بالتالي يكون و 
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(𝑝 − 1)! = 1(2)(3)… . . (2𝑛)(2𝑛 + 1)(2𝑛

+ 2)… . . (4𝑛 − 1)(4𝑛) 

≡ 1(2)(3)… . . (2𝑛)(−2𝑛)(−(2𝑛

− 1))… . . (−2)(−1) 𝑚𝑜𝑑 𝑝 

≡ (−1)2𝑛12(22)(32)… ..  ((2𝑛)2) 𝑚𝑜𝑑 𝑝 

≡ (1(2)(3)…….  (2𝑛))
2
 𝑚𝑜𝑑 𝑝 

𝑚نضع  ≔ 1(2)(3)…….  (2𝑛) ، 

𝑚2 منهو  + 1 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝑝  أي إنَّه 

𝑘يوجد  ∈ ℤ يحقق 𝑚2 + 1 = 𝑘𝑝 

𝑚) منهو  − 𝑖)(𝑚 + 𝑖) = 𝑘𝑝  َّأي إن 

𝑝|(𝑚 − 𝑖)(𝑚 + 𝑖)   و لكن𝑝 ∤ (𝑚 − 𝑖) و𝑝 ∤ (𝑚 + 𝑖) 
، ℤ(𝑖)عنصرا  قابلا  للتحليل في  𝑝منه يكون عنصرا  أوليَّا  ، و  𝑝هذا يناقض كون و 

 يوجد عناصر غير قابلة للقلب مثل هنَّ إأي 

𝑥 = 𝑎 + 𝑖𝑏, 𝑦 = 𝑐 + 𝑖𝑑 ∈ ℤ(𝑖):  𝑝 = 𝑥. 𝑦 ( في 5)حسب.  و
 ( نجد2-2-5الأمثلة )

𝜑(𝑥. 𝑦) = 𝜑(𝑥)𝜑(𝑦) ⟹ 𝑝2 = (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) 

,𝑥و بما أنَّ   𝑦 ∉ 𝑈(ℤ(𝑖))   و كونℤ(𝑖)  ،حلقة تحليل وحيد 

𝑝ةيكون   = 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2 + 𝑑2  بذلك يتم المطلوب، و. 
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ذلك من خلال حليل الوحيد في نظرية الأعداد، و لمناطق التتطبيق آخر نعرض 
برهنة الآتية.

م
 الم

 عناصرها تحقق التي 𝑆إنَّ مجموعة الأعداد الصحيحة مُبرهنة: . 5-5-2

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆: 𝑦3 − 𝑥2 = 𝑥} هي المجموعة 2 = ±5, 𝑦 = ، أي {3
,𝑥إنَّه إذا كان 𝑦 ∈ ℤ يحققان 𝑦3 − 𝑥2 =  ةإنَّ   2

𝑥 = ±5 , 𝑦 = 3 . 

 الإثبات:

𝑥2 + 2 = (𝑥 + √−2)(𝑥 − √−2) ∈ ℤ(√−2) 

𝑝مثل  أولين  و في حالة وجود عدد    ∈ ℤ(√−2) و بفرض جدلي
𝑝|(𝑥أنَّ  + 𝑝|(𝑥و  (2−√ −  قاسما  لفرقهما أي إنَّ  𝑝، ةيكون (2−√

𝑝| ((𝑥 + √−2) − (𝑥 − √−2)) = 2√−2 = (√−2)
3 

2−√و كون   ∈ ℤ(√−2)  غير قابل للتحليل في ا  عنصر ℤ(√−2) لأنَّا و
( يتطابق 3-4-5ب المبرهنة )حس(( و 9-4-5ليل وحيد )حسب المثال )منطقة تح

𝑝العناصر الأوليَّة و العناصر غير القابلة للتحليل، يكون  امفهوم = أو  2−√
𝑝 = 𝑥)|2−√منه ، و 2−√− − منه و  𝑥|2−√أي إنَّ  ،(2−√

2|𝑥2   كونو  𝑥 ∈ ℤ  ةيكون𝑥 ∈ 2ℤ 𝟒بالتالي ، و ا  زوجي ا  عدد|𝒙𝟐 إنَّ  أي 
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𝒙𝟐 ∈ 𝟒ℤ  منه ، و 4 مضاعفاتمن𝑦 ∈ 2ℤ  عدد زوجي و𝒚𝟑 ∈ 𝟖ℤ 
𝒚𝟑و لكن لدينا  .𝟖من مضاعفات العدد  = 𝒙𝟐 + 𝟐أي إنَّ  𝟐 ∈ 𝟒ℤ 

 الفرض الجدلي خاطئ أي أي إنن هذا غير ممكن و 

𝑝 ∤ (𝑥 + 𝑝و  (2−√ ∤ (𝑥 − √−2) . 

𝑥بالتالي يكون القاسم المشترك للعددين و  − √−2 ،𝑥 + موجود  2−√
 ، أي إنَّ 𝟏يساوي و 

𝒈𝒄𝒅(𝑥 − √−2, 𝑥 + √−2) = 𝟏 ∈ ℤ(√−2) 

 لدينا حلقة تحليل و حيد و ℤ(√−2)و كون 

𝒚𝟑 = 𝒙𝟐 + 𝟐 = (𝑥 − √−2)(𝑥 + ، ةإنَّ العنصر  (2−√
𝑥 − ,𝑎∃مكعب كامل، أي إنَّ  2−√ 𝑏 ∈ ℤ :يحققان 

𝑥 − √−2 = (𝒂 + 𝑏√−2)
𝟑

= 𝒂𝟑 + 𝟑𝒂𝟐𝒃√−2 − 𝟔𝒂𝒃𝟐 − 𝟐𝒃𝟑√−2 

= (𝒂𝟑 − 𝟔𝒂𝒃𝟐) − (𝟐𝒃𝟑 − 𝟑𝒂𝟐𝒃)√−2 

 منه و 

{
1 = 𝟐𝒃𝟑 − 𝟑𝒂𝟐𝒃 = 𝒃(𝟐𝒃𝟐 − 𝟑𝒂𝟐)

𝑥 = 𝒂𝟑 − 𝟔𝒂𝒃𝟐 = 𝒂(𝒂𝟐 − 𝟔𝒃𝟐)
} 

⟹ {𝑏 = ±1, 3𝑎2 − 2 = ±1 ⟹ 𝑏 = −1, 𝑎 = ±1} 
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⟹ {𝑥 = ±1(1 − 6) = ±5,

𝑦3 = (±5)2 + 2 = 27} 

⟹ {𝑥 = ±5, 𝑦 = 3} 

 بذلك يتم المطلوب. و 

 ****                         *******                                     *** 
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 ايي  الفصل الخامستم

غير القابلة للتحليل و العناصر الأوليَّة في كلٍّ  المترادةة و العناصر أوجد العناصر -1
 من الحلقات الآتية:

1 . (ℤ7, +, . ) ,                       2.  (ℤ4, +, . ) 
3. (ℤ12, +, . ) ,                         4. (ℤ, +, . ), 

5. (ℤ × ℚ × ℤ,+, . ),                 6. (ℤ(√2), +, . ) 
7. (ℤ4 × ℤ6, +, . ),                 8. (𝑀2(ℤ), +, . ) 
9. (ℤ × ℤ,+, . ),                 10. (ℤ√−7,+, . ) 

11. (𝑅 = {
𝑎 + 𝑏𝑖√2 

2
,𝑎 معا   ةرديا   أو معا   زوجيان : 𝑏

∈ ℤ} ,+, . ) 

,𝑥بينن ةيما إذا كان العنصران  -2 𝑦 ∈ 𝑅  مترادةين في𝑅 و ذلك في الحالات ،
 الآتية:
1) 𝑥 = 2 + 2√2 , 𝑦 = 2 − 2√2 ∈ ℤ(√2) 
2) 𝑥 = 11 − 7√2 , 𝑦 = 5 + √2 ∈ ℤ(√2) 
3) 𝑥 = 2 , 𝑦 = 1 + √−3,  

𝑥, 𝑦 ∈ {
𝑎 + 𝑏√−3

2
∶ a, b ∈ ℤ, 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 2)} 

4) 𝑎 = 2√−3 , 𝑏 = 1 − 1√−3 ∈ ℤ(√−3) 
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,𝑥حلقة تبديلية واحدية  و  𝑅لتكن  -3 𝑦 ∈ 𝑅  حيث𝑥  عنصر جامد
(𝑥2 = 𝑥. ) 
>إذا كان  (1 𝑥 > =< 𝑦 ,𝑥ةاثبت أنَّ  ، < 𝑦 ، مترادةان 
𝑛إذا كان يوجد  (2 ∈ ℤ+ يحقق𝑥, 𝑦𝑛  َّمترادةان ، ةاثبت أن𝑥, 𝑦𝑚 

𝑚 ∀مترادةان و ذلك من أجل  ∈ ℤ+:  𝑚 ≥ 𝑛 . 
,𝑎، و 𝐼𝐷منطقة صحيحة  𝑅لتكن  -4 𝑟1, 𝑟2, … . … , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅  عناصر

 ثبت أنَّ . أ 𝑅غير صفرية في 
𝑔إنَّ  (1 = gcd(𝑟1, 𝑟2, … . , 𝑟𝑛) ∈ 𝑅 

⟺ 𝑎𝑔 = gcd(𝑎𝑟1, 𝑎 𝑟2, … . , 𝑎𝑟𝑛) ∈ 𝑅 
𝑙إنَّ  (2 = lcm(𝑟1, 𝑟2, … . , 𝑟𝑛) ∈ 𝑅 

⟺ 𝑎𝑙 = lcm(𝑎𝑟1, 𝑎 𝑟2, … . , 𝑎𝑟𝑛) ∈ 𝑅 
𝑔إنَّ  (3 = gcd(𝑟1, 𝑟2, … . , 𝑟𝑛) ∈ 𝑅  موجود في𝑅  إذا وةقط إذا

𝑙كان  = lcm(𝑟1, 𝑟2, … . , 𝑟𝑛) ∈ 𝑅  موجود في𝑅 . 
𝑅لتكن  -5 = (ℤ(i), +, .  حلقة غاوس.  (

و المضاعف المشترك الأصغر للعنصرين الأعظم أوجد القاسم المشترك  (1
𝑥 = 4 + 7𝑖 و𝑦 = 14 − 3𝑖 في𝑅، 

𝑥ثبت أنَّ أ (2 = 𝑦، بينما 𝑅عنصر قابل للتحليل في  5 = غير قابل  3
 ،𝑅للتحليل في 

 حلل كملا  من العناصر (3
x = 1 + 3i, y = 7 + 8i , z = 11 + 7i إلى عوامل أولية

 . 𝑅)اكتبها على شكل جداء منته  لعناصر أولية( في 
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𝑥إذا كان  (4 ∈ 𝑅  عنصرا  غير قابل للتحليل، ةأثبت أن𝑅
< 𝑥 >⁄ 

 حقل.
 :حلقة إقليديةبينن أيًّ من الأنظمة الريااية الآتية هي  -6

1.   (ℤ(√−7), +, . ),                2.  (𝑛ℤ, +, . ) . 
3.  (2ℤ × ℤ,+, . ) ,            4.   (ℤ√2, +, . ) . 

5. (ℚ√−3,+,∗) 
6. 𝑅 =  (ℤ(√−11),+, . ) 

7.  𝑅 = (ℤ, 𝜏,∗), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅: 
𝑥𝜏𝑦 = 𝑎. 𝑏, 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 

.)و (+)حيث   الجمع و الضرب المألوف على الأعداد. (
 منطقة إقليدية في كملٍّ من الحالات الآتية: 𝑅منطقة إقليدية. اثبت أنَّ  𝑅لتكن  -7

1) 𝑅 = (ℤ(√5), +, .  ، دالتها القياسيَّة (

𝜑(𝑥 + 𝑦√5) = |𝑥2 − 5𝑦2| 

2) 𝑅 = (ℤ(√−5),+, .  ، دالتها القياسيَّة (

𝜑(𝑥 + 𝑦√−5) = 𝑥2 + 𝑦2 

3) 𝑅 = (ℝ[x], +, .  ، دالتها القياسيَّة (

𝜑(𝑓(𝑥)) = 2deg(𝑓(𝑥)) 

4) 𝑅 = ({𝑥 + 𝑦 (
1−√−7

2
) : x, y ∈ ℤ} , +, . ، دالتها (

 القياسيَّة 
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𝜑(𝑥 + 𝑦 (
1 − √−7

2
)) = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 2𝑦2  . 

,𝑅)لتكن  -8 +, .  دالتها القياسيَّة. 𝜑منطقة إقليدية و  (
𝑇إذا كانت  (1 = {𝑥 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑥) = 𝜑(1)}   مغلقة

,𝑇)ثبت أن ، ةأ(+)بالنسبة إلى قانون التشكيل  +, .  حقل. (
 بينن ةيما إذا كان (2

𝐼 = {𝑥 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑥) > 𝜑(1)}  ∪  .𝑅مثالي في   {0}

 دالتها القياسيَّة.  𝜑منطقة إقليدية و  𝑅لتكن  -9
𝑟 ∀ثبت أنَّ أ (1 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑟) = 𝜑(−𝑟) ، 
,𝑟 إذا كان (2 𝑠 ∈ 𝑅\{0}: 𝑟|𝑠, 𝜑(𝑟) = 𝜑(𝑠) َّةإن ،𝑟, 𝑠 

 مترادةان،
,𝑟إذا كان  (3 𝑠 ∈ 𝑅\{0} و𝑠 ∉ 𝑈(𝑅) ، 

𝜑(𝑟)ةإنَّ  < 𝜑(𝑟. 𝑠) ، 
,𝑟بينن أنه في حالة  (4 𝑠 ∈ 𝑅\{0}: 𝜑(𝑟) = 𝜑(𝑠)  ةإنه ليس ،

,𝑟بالضرورة أنَّ يكون  𝑠 .مترادةين 

𝑅لتكن  -11 = ({𝑥 + 𝑦 (
−1−√−3

2
) : x, y ∈ ℤ} , +, . ) 

:𝜑دالتها القياسيَّة  𝐸𝐷إقليدية Yمنطقة 𝑅\{0} ⟶ ℕ,  

𝜑(𝑥 + 𝑦 (
−1 − √−3

2
)) = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 
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 ثبت أنَّ:أ 
𝑧إنَّ   (1 ∈ 𝑈(𝑅) إذا و ةقط إذا كان𝜑(𝑧) = 1، 
𝑧إذا كان  (2 ∈ 𝑅\{0} و𝜑(𝑧)  َّعددا  أواليَّا ، ةإن𝑧  عنصر غير قابل

 ،𝑅للقلب في 

3) 𝑧1 = 2 ∈ 𝑅  عنصر أولي و𝑧2 = 1 − (
−1−√−3

2
) ∈ 𝑅 

 .𝑅عنصر غير قابل للتحليل في 
0، و 𝜑دالتمها القياسية  𝐸𝐷منطقة إقليدية  𝑅لتكن  -11 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅 

 أصغرية،  𝜑(𝑟)يحقق  𝑅عنصرا  غير قابل للقلب في 
:𝜋و  𝑅 ⟶ 𝑅

< 𝑎 >⁄ ; ∀𝑥 ∈ 𝑅:  𝜋(𝑥) = 𝑥̅ . 
 ثبت أن القضايا الآتية متكاةئة.أ     

𝑅، و 𝑅عنصر أولي في  𝑎إنَّ  (1
< 𝑎  حقل،  ⁄<

𝑥إذا كان (2 ∈ 𝑅   َّةإن ، 
∃𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅; 𝑥 = 𝑎𝑞 + 𝑟, 𝑟 = 0 ⋁𝑟 ∈ 𝑈(𝑅)، 

3) 𝜋(𝑈(𝑅)) = 𝑈(𝑅 < 𝑎 >⁄ ) . 
 𝑅. إذا كان كل مثالي غير صفري في 𝑈𝐹𝐷منطقة تحليل وحيد  𝑅لتكن  -12

 منطقة مثاليَّات رئيسيَّة. 𝑅ثبت أن ا  ةيها، ةأأعظمي ا  مثالي
𝑆، و 𝑈𝐹𝐷منطقة تحليل وحيد  𝑅لتكن  -13 ≤ 𝑅, 𝐼 ⊵ 𝑅 بينن ةيما .

𝑅و 𝑆إذا كانت 
𝐼⁄  مناطق تحليل وحيد𝑈𝐹𝐷𝑠. 

عرةة حلقة كثيرات الحدو  𝑅[𝑥]حلقة تبديلية واحدية، و  𝑅لتكن  -14
م
د الم

 ثبت أنَّ:عليها. أ
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حلقة تحليل وحيد  𝑅، ةإنَّ 𝑈𝐹𝐷حلقة تحليل وحيد  𝑅[𝑥]إذا كانت  (1
𝑈𝐹𝐷 ، 

 حقلا . 𝑅إذا و ةقط إذا كانت  𝑃𝐼𝐷منطقة مثاليات رئيسيَّة  𝑅[𝑥]إنَّ  (2

 . 𝐸𝐷منطقة إقليدية 𝑅، ةإنَّ 𝐸𝐷دية منطقة إقلي 𝑅[𝑥]إذا كانت بينن ثم 

 اثبت أنَّ مجمعة الأعداد الصحيحة التي تحقق -15
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆: 𝑥2 − 𝑦3 = 4 

𝑆هي المجموعة  = {𝑥 = ±11, 𝑦 = 5}  . 
 . اثبت أنَّ القضايا الآتية متكاةئة:𝐼𝐷منطقة صحيحة  𝑅لتكن  -16

1) 𝑅 منطقة مثاليات رئيسيَّة𝑃𝐼𝐷، 
2) 𝑅  منطقة تحليل وحيد𝑈𝐹𝐷 ،  و من أجل أي𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  يكون

,gcd(𝑎القاسم المشترك لهما  𝑏) = >، ةإنَّ 1 𝑎, 𝑏 >= 𝑅. 
𝑑ليكن  -17 ∈ ℤ لا يكتب على شكل مربع لعدد صحيح آخر. عندئذ 

ℤ(√−𝑑)  حلقة تحليل وحيد إذا وةقط إذا كان𝑑 ∈ {1,2} . 

   ********                            ********                     ***** 
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 المصطـلحــات العـلميــة
 عـربـي (-) إنكـليـزي 

 
(A) 

 
Abelain group زمرة تبديلية 

Absorption laws قانون الامتصاص 
Addition modulo الجمع بالمقاس 
Addition group of integers modulo-n n- الصحيحة بالمقاس الجمع زمرة  

Algebra الجبر 
of sets  جبر المجموعات 

Algebraic جبري 
closure الغلاقة الجبرية 
element العنصر الجبري 
extension التمديد الجبري 

Algebraically closed field   حقل مغلق جبريا 
Annihilator عادم 
Left annihilator عادم يساري 
Right annihilator عادم يميني 
Ascending chain condition شرط انقطاع السلاسل 

Associates تجميع 
Associativity تجميعي 
Automorphism تماثل 
     of a field   حقليتماثل  
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     of a ring تماثل حلقي 
     of a group  زمريتماثل  

 

(B)  

Bijective map  تقابل تطبيق  

Binary operation  )قانون تشكيل)عملية ثنائية 
Cancellation اختصار 

 

(C) 
Cartesian product of two sets لديكارتي لمجموعتينالجداء ا  
Center مركز 

   of a ring حلقةمركز ال  
Characteristic of ring مميز الحلقة 
Closure under an operation مغلق تحت تأثير عملية 
Commutative operation عملية تبديلية 
Co- prime integers أعداد أولية فيما بينها 

 

(D) 
Degree درجة 

      of an extension  درجة التمديد 
         of a polynomial درجة كثير الحدود 
Direct product of rings للحلقات الجداء المباشر  
Direct sum مجموع مباشر 
Direct sum of ideals المجموع المباشر للمثاليات 
Division algorithm خوارزمية القسمة 
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Divisor قاسم 
of zero  قاسم للصفر 

 

(E)  

Element(s) عنصر 
  algebraic عنصر جبري 

        fixed  عنصر ثابت 

        degree of element درجة عنصر 
        identity element عنصر وحدة 
        inverse element مقلوب عنصر 
     nilpotent element عنصر عديم القوى 
     order of element مرتبة العنصر 
     primitive element  عنصر غير قابل للتحليل 
     idempotent element  متعادل)جامد(عنصر  

Extension تمديد 
     algebraic  تمديد جبري 
     degree of  extension درجة التمديد 
     field extension حقل التمديد 
     finite extension تمديد منته 
     infinite extension تمديد غير منته 
     simple extension  تمديد بسيط 
 

(F)  

Factor عامل 
     factor ring حلقة خارج 
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Field حقل 
     algebraic closure of field الغلاقة الجبرية لحقل 
     field algebraically closed   حقل مغلق جبريا 
     definition of field تعريف الحقل 

  extension field حقل تمديد 
     field of quotients حقل النسب 
     field of splitting حقل التفريق 
Function(s) تابع 
     codomain    مجموعة قيم)مستقر( تابع 
     composition تركيب التوابع 
     domain  مجموعة تعريف)منطلق( تابع 
     one-to-one ينباتابع مت  

     onto تابع غامر 
 

(G) 

Gaussian integers ring  الصحيحة سحلقة غاو  
Generator مولد 

Greatest Common divisor  )قاسم مشترك أكبر )أعظم 
 

(H) 

Homomorphism تشاكل 
     homomorphism of rings تشاكل حلقي 
     fundamental Theorem of ماثلالنظرية الأساسية للت  
     kernel of نواة تشاكل 
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(I) 

Ideal مثالي 
  definition of ideal تعريف المثالي 

     finitely generated ideal مثالي منته التوليد 

     maximal مثالي أعظمي 

     minimal مثالي أصغري 
     nil المثالي العديم 
     nilpotent ideal مثالي عديم القوى 
     prime  مثالي أولي 
     principal  المثالي الرئيسي 
     proper    مثالي جزئي تام 
     sum of ideals مجموع مثاليات 

     Small ideal مثالي صغير 
     test اختبار المثالي 
     trivial المثالي التافه 
     right ideal مثالي يميني 

     left ideal مثالي يساري 

     large ideal مثالي كبير 
Inempotent                                                                         )متعادل)جامد 
Idempotent element (جامد) متعادل عنصر  
Identity element عنصر وحدة 
Integral domain منطقة تكاملية 
Inverse element   مقلوب )معكوس( عنصر 
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Inverse image الصورة العكسية 
Isomorphism تماثل 
      first Theorem   نظرية التماثل الأولى 
     of rings     حلقيتماثل  
      second theorem for rings الثانية نظرية التماثل الحلقي  

     third theorem for rings  الثالثة نظرية التماثل الحلقي  
 

 

 (K) 

Kernel of a homomorphism نواة التشاكل 
 

 

 (L) 

Lowest common multiplication  ضاعف المشترك الأصغرالم  
 

 

 

(M) 

Mapping  تطبيق 
one to one تطبيق متباين 
on to  تطبيق غامر 
one to one on to  تطبيق تقابل 

Matrix مصفوفة 
     addition  جمع المصفوفات 
     determinant of  معين مصفوفة 
     multiplication  جداء المصفوفات 
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Minimal polynomial غريةأص كثيرة حدود  
Monomial حدودية 

 

 

 

 

 

(N) 

Natural homomorphism التشاكل الطبيعي 
Natural mapping التطبيق الطبيعي 
Nilpotent element عنصر عديم القوى 
 

(O) 

Operation قانون تشكيل 
    associative قانون تشكيل تجميعي 

 binary  عملية ثنائية( قانون تشكيل داخلي(  

 table for تشكيلجدول قانون ال  

 

(P) 

Polynomial(s) كثيرة حدود 
 constant ثابتة كثيرة حدود  
 degree  كثيرة حدوددرجة  

         irreducible (للتحليل) للاختزال حدودية غير قابلة  
Prime أولي 
        element عنصر أولي 
        ideal مثالي أولي 
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integer عدد أولي 
relatively أوليان فيما بينهما 

Prime radical الأساس الأولي 
Principal ideal domain  منطقة مثاليات رئيسية 

 

 

 (R)  

Radical أساس 
Jacobson أساس جاكبسون 
ring أساس الحلقة 

Ring(s) حلقة 
Artinian ring حلقة أرتينية 
characteristic of مميز الحلقة 
commutative حلقة تبديلية 
definition of تعريف الحلقة 
direct summand of  المجموع المباشر لحلقات 
homomorphism تشاكل حلقي 
of polynomials  كثيرات الحدودحلقة  
with unity حلقة واحدية 
Noetherian حلقة نيوثرية 

Endomorphism ring حلقة التشاكلات 
Regular ring حلقة منتظمة 
Simple ring حلقة بسيطة 
Local ring  حلقة محلية 
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Subfield ل جزئيحق  
Subring حلقة جزئية 

test اختبار الحلقة الجزئية 
 (U) 

Unique factorization domain منطقة تحليل وحيد 

 (W) 

Well  defined function   تابع معرف جيدا 
 

 

(Z) 

Zero صفر 
Zero multiple مضاعف الصفر 

of a polynomial  كثيرة الحدودصفر  
Zero divisor قاسم للصفر 

 

       ****                                *****                                        ******* 
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 المراجع العلمية
الثاني  ر اضوووووووويالج   ا    ( لطلاب السوووووووو   2محاضوووووووو الج ال ) ا      الدكتور شووووووووشد ال اشوووووووود   .1

  2121\2112  2112\2112  2112\2112الووووو وووووووا  الووووووودرا ووووووووووووووووووود   د شووووووووووووووووووو 
2121\2121  2122\2122. 

( لطلاب السوووو   ال ار   ر اضوووويالج ا ت ووووا  4محاضوووو الج ال ) ا      الدكتور شوووووشد ال اشوووود   .2
  2121\2112  2112\2112ال ا  الدرا وووووووووووود  ا   و اله د وووووووووووو    ا    د شوووووووووووو    

2121\2121  2122\2122. 

 .AIU  2122الدكتور شوشد ال اشد  ا   الخطد للمه د ين  ا ا    ال  ري  الدولي   .2

 .Bact  2121ر نا ج الات الالج  -ال  اضد  ا ا    الافتراضي الدكتور شوشد ال اشد  ا    .4

 . 2112(   شورالج  ا    د ش   2الدكتور شوشد ال اشد      طد   .5
(   شووورالج  ا    د شوو   1ع د اللطيف ه انو      طد  الدكتور الدكتور شوووشد ال اشوود و  .6

2115 . 
 . 1222الدكتور ع د الواحد أرو حمدة والدكتور ع د اللطيف ه انو    ادئ ا   ال ا    .2
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